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一 、1894 年 试题 及 解答 


1.， 证 明 ， 对 于 同样 的 整数 x 和 y， 表 达 式 
2Xx 十 3y 和 9x 十 5y 

能 同时 被 17 整 除 . 

【证 明 1 】 

1) 首先 我 们 来 弄 清楚 如 果 表达 式 2x 十 3y 等 于 某 个 任意 给 定 的 整数 k，x 和 yy 可 以 取 
怎样 的 整数 值 ， 假 设 

2+ 十 37 一 局 (1) 

这 时 





k—y 
5 二 一 yy 十 pt (2) 








因此 ， 仅 当 表达 式 3 等 于 菜 个 整数 :时 ，x 才 能 是 整数 ， 由 3- 一 * 得 


y=k—2s, 
再 由 等 式 “2 ) 即 得 
X= 二 一 yy 十 $s 二 3s 一 k. 
因此 仅 当 
X=—k+3s, y=k~—2s (3) 
时 整数 和 才能 满足 等 式 《 1)， 其 中 是 任意 的 整数 
反之 ， 当 s 取 任意 的 整数 时 ， 我 们 可 以 由 公式 〈3 ) 得 到 整数 x 和 y, 它们 满足 等 式 
(C1). 
2) 用 类 似 的 方法 我 们 可 以 求 得 ， 如 果 
9x 十 5y 一/， (4) 
其 中 /是 某 个 给 定 的 整数 ， 那 么 x 和 yy 能 取 什 么 整数 值 . 
由 等 式 (4〉 解 出 y， 得 
于 





yy 一 一 一 2x 十 





(5) 





因此 ， 仅 当 表达 式 -个 一 等 于 某 个 整数 + 时，y 才 能 取 整数 值 ， 但 这 时 


X=5t—/, 
再 由 等 式 (5 ) 即 得 
yy》 二 一 2X 十 ! 二 一 9t 十 2L. 
因此 仅 当 
X=5t—/l, y=—9t+27 (6) 
时 ， 两 个 整数 和 > 才 满足 等 式 〈4 ) ， 其 中 ! 是 任意 整数 ， 








反之 ， 当 上 取 任 意 的 整数 时 ， 我 们 可 以 由 公式 (6〉 求 得 整数 x 和 yy ,它们 满足 等 式 (4) . 
3) ”由 中 的 证 明知 ， 若 表达 式 2x 十 3y 是 17 的 信 数 ( 即 等 于 形 如 17x 的 整数 ,这 里 是 任 
意 的 整数 ) ， 则 x 和 y 一 定 可 以 表示 成 
X=—17n+3s, y=17n—2s 
的 形式 ， 其 中 * 是 任意 的 整数 . 
但 这 时 
9XY 十 57 一 9( 一 1772 十 3s ) 十 5(1772 一 25) 一 17( 一 4 天 十 了). 
因此 表达 式 9x 十 5y 所 取 的 值 也 是 17 的 倍数 . 
同样 ， 从 2) 中 的 证 明知 ， 使 表达 式 9x 十 5y 为 17 的 倍数 的 整数 + 和 y ， 可 以 表示 成 
X=5t—17m, 一 一 9f 十 34m. 
这 样 一 来 ， 
2x 十 3y =17(—t+4m) 
也 是 17 的 倍数 女 
【证 明 2 】 为 了 简单 起 见 ， 我 们 记 
uC=2X++3y,， 2 一 9X 十 57， 


于 是 
32 一 5 一 17Y ， 

上 一 关系 式 可 以 表示 成 
32 三 527 二 17x， C1) 
52U 一 32 ~—17xX. (C2) 


如 果 x 和 yy 是 使 x 能 被 17 整 除 的 整数 ， 那 么 由 关系 式 (14), 32 也 能 被 17 整 除 . 因为 乘积 3v 
的 第 一 个 因子 不 能 被 素数 17 整 除 ， 所 以 欲 使 整个 乘积 能 被 17 整 除 ， 仅 仪 只 有 在 2 能 被 17 整 除 
时 才 有 可 能 . 

同样 可 以 证 明 ， 如 果 x 和 y 是 使 v 能 被 17 整 除 的 整数 ， 那 么 由 关系 式 (2 )，z 也 能 被 17 
整除 六 


$ 1， 整数 的 可 除 性 及 分 类 @ 


如 果 对 于 某 个 整数 a 和 不 为 零 的 整数 5 ， 可 以 找到 这 样 一 个 整数 ， 使 得 等 式 a = 二 bk 成 
立 ， 那 么 就 说 a 能 被 5 整除， 在 这 种 情况 下 ， 数 a 岂 做 数 8 的 信 数 ， 数 5 叫做 数 a 的 约 数 . 

整数 a, 5b, 并 不 一 定 是 正 的 ， 它 们 之 中 的 任何 一 个 都 可 以 是 负 的 ， 而 数 4a 和 上 甚至 可 
以 为 零 

如 果 a 能 被 b。 整除 ， 而 5 能 被 < 整除 ， 那 么 4 能 被 c 整除 

如 果 a 和 a/ 能 被 5b 整除 ， 那 么 4 十 a’ 和 a 一 a’ 也 能 被 5 整除 . 

如 果 b 是 不 为 零 的 整数 a 的 约 数 ， 那 么 5 的 绝对 值 不 能 超过 4 的 绝对 值 @ 因此 , 每 一 个 
不 为 零 的 整数 只 有 有 限 个 不 同 的 约 数 ， 例 如 ， 数 12 的 约 数 为 土 ， 士 2， 土 3， 土 4, 士 6, 士 12. 

通常 在 求 整数 的 约 数 时 ， 仅 限于 求 它 的 正 约 数 ， 因 为 所 有 的 负 约 数 可 以 通过 改变 正 约 数 

@@ 为 了 进一步 理解 上 述 题解 ， 这 里 给 出 相应 的 数学 知识 ， 下 同 . 

@@ 正 数 或 零 的 绝对 值 就 是 它 自己 。 负 数 的 绝对 值 是 一 个 正 数 ， 和 原来 的 数 仅仅 是 符号 不 同 .。 数 4 的 

绝对 值 用 | a | 来 表示 。 例 如 ，|51 一 | 一 5 一 5. 
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的 符号 而 得 到 . 
正 单位 和 负 单 位 ( 即 数 十 1 和 一 1， 除了 1 以 外 ， 没 有 其 它 的 正 约 数 . 所 有 绝对 值 大 于 
1 的 整数 至 少 有 两 个 正 约 数 ， 它 自身 的 绝对 值 和 1 . 
如 果 绝 对 值 大 于 1 的 整数 p， 除 了 Ip| 和 1 以 外 , 没有 其 它 的 正 约 数 ,那么 了 就 叫做 素数 . 
如 果 某 个 绝对 值 大 于 1 的 整数 4， 至 少 有 一 个 不 同 于 |a| 和 和 1 的 正 约 数 〈 我 们 用 5b 表 示 这 
个 约 数 ) ， 那 么 a 可 以 表示 成 < 一 把 的 形式 ; 这 里 的 5 和 表示 整数 ， 且 满足 不 等 式 1 < |R| 
过 lal. 这 样 一 来 ， 在 这 种 情况 下 ， 数 a 可 以 表示 成 两 个 整数 乘积 的 形式 ， 这 两 个 整数 的 绝对 
值 大 于 1 而 小 于 lel， 这样 的 数 a 叫做 复合 数 . 
零 可 以 被 任何 整数 整除 . 
这 样 一 来 ， 整 数 可 以 被 分 成 四 类 : 
正 单位 和 负 单 位 ， 
素数 ， 
复合 数 ， 
零 〈 构 成 单独 的 一 类 ) . 
数论 研究 数 的 可 除 性 和 许多 与 它 相近 的 问题 . 它 的 基础 时 在 欧 几 里 得 的 书 , 《几何 原本 》 
的 卷 磷 -区 中 就 奠定 了 . 


§ 2 ， 素 数 的 一 个 重要 性 质 


第 1 题 的 证 法 2 利用 了 下 面 的 素数 的 性 质 . 

1) ”如 果 两 个 整数 中 的 任何 一 个 都 不 能 被 菜 一 个 给 定 的 素数 p 整除 ， 那 么 它们 的 乘积 也 
不 能 被 2 整除 . 

为 了 证 明 这 个 论断 ， 只 要 研究 自然 数 @ 就 行 了 ， 因 为 一 方面 ， 任 何 数 入 和 -AN 具有 相同 
的 约 数 ， 另 一 方面 ， 任 何 一 个 数 的 负 约 数 乘 上 《〈- 1 〉 以 后 就 变 成 了 它 的 正 约 数 . 

于 是 ， 我 们 可 以 把 上 述 论 断 变 成 下 面 的 形式 来 进行 证 明 : 

如 果 某 一 个 自然 数 不 能 被 素数 bp 整除 ， 那 么 乘积 ab 仅 当 pp 能 除 尽 第 二 个 因子 5 的 时 
候 才能 被 p 整除 . 

于 是 ， 假 设 给 定 了 正 素数 p 和 某 一 个 不 能 被 p 整除 的 数 a. 设 是 自然 数 b 的 集合 ， 这 
里 的 是 那些 使 乘积 中 能 被 p 整 除 的 自然 数 (显然 ， 和 集合 包含 数 p 本身 和 它 的 倍数 ) . 我 
们 来 求 包含 在 8 中 的 最 小 的 数 . 这 样 的 数 是 存在 的 .事实 上 ， 只 要 在 数 

. a'l1l, 0402， “a:(p—1), a:p . (1) 
之 中 寻求 能 被 p 整除 的 数 就 行 了 .显然 ，a p 一定 能 被 p 整 除 ， 如 果 在 序列 (1 ) 中 ,a.m 是 
第 一 个 能 被 p 整除 的 数 ， 那 么 m 是 集合 B 中 最 小 的 数 ， 

我 们 来 证 明 ， 一 方面 ， 所 有 包含 在 B 中 的 数 都 能 被 m 整除 ， 而 另 一 方面 , 数 m 只 可 能 
是 素数 p. l 

事实 上 ， 假 设 属于 集合 8 的 某 一 个 数 不 能 被 m 整除 . 设 在 比 8 小 的 mr 的 倍数 中 ，m4 
是 最 大 的 ， 即 





b=m9+r， 


@ 通常 把 正 整 数 叫做 自然 数 . 有 点 名 气 的 数学 家 布尔 巴 吉 还 把 0 算 作 自 然 数 . 在 我 们 的 命题 里 ， 任 
何 一 个 数 都 不 会 是 0 ,因为 已 知 它们 不 能 被 p 整除 ,而 0 可 以 被 任何 数 整除 . 一 一 俄 译 编辑 注 . 
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其 中 + 表示 数 1，2,，…，m 一 1 中 的 某 一 个 . 我 们 来 证 明 , 在 这 种 情况 ， 小 于 mw 的 数 ”应 该 包 
含 在 集合 中， 尽管 这 与 数 m 的 定义 相 违 背 . 事实 上 ， 将 等 式 两 边 乘 以 a， 我 们 得 到 
ab=amg+ar, 
由 此 
ar=ab— (am).gq. 
右 端的 第 一 项 能 被 p 整除 . 第 二 项 也 能 被 2 整除， 因为 括 弧 中 的 乘积 能 被 p 整 除 . 因此 , ax 
也 能 被 p 整除 ， 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 0 过 r+<<m, 而 在 和 a 的 乘积 为 p 的 倍数 的 正 整数 中 ， 
m 是 最 小 的 数 . 
所 得 到 的 矛盾 证 明了 ， 任 何 一 个 属于 8 的 数 b 应 该 能 被 m 整除 . 
因为 数 p 本 身 属于 集合 8， 所 以 根据 上 面 所 证 明 的 ，p 能 被 mr 整 除 . 但 是 p 只 有 两 个 正 
约 数 ，1 和 p， 而 mw 半 1， 因 为 根据 假设 数 :1 一 4 不 能 被 p 整 除 . 因此 必须 满足 等 式 m==p. 
这 就 证 明了 第 二 个 断言 ， 因 而 证 明了 上 面 所 说 的 定理 . 
1) 中 的 定理 可 以 有 下 面 的 推广 . 
2) ”如 果 数 
a, b, cc, dy 
中 的 任何 一 个 数 都 不 能 被 素数 p 整除 ， 那 么 乘积 
CD，adpc 一 (Cpb)c， abcd 一 (apc)d 
中 的 任何 一 个 都 不 能 被 p 整除 . 、 
3) 用 类 似 于 我 们 选取 数 m 的 方法 可 以 证 明 下 面 简 单 的 论断 , 我 们 今后 将 不 止 一 次 地 用 
到 它 . 
如 果 4 是 非 空 的 集合 ， 它 的 元 素 是 某 些 自然 数 ， 那 么 在 4 所 包含 的 数 中 ， 有 一 个 最 小 的 
事实 上 ， 如 果 a 是 属于 集合 4 的 任 一 自然 数 ， 那 么 当 我 们 依次 来 研究 数 
1，2，.…、 ae 一 1 
时 ， 我 们 会 遇 到 〈 不 迟 于 第 a 次 ) 第 一 个 属于 集合 4 的 数 ， 而 这 个 数 将 是 构成 集合 4 的 所 有 
数 中 最 小 的 数 . 
应 该 特别 着 重 指出 ， 我 们 是 在 由 自然 数组 成 的 集合 4 中 寻求 最 小 的 数 , 如 果 不 是 这 样 ， 
例如 ， 在 所 有 的 (不 一 定 是 正 的 ) 偶数 中 ,或 者 是 在 所 有 的 倒数 为 自然 数 〈 不 一 定 是 整数 ) 
的 数 中 寻求 最 小 的 数 ， 那 么 是 不 可 能 找到 最 小 数 的 . 





§ 3. 数学 归纳 原理 @ 


1) 在 § 2 中 ， 下 面 的 论断 一 一 称 之 为 最 小 数 原理 一 一 占有 重要 的 地 位 . 

如 果 4 是 非 空 的 集合 ， 它 的 元 素 是 某 些 自然 数 ， 那 么 在 4 所 包含 的 数 中 有 最 小 的 数 . 

我 们 回想 一 下 这 个 论断 是 怎样 被 证 明 的 . 因为 这 个 集合 4 是 非 空 的 ， 所 以 必 存 在 一 个 属 
于 它 的 自然 数 z， 依 次 来 看 自然 数 1，2,…，a. 在 这 些 数 中 ， 第 一 个 属于 4 的 数 将 是 这 个 集 
合 中 最 小 的 数 . 

对 这 个 论证 的 完善 性 很 容易 产生 怀疑 . 特别 是 ， 为 什么 从 工 开始 我 们 一 定 能 够 到 达 任 一 
给 定 的 自然 数 a ? 自然 地 会 回答 ， “因为 只 有 有 限 个 小 于 4 的 自然 数 ”. 但 这 样 的 回答 是 不 

@ 由 俄 译 编辑 补 加 的 . 
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能 令 人 满意 的 ， 因 为 “有限 个 数 ” 意 味 着 什么 呢 ?” 借 口 这 是 “实践 经 验 的 推广 ”几乎 也 是 无 
济 于 事 的 . 在 日 常生 活 中 ， 我 们 不 仅 不 和 “任何 给 定 的 ”自然 数 打 交道 ， 甚 至 也 不 和 很 大 的 
数 打交道 . (例如 ， 谁 数 过 99 个 物体 ? 我 想 ， 妈 使 是 在 十 亿 个 数 的 范围 内 ， 也 不 会 有 人 依次 选 
取 这 些 自然 数 的 .) 因此 , 在 这 些 骤 然 看 来 没有 什么 不 对 的 话 中 ， 例 如 “ 任 一 自然 数 a” 这 句 
话 ， 已 经 不 明显 地 包含 了 比 粗 烽 的 感性 经 验 更 多 的 什么 东西 . 这 里 有 巨大 的 质 的 飞跃 ， 从 车 
干 (不 是 非常 之 多 ) 具体 的 、 个 别 的 有 限 集 合 (一 匹 马 ， 两 只 皮 靳 ， 三 棵 树 〉 中 进行 抽象 ， 
”我 们 得 到 无 穷 的 自然 数 序列 的 概念 ， 它 的 项 使 我 们 有 可 能 讨论 任 一 有 限 集合 的 元 素 的 个 数 @. 
阿 基 米 德 的 《 沙 粒 的 计算 》 是 一 部 优秀 的 著作 ， 它 说 明了 我 们 可 以 想像 并 说 出 任意 大 的 自然 
数 . 命 数 法 〈 即 关于 自然 数 命名 的 学 说 ) 曾 长 时 间 地 作为 一 种 单独 的 算术 运算 不 是 没有 原因 
的 (例如 ，M，B， 罗 蒙 诺 索 夫 学 习 过 的 J/， 马 格 里 兹 基 的 《算术 》 就 是 这 样 的 ) . 

我 们 的 怀疑 好 像 是 奉 强 附会 的 ， 这 一 切 是 如 此 显然 的 或 几乎 是 显然 的 ， 在 繁琐 的 论证 上 
花费 时 间 和 提出 荒诞 的 问题 是 值得 的 吗 ? 但 是 ， 实 际 上 所 涉及 到 的 是 非常 本 质 的 问题 关于 
数学 论证 的 基本 原理 . 自然 数 以 及 它 的 性 质 在 数学 的 所 有 分 支 中 都 要 用 到 ， 而 我 们 甚至 于 并 
不 总 是 明显 地 意识 到 这 一 点 的 . 

” 2) 数学 家 在 进行 证 明 时 所 采用 的 法 则 ， 要 求 精确 地 叙述 原始 命题 一 一 公理 ， 而 所 有 其 
它 命题 应 该 按照 逻辑 法 则 从 它们 推出 来 . 在 公理 中 ， 要 指明 某 种 数学 理论 中 必 不 可 少 的 对 象 
以 及 这 些 对 象 所 满足 的 必 不 可 少 的 关系 . 最 常用 的 自然 数列 的 一 组 公理 是 由 意大利 数学 家 皮 
亚 诺 (1852 一 1932) 提出 的 . 他 成 功 地 指出 了 ， 从 下 面 最 简单 的 关系 出 发 : & 紧 跟 在 5 后 面 
或 8 紧 靠 在 a 前面 (在 这 里 说 “4 二 6 十 1” 还 为 时 过 早 ， 因 为 加 法 还 没有 定义 )， 可 以 定义 所 
有 的 算术 运算 ， 并 能 证 明 自 然 数 的 一 切 性 质 ， 皮 亚 诺 公理 是 : 

1 .在 自然 数 中 有 这 样 一 个 数 ， 没 有 任何 自然 数 紧 靠 在 它 的 前 面 ， 这 个 数 我 们 用 1 来 表 
泵 ; 

2 ， 对 于 任何 一 个 自然 数 ， 有 而 且 只 有 一 个 自然 数 紧 跟 在 它 后 面 ; 

3， 任何 一 个 自然 数 有 不 多 于 一 个 紧 靠 在 它 前 面 的 数 ; 

4. (归纳 公理 ) 任何 一 个 自然 数 集合 4， 若 ; 

G@ 1 属于 4; 
外 如 果 某 个 自然 数 属 于 4， 那 么 紧 跟 在 它 后 面 的 自然 数 也 属于 4 ， 

则 4 和 整个 自然 数 集合 重合 . 

正 象 我 们 已 经 指出 的 ， 这 四 条 公理 对 于 建立 整个 算术 已 经 足够 了 ( 见 《初等 数学 百科 全 
书 >》， 卷 1 ， 国 家 技术 出 版 社 ， 蔓 斯 科 ，1951@) . 因此 在 今后 ， 代 替 “ 紧 跟 在 ” 后面 的 自然 
数 ”， 我 们 将 简单 地 写作 十 1 

3) ”归纳 公理 用 精确 的 逻辑 术语 表达 了 自然 数列 的 这 样 一 种 性 质 ， 这 种 性 质 在 直观 上 用 
“从 1 开始， 一 个 一 个 地 选取 可 以 到 达 任 何 一 个 自然 数 ” 这 人 句 话 来 表达 . 它 是 一 种 形式 上 方 
便 的 办 法 ， 使 得 能 够 一 下 子 把 整个 自然 数 的 无 穷 集合 引入 到 论证 中 去 . 这 多 半 借 助 于 数学 归 
纳 原 理 〈 也 叫做 数学 归纳 法 或 完全 归纳 法 ) 来 实现 ， 

数学 归纳 原理 . 假设 PCn) 是 依赖 于 自然 数 n 作为 参数 的 命题 .如 果 P (C1) 成立, 且 由 
P (nn) 成 立 可 推出 PP Cn 二 1) 成立， 那么 (n) 对 所 有 的 自然 数 4 都 成 立 . 

为 了 从 归纳 公理 引出 数学 归纳 原理 ， 我 们 用 4 表示 使 P(n) 成 立 的 自然 数 % 的 集合 ， 这 

@ 为 了 回答 什么 是 “有 限 集合 ”这 个 问题 ， 应 该 比较 深入 地 研究 数学 的 基础 (可见 $ 60) . 

@ 还 可 参考 女 . 兰 道 著 《 分 析 基 础 >。， 有 中 译本 ( 刘 线 堂 译 ) . 一 一 中 译 者 注 . 
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时 4 包含 !， 因 为 P(1) 成 立 ， 且 若 4 包含 2 ,那么 Po 成立 ,这 时 PC 十 1) 也 成 立 ， 这 意 昧 
着 4 包含 紧 跟 在 后 面 的 自然 数 n 十 1. 根据 归纳 公理 ， 4 包含 所 有 的 自然 数 , 即 P(n) 对 所 
有 的 nn 都 成 立 . 

命题 PC 如果 成 立 ， 叫 做 归纳 基础 .关于 己 ( 罗 成 立 的 假设 叫做 归纳 假设 ， 

作为 例子 ， 我 们 证 明 下 面 的 命题 

Pl(n):， 自然 数 4 或 者 是 1， 或 者 是 跟 在 某 一 个 自然 数 后 面 的 数 . 

P(1) (归纳 基础 显然 成 立 ， 假 设 P(x) 成 立 〈 归 纳 假设 ) . 这 时 n 是 某 一 个 自然 数 ， 而 
十 1 是 紧 跟 在 它 后面 的 数 . 这 就 意味 着 已 (2 十 1) 成 立 ， 根 据 归 纳 原理 ，P(7) 对 所 有 的 nn 
都 成 立 . : 

在 这 本 书 中 ， 我 们 以 后 会 遇 到 许多 应 用 归纳 原理 的 例子 ， 现 在 我 们 感 兴趣 的 是 下 面 的 事 
实 ， 前 面 所 说 的 最 小 数 原理 和 归纳 公理 是 等 价 的 并 可 以 代 将 它 . 

4) ”由 归纳 公理 推出 最 小 数 原理 .假设 4 是 自然 数列 的 某 一 个 集合 ， 我 们 假设 在 这 个 集 
合 中 没有 最 小 的 数 ， 我 们 构造 一 个 集合 M， 它 含有 这 样 的 自然 数 刀 , 如 果 所 有 满足 条 件 2 之 m 
的 自然 数 "不 属于 集合 4.@ 这 时 : 

1 属于 W; 不 然 的 话 ， 1 应 该 属于 4 并 且 是 4 中 最 小 的 数 . 

如 果 自 然 数 严 属于 ,那么 所 有 满足 条 件 ” 委 冯 的 自然 数 14 不 属于 4， 因而 数 w 十 1 也 
不 可 能 属于 4， 因为 不 然 的 话 ， 它 就 是 4 中 最 小 的 数 ， 因 此 严 十 1 也 属于 上 ， - 

根据 归纳 公理 ， 以 和 整个 自然 数 集合 重合 ， 但 若 4 是 非 空 的 时 候 ， 这 是 不 可 能 的 . 

5) 由 最 小 数 原理 推出 归纳 公理 ， 设 加 是 归纳 公理 的 条 件 中 所 说 的 集合 .我 们 取 补 集 4， 
它 由 所 有 不 属于 MM 的 自然 数 构成 . 如 果 W 不 和 整个 自 芍 数列 重合 ,那么 4 是 非 空 的 .根据 最 
小 数 原理 ， 在 4 中 有 最 小 数 a. 因为 1 属于 以 , 所 以 ao 去 1， 根据 上 面 所 证 明 的 ，c 紧 跟 在 
某 一 个 自然 数 ”的 后 面 ， 因 为 是 4 中 最 小 的 数 ， 所 以 ”不 属于 A， 于 是 nn 属于 放 ， 而 紧 跟 
在 它 后 面 的 自然 数 o 不 属于 M， 这 和 集合 内 的 定义 相 矛 盾 . 这 个 矛盾 表明 ， 4 是 空 的 ， 于 是 
MM 和 整个 自然 数 集合 重合 . 


2. 给 定 一 个 圆 和 圆 内 的 点 P 和 Q， 求 作 内 接 于 这 个 圆 的 直角 三 角形 ， 使 它 的 一 个 直角 
边 通过 点 p ， 另 一 个 直角 边 通 过 点 Q， 点 P 和 Q 在 什么 位 置 时 ， 本 
题 无 解 ? : 

【 解 】 对 线段 PQ 所 张 的 角 为 直角 的 点 的 轨迹 是 以 PQ 为 直径 
所 画 的 图 必 (图 1). 圆 # 和 已 知 图 的 交点 即 是 内 接 于 圆 & 且 直角 
边 或 直角 边 的 延长 线 通过 点 P 和 @ 的 直角 三 角形 的 项 点， 为 了 使 得 
直角 边 本 身 而 不 是 它们 的 延长 线 通过 点 P 和 Q， 这 两 个 点 应 该 在 圆 
内 . . 

如 果 点 pP 和 Q 在 贺 * 内 ， 贺 上 和 A 有 几 个 交点 ,本题 就 有 用 个 
解 ， 因 此 ， 图 1 


1) 如果 吉 PQ > 一 4 (其 中 -~ 是 圆 R 的 半径 ，d 是 图 有 的 圆心 到 线段 PQ 的 中 点 的 距 








四 注意， 我 们 认为 所 有 的 算术 运算 已 经 建立 了 ， 特 别 是 ， 我 们 已 经 会 比较 自然 数 的 大 小 ，1 是 所 有 
自然 数 中 最 小 的 数 . 
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离 ), 则 有 两 个 解 
2) 如 果 寺 PQ 二 7+ -- d， 则 只 有 一 解 


3) ”如 果 去 PQ < 一 d ， 则 无 解 ， 因 为 加 "的 圆心 到 圆 k 的 最 短 距离 等 于 + 一 d 


3. 三 角形 的 边 构成 公差 为 4 的 等 差 数 列 ， 三 角形 的 面积 等 于 5 . 求 三 角形 的 边 长 和 角 . 
再 对 d = 1 ，5 二 6 这 个 特殊 情况 ， 求 解 本 题 . 
【 解 】 我 们 将 三 角形 的 边 表示 成 4 一 上 一 4，8，c= 一 5+d 这 里 0 <d<b， 将 表达 


起 
p= “to = PP 一 4 二名 + 4， 
PP 一 b= 名， Pp 一 c= 名-4 

代入 海伦 公式 
S$:=p(p—~a)( pp (pp—c), 

我 们 得 到 





-全 ( 任 - 
2 二 村 了 人 2 | . 


把 它 看 作 是 (关于 世 的 ) 二 次 方程 ， 我 们 解 得 


49 
六 一 2 ( dt /fat ) . 


开平 方 (两 个 根 号 都 取 正 号 ， 因 为 b 是 三 角形 的 一 个 边 长 , 所 以 是 正 的 ) ， 我 们 得 到 








5=Aa( e+ far) , a=b—d, c=b+d. 
a 及 b 所 对 的 角 4 和 一 定 是 锐角 且 
S =- 学 sinc， $= 3 sinp. 


最 后 ，c 所 对 的 角 》==180" 一 (a 十 pbB) 
如 果 4d = 二 1，5S = 二 6， 那么 从 上 面 所 得 到 的 公式 求 得 b= 二 4. 于 是 4 二 3，c= 二 5, 上 且 


. 3 . 4 
Sinw 一 言 ， Sinp 二 所 二 Cosa. 


因此 ，& =36°52’， ==90° 一 4 二 53°8’， ?二 90°. 





@ 事实 上 ， 在 三 角形 中 ， 最 大 的 边 所 对 的 角 才 可 能 是 钝 角 ， 在 我 们 的 情形 中 ， 只 有 边 “所 对 的 角 才 
可 能 是 钝 角 . 俄 译 者 注 








二 、1895 年 试题 及 解答 


4. 有 两 类 卡片 ， 每 类 卡片 都 有 无 穷 多 张 ， 试 证 ， 从 这 些 卡 片 中 ， 有 2 (2" 一 一 工 ) 种 方 
法 挑选 出 这 样 的 组 ， 它 由 n 张 有 序 的 卡片 组 成 ， 而 且 每 一 类 卡片 至 少 含有 一 张 . 
【 证明】 我 们 约定 认为 ， 包 含 在 一 组 中 的 卡片 编 了 号 码 ， 并 且 我 们 来 研究 由 n 张 卡片 构 


成 一 组 的 所 有 可 能 的 方法 ， 而 两 种 “不 允许 的 ”情况 (整个 一 组 全 由 一 类 卡片 构成 ) 以 后 再 


除去 . 
当 n = 2 了 人 时， 可 以 有 下 曾 一 些 组 
44， AB, BA, BB, (1) 
这 里 B24 表示 这 样 的 组 ， 第 一 张 卡片 是 类 的 ， 第 二 张 卡 片 是 4 类 的 . 
当 1n 一 3 时， 由 两 类 不 同 卡片 可 以 构成 2x4=8 个 有 序 组 .为 了 得 到 这 些 组 ， 必须 对 (1 ) 
中 所 列举 的 两 个 字母 的 有 序 组 添加 第 三 个 字母 (4 或 B) . 由 三 张 卡片 构成 的 组 的 全 部 情况 
看 来 是 
AAB, ABB, BAB, BBB 
例如 ， 字 母 组 合 B48 表示 这 样 的 组 ， 第 一 张 卡片 是 8 类 的 ， 第 二 张 卡 片 是 4 类 的 ,第 三 
张 卡片 又 是 有 类 的 . 
当 每 一 组 的 卡片 数 增加 1 张 时 ， 由 两 类 卡片 构成 有 序 组 的 个 数 增加 一 倍 ， 因 此 ， 有 2" 种 
由 2” 张 两 类 卡片 构成 的 不 同 有 序 组 .这 些 组 对 应 于 由 两 个 字母 4 和 B 构 成 的 n 位 重复 排列 太 
从 总 的 组 数 中 除去 本 题 条 件 不 允许 的 两 个 组 (完全 由 一 类 卡片 构成 的 组 ) ,我 们 得 到 ， 对 
于 nn 张 两 类 卡片 构成 的 组 来 说 ， 所 允许 的 有 序 组 的 总 个 数 等 于 2* 一 2 .不 满足 本 题 条 件 的 两 
个 卡片 组 对 应 于 同一 个 字母 4 或 B 的 nn 位 重复 排列 
如 果 在 由 两 个 字母 4 和 B 的 n 位 重复 排列 中 ， 用 数字 1 来 代替 4， 用 数字 2 来 代替 B， 
那么 本 题 断 言 可 以 叙述 如 下 : 
有 2" 一 2 个 不 同 的 n 位 数 ， 这 些 位 数 是 由 数字 1 和 2 构成 的 ， 且 在 这 些 n 位 数 中 ， 两 
个 数字 都 至 少 出 现 一 次 . 


S$4. 关于 重复 排列 


不 难看 出 ， 前 面 在 计算 字母 4 和 B 的 n 位 可 重复 排列 的 排列 个 数 时 ， 所 得 到 的 结果 是 下 
面 比较 一 般 的 断言 的 特殊 情况 : 

贡 个 元 素 的 位 可 重复 排列 的 排列 个 数 等 于 m". 

关于 重复 排列 的 比较 详细 的 知识 不 是 没有 用 处 的 ， 尽 管 它们 和 题 4 没有 直接 的 关系 ， 

对 于 mm 个 元 素 ， 用 所 有 可 能 的 方法 把 它们 放 在 7 个 织 了 号 的 位 置 上 ， 我 们 便 得 到 m 个 给 
定 元 素 的 n 位 重复 排列 .在 重复 排列 中 ， 每 个 元 素 可 以 出 现 若干 次 . 

通常 我 们 把 放 元 素 的 位 置 排 成 一 排 ( 排 成 一 水 平 直 线 ) ,但 是 位 置 的 排 法 并 非 绝 对 必须 如 
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六 po 





此 ， 例 如 ， 它 们 可 以 绕 着 圆周 放 在 圆 内 接 正 边 形 的 顶点 上 ， 这 些 顶 点 是 用 某 种 办 法 编 了 号 
的 . 

我 们 用 所 指出 的 方法 在 圆周 上 放 好 ”个 元 素 ， 然 后 将 它 绕 圆心 旋转 -360 (我 们 将 认为 ， 
仅仅 旋转 放 在 圆周 上 的 元 素 ， 而 内 接 正 n 边 形 仍然 在 原来 的 地 方 ). 原来 的 排列 作 循环 置换 后 ， 
产生 了 新 的 排列 

例如 ， 在 图 3 中 ， 字 母 4，B，C 的 排列 可 借助 于 循环 置换 由 图 2 所 示 的 字母 排列 得 
到 ， 而 图 4 所 示 的 排列 可 借助 于 循环 置换 由 图 3 所 示 的 排列 得 到 ， 再 进行 -次 循环 峭 换 ， 我 
们 由 图 4 所 示 的 排列 又 得 到 图 2 所 示 的 原来 的 排列 全 


循环 置换 的 特点 是 ， 在 循环 置换 时 ， 每 一 个 元 素 从 它 在 置换 之 前 所 占据 的 位 置 变 到 相 领 
的 位 置 上 ， 而 占据 第 一 个 位 置 的 元 素 在 置换 以 后 变 到 了 最 后 一 个 位 置 上 ， 

如 果 进 行 一 次 或 若干 次 循环 置换 ， 可 以 从 一 个 排列 过 变 到 另 一 个 排列 广 ， 那 么 只 要 进行 
一 定 的 循环 置换 ， 由 依 变 到 UU 的 逆 过 程 也 可 以 实现 ， 这 样 一 来 ， 循 环 置 换 可 以 将 排列 U 和 六 
中 的 任何 一 个 变 到 另 一 个 . 

我 们 假设 进行 次 循环 置换 可 以 由 排列 U 变 到 排列 户 ， 而 进行 1 次 循环 置换 ， 可 以 由 排 
列 刻 变 到 排列 VY， 这 时 由 排列 U 进 行 & 十 [ 次 循环 置换 可 以 得 到 排列 V7. 

如 果 把 循环 置换 看 成 是 转动 圆周 ， 那 么 上 面 的 两 个 断言 简直 是 显然 的 . 

我 们 将 排列 进行 分 类 ， 只 有 进行 一 次 或 若干 次 循环 置换 可 以 互相 变换 的 排列 而 且 仅 仅 只 
有 这 些 排列 属于 同一 类 . 

属于 任何 一 类 排列 的 个 数 等 于 数 n 的 某 个 约 数 . 

事实 上 ， 我 们 来 研究 菜 一 类 排列 ， 且 假设 是 属于 它 的 一 个 排列 . 构成 这 类 排列 的 每 一 
个 排列 和 下 面 的 排列 

,UD Cs, OU (C1) 

中 的 一 个 相同 ， 这 里 的 表示 由 以 进行 + 次 循环 置换 所 得 到 的 排列 . 因此 ， 为 了 计算 包含 在 
这 一 类 的 排列 的 个 数 ， 必 须 确定 在 序列 ( 1 ) 中 包含 有 多 少 个 不 同 的 排列 . 

如 果 排 列 UV, 和 上 重合， 那么 0;， 和 UV,, 也 是 同一 个 排列 反之， 如 果 U0, 和 0, 是 不 同 
的 排列 ， 那 么 U0:， 和 忆 ,, 也 不 相同 . 

假设 UV 是 第 一 个 和 前 面 某 一 排列 相 重合 的 排列 . 显然 ,前面 那个 排列 的 附 标 7 应 等 于 零 ， 
因为 要 不 然 的 话 ， 排 列 V., 将 和 排列 UV-， 重合. 

这 样 一 来 ， 序 列 ( 1 ) 的 每 一 项 和 排列 

DW, UU, ,0 (2) 

中 的 某 一 个 重合 ， 而 (2〉 中 的 各 项 是 互 不 相同 的 ， 因此， 我 们 所 研究 的 类 包含 s 个 排列 . 


@@ ”在 通常 的 记 法 中 ， 和 三 个 字母 4，B, .C 相 应 的 6 位 排列 具有 下 面 的 形式 : ACBACB8，CBA4 
CBA, BACBAC. 














和 排列 万 重合 的 是 序列 ( 1) 中 下 面 的 那些 项 : 
因为 以 和 重合， 所 以 附 标 x 等 于 数 s5，2s，35,… 中 的 一 个 数 ， 因此，* 是 数 2 的 约 
数 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 


» 


$5. 关 于 组 会 


1) 可 以 试 一 试用 下 面 的 方法 来 解答 第 4 题 ， 用 所 有 可 能 的 方法 把 字母 4 放 在 1，2， 
3, …， 太一 2 或 7 一 1 个 位 置 上 ， 而 在 其 余 的 位 置 上 写 上 字母 5， 如果 字 母 4 占 据 和 个 位 置 
(二 1 ,2,…, 7 一 1)， 那 么 它们 以 怎样 的 次 序 占据 这 些 位 置 是 无 关 紧 要 的 《所 有 的 字母 4 
都 是 相同 的 ) ， 但 是 如 果 有 两 个 组 ， 在 一 组 中 某 一 个 位 置 上 放 的 是 字母 4， 而 在 另 一 组 中 这 
个 位 置 被 字母 8 占据 了 ， 这 两 组 就 认为 是 不 同 的 . 

这 样 一 来 ， 试 题 的 管 案 可 以 这 样 得 到 ， 计算 由 n 个 不 同 的 元 素 ‘ 卡 片 ) 中 选取 个 元 素 ， 
如 果 不 计 所 选取 的 元 素 的 先后 次 序 ， 总 共有 多 少 种 不 同 的 方法 . 选取 的 元 素 叫 做 由 产 个 元 素 
中 选取 个 元 素 的 组 合 ， 而 这 种 组 合 的 个 数 通常 用 C; 来 表示 . 数 C; 也 叫做 二 项 式 系数 . ( 关 
于 二 项 式 系数 见 § 25. ) 

借助 于 二 项 式 系 数 ， 根 据 本 题 的 条 件 ， 字 母 4 和 8 的 2 位 重复 排列 的 排列 个 数 可 以 表示 
成 
. Ci 二 C2+… 二 Cr 十 CO C1) 
的 形式 . 当然 ， 所 得 到 的 表达 式 仅 在 有 简单 的 办 法 来 计算 二 项 式 系数 时 才 有 价值 . 

2) 为 了 确定 由 ”个 元 素 中 取 4 个 元 素 的 组 合 数 ， 我 们 来 看 一 看 ， 从 由 ?个 元 素 中 到 
4 一 1 个 元 素 〈&>1) 的 某 个 组 合 出 发 , 可 以 得 到 多 少 个 由 2 个 元 素 取 出 & 个 元 素 的 组 合 . 对 
于 由 一 1 个 元 素 构成 的 每 一 个 组 合 ， 可 以 补 加 2 一 十 1 个 未 取 的 元 素 中 的 任意 一 个 元 素 . 当 
对 所 有 由 # 个 元 素 中 选取 《一 1 个 元 素 的 组 合 都 补 加 完 之 后 , 我 们 得 到 由 2 个 元 素 中 选取 4 个 
元 素 的 所 有 组 合 ， 而 且 每 一 个 组 合 出 现 次 ， 这 是 因为 “后 来 补 加 的 元 素 ” 是 这 个 组 合 的 
个 元 素 中 的 任 一 个 . : 

因此 ， 我 们 可 以 断定 

(2 一 有 十 1) Ce 二 有 CA， 

或 者 


Ci va el 7 (2) 


此 外 ， 显 然 有 
C/=n. 
c= LD 
3 N22 2 NA(N—m1)(n—2) 
C= 3 Cs lx2x3 ’ 


1 8 一 3 p33 N71) (nm2)(n—3) 
C= 4 C= 1x2xX3X4 ; 








es 





继续 使 的 值 每 次 增加 1 ， 最 后 我 们 得 到 


Cr Ca 一 DC 一 外 了 


1 x2x3xxk \3) 


3) ”自然 数 的 乘积 1x2x3x…xk 通 常 表示 成 tl 并 叫做 的 阶乘 . 如 果 将 公式 ( 3 ) 中 右 
边 的 分 子 和 分 母 乘 以 
(Nn—h)!= (nn—k) xn—k—1)X:…xX3 X2X1， 
那么 二 项 式 系 数 可 以 变 成 新 的 形式 : 


n(n—1) (nk+1) nk) (nk—1)x..X3xX2x1 
! (n—k)! 


C= 


-pT ‘4) 
由 这 个 表达 式 看 出 
Ci=C» 
即 二 项 式 系数 具有 对 称 性 . 
由 公式 ( 3 ) 令 4 一 2 或 者 直接 根据 二 项 式 系数 的 含义 ， 显 然 有 
C' 一 1. 
虽然 “由 n 个 元 素 中 取 0 个 元 素 的 组 合 ”这 种 说 法 以 及 这 种 组 合 的 个 数 是 没有 意义 的 ， 
但 通常 认为 
Cs 二 1. 
这 个 假设 和 早先 所 指出 的 二 项 式 系数 的 对 称 性 是 一 致 的 . 如 果 对 上 面 所 给 出 的 定义 补充 
规定 0! 二 1， 那么 公式 (4) 当 二 0 时 仍然 有 效 . 
现在 我 们 已 经 具备 了 所 有 必要 的 知识 来 讨论 本 题 的 第 二 种 证 法 . 利用 二 项 式 系 数 的 性 
质 一 一 以 后 再 证 明 它们 ( 见 § 25) ， 不 难 证 实 
CI+C' 十 … 十 C 十 CI 一 2 
4) 二 项 式 系数 有 一 个 经 常用 到 的 性 质 ， 即 
| CC 一 Co 
它 能 计算 两 个 相 邻 的 二 项 式 系数 的 和 .， . 
可 以 用 直接 计算 的 办 法 来 证 实 这 一 点 ， 将 左边 的 两 个 表达 式 通 分 ， 得 
n(n—1).…(n—k+1) 十 1N(N 一 1)… (n—k+1) (n—k) 
k1 ET) 














Cn 一 1).… (nk+1) (十 1) 十 12 一 1) (2 一 有 1)C2 一 久 _ 
(有 于 17)! 


n(n 一 1)-…(n 一 k 十 1)[ (十 1) 十 (nn 一 ) ] 
(8E 于 1)! 
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5. 给 定 一 个 直角 三 角形 48C ， 在 这 个 三 角形 内 求 一 点 N， 使 NBC，~NC4， 
ZNA4B 相 等 . 


.11 。 





【解法 1 】1) 分 析 . 假设 w，68，7y 是 三 角形 48C 的 三 个 内 角 , Y= 二 90°,N 是 人 4B8C 内 
的 一 点 ， 对 于 点 和 N (图 5)， 有 
ZNCA= ANBC= /NAB. 


这 时 
ZBNC=180°— (ZLBCN + LN BC) =180°—(ALBCN+ ANCA)=180°—7Y. 
同样 地 
LCNA=180°—a 
和 


LANB=180°—p. 

2) 综合， 因为 在 我 们 所 研究 的 情况 中 ，180 "一 7 一 90 ， 所 
以 所 要 求 的 点 入 在 以 8C 为 直径 的 圆 站 上 . 这 个 圆 和 边 4C 相 切 于 
点 C. 因此 ， 圆 和 项 点 8 位 于 直线 4C 的 同一 侧 . 这 样 一 来 ,点 
六 只 能 是 圆 和 另 一 个 圆 弧 名 的 交点 ， 妃 是 对 线段 4C 所 张 的 角 
为 180" 一 a 且 和 顶点 8 在 4C 的 同一 侧 的 点 的 轨迹 . 于 是 作 圆 和 
男 一 个 圆 弧 名 的 交点 ， 我 们 便 可 求 得 点 NN. 

3) ”论证 .顶点 C 同 时 属于 贺 和 另 一 个 圆 的 弧 名 ， 这 两 个 
圆 在 点 C 不 相 切 ， 因 为 4C 是 圆 的 切线 ， 而 且 是 另 一 个 圆 的 割 
线 .于 是 这 两 个 圆 还 交 于 另 一 点 和 NN， 而 且 点 入 位 于 直线 4C 和 圆 
的 同一 侧 ， 因 此 也 位 于 和 弧 名 的 同一 侧 . 图 5 

圆 上 和 另 一 个 圆 的 弧 入 的 交点 六 在 三 角形 48C 内 ,因为 弧 加 完全 在 三 角形 48C 内 .事实 
上 ， 过 点 4 引 弧 名 的 切线 ， 它 和 三 角形 的 边 4C 的 夹 角 为 a. 这 意味 着 边 48 和 弧 刀 相 切 于 点 
4. 假设 上 是 和 弧 名 相 切 于 点 C 的 切线 因为 + 和 三 角形 48C 的 边 C4 的 夹 角 为 a ,所 以 上 
在 角 AC8 内 ， 由 于 弧 在 直线 48,，A4C 和 上 所 构成 的 三 角形 内 ， 所 以 弧 名 完全 在 三 角形 
ABC 内 . 

因为 根据 证 明 ，C4 和 圆 * 相 切 ，48 和 弧 名 相 切 ， 所 以 根据 蓄 切 角 和 圆周 角 的 已 知 定 
理 ， 有 






-一 一 一 一 一 


LNCA= LN BC., ZNAB= LANCA. 

这 样 一 来 ， 所 作 的 点 入 满足 本 题 的 所 有 条 件 . 

【解法 2 】 正 如 在 解法 1 中 所 证 明 的 那样 ， 点 入 应 该 在 以 边 BC 为 直径 的 圆 上， 而 且 
在 圆 & 的 位 于 三 角形 48C 内 的 那 一 部 分 上 . 

为 了 完全 确定 点 入 的 位 置 ， 我 们 作 直 线 4N (图 6 ) ,使 

LNBC = ZN AB. : (1) 

如 果 必 也 是 直线 4N 和 圆 的 一 个 交点 ,那么 
LNBC 和 LAMC 相 等 ， 因 为 它们 内 接 于 同一 个 
圆 & 且 在 同一 缴 C N 上 .此 外 ,显然 和 NAB = 人 LM AB. 
将 所 得 到 的 ZN BC 和 ZN 4B8 的 值 代入 (1，)， 得 


LAMC = AM AB, 





或 者 换 句 话说 ， 线 段 4B 和 CMM 平行 ， | 
这 样 一 来 ， 为 了 确定 所 要 求 的 点 入 的 位 图 ， 必 6 
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须 以 BC 为 直径 作 圆 上 ， 且 过 点 C 作 平 行 于 48 的 直线 ， 这 个 直线 和 圆 * 的 另 一 个 交点 为 MM. 
线段 AM 和 圆 * 不 仅 交 于 点 MM， 而 且 还 有 另外 一 个 交点 , 它 就 是 我 们 所 要 求 的 点 X. 根据 作 
法 ， 点 M 总 是 在 三 角形 4BC 的 外 面 ， 而 点 N 正 象 我 们 所 要 求 的 , 在 三 角形 的 内 部 . 


注 . 用 类 似 的 方法 可 以 证 明 ， 在 任意 三 角形 内 ， 存 在 两 个 点 入 入 N,， 使 
ZN BC= AN,CA= AN,AB 


ZNCB= ZN,AC= LN,BA. 
这 两 个 点 叫做 这 个 三 角形 的 布 洛 证 尔 点 售 . 


6 ， 在 某 一 个 三 角形 中 ， 已 知 外 接 圆 半 径 ， 一 边 c 和 其 余 两 
边 的 比 a :2. 求 这 个 三 角形 的 边 和 角 <，6，7. 
【解法 1 ] 边 c 所 对 的 角 7y 的 值 可 由 正弦 定理 求 得 , 见 (图 7 ) 
， Cc 
SNny= RR 
当 c<2R 时 ， 我 们 得 到 的 两 个 值 ， 当 < 二 2R 时 ,得 到 7 的 一 个 值 ， 
当 c 汪 2R 时 ， 无 解 . 
三 角形 其 余 的 角 和 边 ， 用 下 面 的 方法 可 以 用 已 知 的 角 y 和 边 之 图 7 
比 a :5 来 表示 . : . 
根据 边 a，& 和 它们 所 对 的 角 a，8 的 正切 定理 二 ， 它 们 之 间 有 关系 式 





at+p a 
18 一 7 一 _ atb 十 1 
to 2 一 0 a—b 
“一 7 





一 | 


ss js 


因为 半 和 和 
a+p .180 一 7 
2 2 





知道 了 , 那么 由 上 面 的 关系 式 可 以 求 出 半 差 名 志 人 作 为 多 的 函数 . 
在 用 所 说 的 方法 确定 了 角 a 和 6 的 和 与 差 之 后 ， 不 难 求 得 角 a 和 有 本身 的 值 : 
a= FE + 5e 6=-2 了 -47 








家 一 
7 ， (1) 
最 后 ， 利 用 正弦 定理 ， 得 到 
一 CSina <Sinp 
siny 》 siny “ 


[解法 2 】 由 三 角形 48C 的 外 接 圆心 0 作 边 45 的 垂 线 OC，( 图 8 ). 根据 对 应 于 圆 的 
同一 弧 的 圆周 角 和 国 心 角 的 关系 ， 角 3OC, 等 于 边 48 所 对 的 三 角形 的 角 ， 因 此 


。 _BC, 2 _c 

siny OB RY 2R ， 

于 是 ， 当 c<2R 时 ， 我 们 得 到 两 个 角 y (一 个 锐角 ， 一 个 钝 角 ); 当 < 二 2 有 R 时 ,得 到 一 个 
全 布 洛 卡尔 (Bporap) (1845 一 1922) 一 一 法 国 的 数学 家 和 气象 学 家 . 
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角 y (y==90") ， 当 c>2R 时 ， 本 题 无 解 ， 对 于 每 “个 求 得 的 y 的 值 ， 对 应 的 三 角形 其 余 的 
量 可 以 用 下 面 的 方法 来 确定 ， 6 
由 顶点 8 作 边 4C 的 垂 线 BHM,， 这 时 


一 va 一 C 
BM,=asiny (= 2 ) 








和 
= 4 _tvVAR-e ) 
| CM,= acosy (=。 5 . 
根 号 前 面 的 “ 正 号 ”对 应 于 锐角 yY，“ 负 号 ”对 应 于 钝 角 yY， 于 是 图 8 
a . 
; Siny 
tga = 4 一 py 2 . 
2 —acosy 1— cosy 


所 得 到 的 表达 式 在 角 a 是 钝 角 时 也 是 成 立 的 ， 因 为 这 时 边 48 在 边 4C 上 的 投影 4M, 是 
负 的 ， 差 6 一 acosy 也 取 负 值 . 

当 角 y 和 a 知道 后 ， 角 8 不 难 由 关系 式 a 十 6 十 Y= 二 180° 求 出 ， 最 后 利用 正弦 定理 ， 我 
们 得 到 三 角形 的 边 


si 。 1 
csina =—2R sina, b= csinp 


a 二 
siny siny 


=2Rsinp. 


S$6. 正切 定 理 


在 解 题 6 时 所 利用 的 定理 可 以 用 下 面 的 方式 来 证 明 . 
把 正弦 定理 写成 
a b 


sinw sing 


用 4 来 表示 两 个 比例 的 公共 值 (实际 上 4 等 于 外 接 圆 的 直径 ) ， 这 时 


a= A sina, b= 4sing, 
于 是 
atb _ Alsinat+sinB) _ sina + sinpg 
a—b A (Sina — sinpg) Sina 一 SinO 


把 角 a 和 中 的 每 一 个 分 解 成 角 挟 亡 人 和 上 二 全 的 和 与 差 ， 并 利用 两 角 和 与 差 的 正弦 公式 ， 
我 们 得 到 




















. a+p 4a 一 0 . a+pB waw 一 0 
sina tsing -> 3 7 3 ath.a-p 
sina — SINnp 2cor+h sin -5 cose + 8 sin 4 一 Q 2 2 
2 2 2 + 2 
这 样 一 来 ， 
at+b a++p a—p 
a—b 志 2 tg 2 
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re 


。 ”三 、1896 年 一 1897 年 试题 及 解答 


了 . 证 明 ， 对 任意 的 正 整数 2 ， 有 不 等 式 


lgn > klg2, 
其 中 lg 是 数 2 的 以 10 为 底 的 对 数 ，& 是 半 的 不 同 的 〈 正 ) 素 因 子 的 个 数 ， 
【证 明 】 假设 2 是 大 于 1 的 整数 ， Pi pi， 的 和 的 ， Pr 是 它 的 个 不 同 的 案 央 子 ， 
六 ， ps, 汪 | p: 
是 能 除 尽数 7 的 素数 Pp, ，p;，……… ， 访 的 最 高 方 次 的 乘 震 ， 这 时 有 六 
n= pps,. pi. 


每 一 个 数 户 不 小 于 2， 因 此 
n>2" "2, 

所 得 到 的 不 等 式 当 = 二 1 时 也 是 成 立 的 ， 因 为 这 时 
k=0,， 1 一 一 2 一 2 

将 不 等 式 取 对 数 ， 底 4 是 大 于 工 的 任意 实数 ， 例 如 & = 一 10， 即 得 
log, 7 2> klog, 2 


7， 关 于 将 整数 分 解 成 素数 乘 辕 的 乘积 


1) 每 一 个 正 复合 数 可 以 表示 成 两 个 或 更 多 个 素数 因子 @ 的 乘积 

最 小 的 正 复 合 数 4 可 以 表示 成 4 二 2x2 的 形式 . 

因此 ， 剩 下 的 只 要 证 明 ， 如 果 上 面 所 说 的 断言 对 于 小 于 某 一 个 正 复合 数 4 的 所 有 正 复合 
数 成 立 ， 那 么 它 对 4 也 成 立 〈 即 利用 完全 数学 归纳 法 ， 见 8 3). 

事实 上 ， 根据 复合 数 的 定义 ，4 可 以 表示 成 两 个 数 上 和 2 的 乘积 ， 数 和 与 4 为 下 列 数 

2， 3， 人 2 一 1 

中 的 某 一 个 . 
根据 假设 ， 所 要 证 明 的 断言 对 于 所 有 小 于 4 的 正 复 合 数 是 成 立 的 .这样 一 来 ， 数 上 和 2 
中 的 每 一 个 或 者 是 素数 ， 或 者 可 以 表示 成 素数 乘积 ， 因 此 ， 数 4 = &2 也 可 以 表示 成 素数 乘 
积 . 

2) 每 一 个 正 整 数 可 以 表示 成 不 同 素数 的 乘 盐 的 乘积 ， 这 些 乘 震 的 寡 指 数 为 正 整 数 或 
零 . 

根据 上 面 的 证 明 ， 每 一 个 正 复合 数 4 可 以 表示 成 素数 的 乘积 ， 然 后 将 相同 的 素数 因子 合 
并 ， 写 成 这 个 素数 乘 寡 的 形式 ， 我 们 把 这 种 形式 称 之 为 正 整 数 的 标准 的 因子 分 解 式 ， 最 后 ， 
如 果 愿 意 的 话 ， 还 可 以 写 上 带 有 零 指 数 的 其 它 素 数 的 乘客 〈 这 种 做 法 并 不 改变 乘积 的 值 ， 因 
为 任何 正 (或 负 ) 数 的 零 次 塞 都 等 于 1 ). 





@ 这 里 所 说 的 素数 总 是 指正 素数 . 
. 15 . 





(2) (oy 
XxX? 一 2Xy 十 一 5X 十 77》= 二 0. 
从 方程 组 ( 1〉 的 第 一 个 方程 得 x= y》， 把 它 代 入 〈 1) 的 第 二 个 方程 得 
27 一 0. 
因此 方程 组 〈1 ) 的 解 仅 可 能 是 
x=0, y=0. 
由 方程 组 〈2 ) 的 第 一 个 方程 得 
YX 一 27 一 1 . 
把 它 代 入 〈2 ) 的 第 二 个 方程 得 
(27 一 1)? 一 2(27 一 17?37 十 银 一 5(027 一 1) 十 7 一 0， 
合并 同类 项 得 
7 一 5y 二 6 二 
这 个 方程 有 两 个 根 ， y=2 和 y=3. 入 应 地 有 一 3 和 一 6， 这 样 一 来， 方 各 组 (2) 人 
可 能 有 两 组 解 ， *= 3 ，y 一 2 和 x 二 5， y= 3. 因此 ， 原 方程 组 有 下 面 三 组 解 : 
x=0, y=0; x=3, y=2; X=5, y=3. 
将 它们 代入 到 方程 
Xy 一 12X 十 157y 一 0， 
即 知 这 三 组 解 都 满足 它 
【 证 法 2 】 这 一 题 也 可 直接 证 明 . 为 此 ， 只 要 将 每 一 个 原 方程 的 左 端 乘 以 某 个 表达 式 ， 
使 得 把 乘积 加 起 来 以 后 得 到 的 多 项 式 就 是 第 三 个 方程 的 左 端 或 者 与 它 相差 一 个 非 零 的 常数 因 
子 即 可 .不 难看 出 ， 光 乘 以 常数 因子 是 不 行 的 .但 乘 以 x 和 yy 的 适当 的 线性 表达 式 ， 就 可 达 
到 这 个 目的 . 
我 们 有 
(2 一 3XY 十 2372 十 一 Cx y 一 9) 十 (xX? 一 2XY 十 总 一 5X 十 77) (一 X 十 27 十 3) 一 
= 2 (xy 一 12x 十 157)， . 
去 掉 左 边 的 括号 再 合并 同类 项 ， 即 可 验证 它 的 正确 性 因此， 如 果 守 和 > 的 某 一 组 值 满足 原 
来 的 两 个 方程 ， 那 么 恒等式 的 左边 等 于 零 ， 因 此 ， 恒 等 式 的 右边 也 等 于 零 ， 这 就 表明 x 和 
也 满足 第 三 个 方程. | 


9 ， 给 定 某 人 438C 的 高 的 垂 足 邹 ，B, 和 C;. 求 作 和信 4B8C. 

或 者 ， 给 定 八 4B,C,， 它 的 项 点 是 三 角形 45C 的 高 的 垂 足 ， 求 A428C 的 边 和 和 角 . 

【 解 】 

I 人 4BC 是 锐角 三 角形 时 的 解法 .@ 

1) 定理 .锐角 入 4BC 的 高 是 人 4, B,C, 的 角 平 分 线 . 

如 果 高 44, 和 BB, 交 于 点 M， 那 么 线段 MC 对 点 4, 和 马 所 张 的 角 都 是 直角 (图 9). 

因此 ， 点 4 和 8B, 在 以 线段 MC 为 直径 所 画 的 圆 上 .线段 必 B, 把 这 个 圆 分 成 两 个 弧 . 点 考 

@ 如 果 人 和 作 48C 是 直角 三 角形 ，ZB8==90"， 那 么 即 二 C;， 这 时 容易 看 出 ， 本 题 以 第 一 种 形式 叙述 时 ， 
有 无 穷 多 个 解 ， 而 以 第 二 种 形式 叙述 时 ， 这 种 情形 是 不 可 能 遇 到 的 ， 因 为 “给 定 三 角形 4 B,C,” 
这 句 话 就 假定 了 所 有 三 个 点 是 不 同 骨 
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属于 这 两 个 弧 中 含有 点 C 的 那 一 个 弧 .， 因此 
LZMAB,= /MCB,, 
即 
L444,B,= 90°—a. 
类 似 地 有 
LAAC,= 90°—a. 
因此 ，44 实际 上 是 人 4,8,C, 的 角 a, 的 平 
分 线 ， 作 为 附带 的 结果 ， 我 们 得 到 


_0 on 
5 90 —a, 


从 所 证 明 的 定理 推出 人 48C 的 高 相 8 
交 于 一 点 ， 且 这 点 是 和 48,C, 的 内 切 圆心 . 

2) ” 分析， 根据 1) 中 所 证 明 的 定理 ， 存 
在 唯一 的 人 483C ， 它 的 边 是 人 48,C, 的 外 
角 平 分 线 ， 换 句 话说， 所 要 求 的 三 角形 的 顶 
点 不 是 别 的 ， 而 是 与 A418,C, 的 一 边 以 及 
_ 另 外 两 边 的 延长 线 相 切 的 圆 的 圆心 (图 9 ).@ 

3) ”综合 ， 我 们 作 人 418,C, 的 外 角 平 分 线 . 显然 , 任意 两 个 外 角 平 分 线 与 第 三 个 内 角 的 
平分 线 相交 于 一 点 ， 另 一 方面 ， 任 何 一 个 内 角 的 平分 线 垂直 于 这 个 角 的 外 角 的 平分 线 . 因此 ， 
44 LBC，BB, 1CA，CC, 1 4B.， 这 就 证 明了 ,点 41/，B,，Ci 与 人 48C 的 高 的 垂 足 相 
重合 . 

4) ”计算 ， 在 1) 中 证 明了 





_41 一 90 "一 w， 





2 
因此 角 a 是 锐角 且 [ 见 $8 的 公式 (12)] 
cosa = sin—S = (pb) Pe) 
2 1 C1 


这 里 ww ，b,， cj 是 ABC 的 边 长 ， 户 是 半 周 长 . 
其 次 ， 因 为 角 4 公 用 ， 而且 


2CB4=-90 一 -人 = 





所 以 ACAB, co 和 CAB, 因而 有 
BC,:BC=C,A:CA, 
即 
a :a= cosa. 


由 此 ， 利 用 上 面 所 提 到 的 公式 (12) ,我 们 得 到 











a bc 
“一 cos =ay (pi—6) (Pi— oe) 
@ 事实 上 ，4C144 且 是 边 4 8 和 44Ci 的 延长 线 的 夹 角 的 平分 线 . 因此 C 到 4,B, 和 4,C, 的 延 
长 线 是 等 距 的 ， 类似 地 可 以 证 明 , C 到 4,8, 和 B,C, 的 延长 线 是 等 距 的 , 因此 ,C 是 偿 切 圆 的 圆心 . 
由 此 立刻 推出 文中 所 说 的 结果 ' 见 3) )}，- 一 一 俄 译 者 注 . 
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了 . A48C 是 钝 角 三 角形 的 解法 . 

从 A485 的 钝 角 顶 点 所 作 的 高 (与 锐角 三 角形 的 任 一 顶点 所 作 的 高 一 样 ), 是 以 人 4BC 
的 高 的 垂 足 为 顶点 的 人 44 B,C, 的 内 角 平 分 线 ， 至 于 从 钝 角 三 角形 的 锐角 项 点 所 作 的 高 ,它们 
(与 从 锐角 三 角形 的 顶点 所 作 的 高 不 同 ) 是 人 4 8,C, 相应 的 外 角 平 分 线 . 

如 果 我 们 允许 所 求 的 三 角形 是 钝 角 三 角形 ， 那 么 除了 A 48C 外 ,人 BCM,， ACAM ， 
人 48M 也 都 满足 本 题 的 条 件 ， 这 些 三 角形 的 高 的 交点 分 别 是 4，B，C. 

所 有 四 个 解答 具有 共同 的 性 质 ， 它 们 之 中 的 任何 一 个 三 角形 的 顶点 和 垂 心 是 和 人 448,C， 
的 三 边 相 切 的 四 个 辆 的 圆心 ， 其 中 4,，B3, ，C, 是 所 要 求 的 三 角形 的 三 个 高 的 垂 足 . 

如 果 人 4BC 是 锐角 三 角形 ， 那 么 它 的 高 的 交点 和 人 418,C, 的 内 切 圈 心 重合 . . 

如 果 人 8CM，ACAM，A 人 ABM 中 的 菜 一 个 是 钢 角 三 角形 ,那么 钝 角 的 顶点 和 人 A418,C， 
的 内 切 回 心 相 重 合 *， 


$ 8， 关 于 三 角形 的 某 些 内 容 


1) 关于 和 三 角形 的 边 相 切 的 圆 ， 假 设 和 和 46C 的 边 5C，C4，45 从 里 面相 切 的 图 
的 圆心 为 O， 半 径 为 r， 切 点 为 D，5，F (图 10)， 和 边 8C 以 及 边 43，4C 的 延长 线 相 
切 的 圆 包 的 图 心 为 O。， 半 径 为 z， 切 点 为 D'，E' ，F' .引入 下 面 的 记号 ; 48=c,8C=a， 
CA=b 和 a+b+ c= 二 2p. 

因为 从 一 点 到 同一 圆 的 切线 相等 ， 所 





以 
AE= AF, BF= BD, CD=CE, 
于 是 | 
2p= AB+ BC+CA= 
= 2(AE+BF+CD). 


由 后 一 个 等 式 求 得 四 
CD= p— (AE+ BF)= 
=p— (AF+BF)=p—c. (1) 图 10 
类 似 地 有 . 


AE= p—a, BF= p—b. 

当 研 究 由 点 4 向 圆 名 所 引 的 切线 4B' 和 45 时， 我们 得 到 
24 忆 一 AE +M4F =4C+CF +AB+BF' = 
一 4DB+4C+BD +CD'= AB+ AC+ BC= 2p, 

由 此 得 到 | 

AE'= AF'=p (2) 
和 

CE'=~=AE'—AC=p—2, BF 一 六 一 c， (3) 

我 们 将 A48C 分 成 三 部 分 来 计算 它 的 面积 人 4083， 人 和信 8OC 和 八 COA (我 们 约定 三 

角形 的 面积 也 用 三 角形 本 身 的 记号 来 表示 ).， 这 时 


§= 人 ABC= 人 A0B+4 ABOC+ACOA= 二 (r+AB+TTBC+HT:CA rt 


9 
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即 


S=7T. p. (4) 
另 一 方面 
3 一 人 45C 一 和 40,B 十 AAOC— 人 BO,C 
= 半 Go4B+re4C 一 reBC) 一 re -和 和 一 To。( DO 一 0 (5) 
类 似 地 有 
$=7,(p— Dh), | (6) 
$=7. (Pp— ce). | (7) 


量 z 表示 和 和 A 45C 的 边 2 以 及 其 它 两 边 的 延长 线 相 切 的 圆 的 半径 ， 而 +。 表示 和 三 角 
形 的 边 “ 以 及 其 它 两 边 的 延长 线 相 切 的 园 的 半径 . 
2) ”三 角形 的 角 与 边 之 间 的 关系 .显然 ， 八 46C 的 内 切 圆 心 和 这 个 三 角形 的 内 角 平 分 


线 的 交点 相 重 合 ， 因 此 ， 例 如 OO4F 一 也. 由 关系 式 〈4) 和 三 角形 面积 的 海伦 公式 求 得 


a OF TT _ Sy 
lB AF pa™ pa ™ 


N19 NA ‘8) 




















PP— a) AP 一 0) 
类 似 地 有 
0 人 2 一 c) (Pp— 2) 

他 2 一 PPB (9) 

.YY _ /Cp— a) Cp- 2) 

tg 了 一 pp eI (10) 
另 一 方面 ， 

S 一 总 zcsina 一 bcsin cos$= bctg$ cos:5. 
因此 ， 由 关系 式 (8〉 和 海伦 公式 得 到 关系 式 
becos’ $= S_ -= plP— 0)， 
tg$ 


2 
由 此 并 对 其 它 两 个 角 得 到 类 似 的 公式 ; 


cos 弛 = MA 二 2- ， cos 有 = VC 二 人 ， (11) 
/PP e) 
cos 方 一 Bp : 


将 所 得 到 的 半角 的 余 豆 表达 式 和 关系 式 (8 ) 一 (10) 比 较 ， 我 们 求 得 : 
sing N= Dp), sin& = Op), 














(12) 
. (p— 4) (p— 6) 
sin 才 =V i 
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10 . 证明， 如 果 a ,6 ,7 是 直角 三 角形 的 内 角 ， 那 么 

sinasin sin (wx 一 6)+sinbsiny sin (8 一 7 ) 十 

十 Sinysinwsin (7 一 w) 十 sn(w 一 5 )sin(O 一 7Y)sSin yy—a)= 0. 

【证 明 ]】 假 设 < 一 90 "一 7 . 
”这 时 

sina= 1, sin (a— 8)= siny, 

Sin (7 一 a) 一 一 Sin (a—7)=— sing. 
因此 

sinasinpsin (a—p)= sin Bsiny, 

sinpBsinysin (8—7Y)= sinBsinysin (8—7Y )， 

sinysinasin (Y—a)= — sinysinp, 

sin (a—f)sin (8—yY)sin(y—a)=— sinysin (3—7Y)sing 
”这 四 式 相 加 ， 其 和 为 零 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 * 


$ 9.， 关于 三 角 肖 数 的 磁 积 之 和 的 变换 


关系 式 
sinasinpsin (a— P+ sinBsinysin (7Y)+ 
十 sinysinawsin (Yy— @+sin (w 一 DJ)sin (8—7y)sin(y—a)=0 


不 仅 对 直角 三 角形 的 角 成 立 ， 而 且 对 任意 三 角形 的 角 ， 甚 至 对 任意 的 三 个 角 都 成 立 . 


我 们 来 研究 三 角 函 数 乘积 之 和 的 变换 

1) 将 sin (x 十 7 和 cos (x 十 》) 按 已 知 的 公式 展开 ， 得 到 关系 式 
sin (xX 7)+ sin (Xx— y)= 2sin x cosy, 
COS (X 十 》) 十 COS (xX 一 》) 二 2c0SXCOSY, 
COS (XxX— y)— Cos (XY 十 让 = 2sin xsin y， 


由 此 得 到 
sinxsiny= 地 [cos XC—y)— cos (r+ y),, 
cos rcosy 一 于 [cos 人 一 yy) 十 cos (XxX 十 》)],. 


Sin xcosy 一 冯 Csin (xX 十 力 十 sin (Xx 一 y)]. 
特别 地 ， 当 X= y 时 ， 


sin2x 一 二 (1 一 coS2x)， coszx 一 也 (1 十 COS 2XY)， 


Sin zxCOSY 一 六 sin 2X. 


所 得 到 的 关系 式 可 以 将 任意 多 个 正弦 和 余 艾 的 乘积 变 成 和 的 形式 ， 
在 第 10 题 所 要 证 明 的 三 角 人 恒等式 中 ， 所 有 的 项 是 三 个 正 张 的 乘积 : 


。21 。 





Sin xsin ysinz = 地 [cos(x 一 》)— Cos (r+ y) jsins= 
一 方 [sin scos (人 一切 一 Sinscos (x y) ] 一 
一 工 [sin (XY 一 J》 十 32) 十 Sin (一 xX 十 7》 十 3) 一 Sin (XxX 十 yy 二 2) 一 sin( 一 Xx 一 y 十 2)] 二 


= 二 [sin (一 XxX 十 y 十 2) 十 Sin (x 一 yy 十 3) 十 sin (Xx 二 + yy 一 2) 一 sin(x 十 yy 二 2)].(2) 


2) 令 x= 一 a 一 56，) 一 6 一 YY，s 一 7 一 a， 
这 时 
Xx 十 y+s=0,， 一 X 十 y 二 5 一 一 2 一 0)， 
X 一 J 填 生 一 200 一 7 )， x+ 一 和 一 207 一 “)， 
代入 到 〈 2 ) 中 求 得 
4Sin (wa 一 8B)sin(6 一 7y)sin(y 一 a) 一 


一 一 Sin2(w 一 ) 一 Sin2(00 一 7Y) 一 Sin 20/ 一 “)， (3) 
如 果 角 y7，&w 或 8 中 的 一 个 等 于 零 ， 那 么 由 (3) 
得 
4sinasinpsin (wa 一 6) 一 sin2(w 一 5) 十 sin26 一 sin 2a ， (4) 
4sin Bsinysin (8—Y)= sin2(8—7)+ sin2y — sin2p, (5) 
4sinysinasin (y~a)= sin2(y—a)+ sin2a~— sin2y. (6) 


将 关系 式 ( 3 ) 一 ( 6) 的 左右 两 边 分 别 相 加 便 可 得 到 恒等式 (1) . 


11 ， 证 明 ， 如 果 a,6,7Y 是 任意 三 角形 的 三 个 内 角 ， 那 么 
7 一 1 


QQ ， ， 
Lsing sinZ 


【证 法 1 】 因 为 
全 90 一 人 人 <90" 一 人 一 90: 
〈 又 因为 锐角 越 大 ， 它 的 正弦 值 也 越 大 ) ， 所 以 


sing sin§ <sin ( 90 一 今 ) sinC -cos& sin 公 ， 


2 2 2 
由 此 得 到 
inasinQ ionsol 
Sin7 Sn 了 < 本 Sin0 扩 本 ， (1) 


如 果 选 取 ?7 表示 最 小 的 角 ， 那 么 
sin <sin30 “= 地 . (2) 


由 不 等 式 (1) 和 (2) ， 我 们 得 到 
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【证 法 2 】81) 我 们 知道 文 
了 





其 中 了 是 内 切 圆 半径 ，R 是 外 接 圆 半径 . 
因为 > 一 R， 所 以 等 式 左 端的 正弦 乘积 小 于 于 
2) 三 个 半角 的 正弦 积 甚至 还 满足 更 强 的 不 等 式 


a OO， Y 1 
sin SIn-7 Sn 全 至 ， 





R 


事实 上 ， 根 据 熟 知 的 欧 拉 定理 
=R’—2Rr, 


其 中 4 是 外 心 和 内 心 之 间 的 距离 ， 因 此 
2 Rr Ri?, 


这 样 一 来 
如 果 三 角形 是 等 边 的 ， 那 么 = 0 ， 半 角 的 正弦 之 积 等 于 于 
8$》10.， 关于 三 角形 的 三 角 函 数 乘 积 的 某 些 关系 式 


如 果 忆 是 边 长 为 ，2，< 的 三 角形 的 半 周 长 ， > 是 它 的 面积 ，〖 是 外 接 圆 半径 ,7 是 内 切 
圆 的 半径 ， 那 么 











a BY 3 
或 将 它 表示 成 男 外 的 形式 
a ,BY _r 
tg tg 多 志 诱 = 地 CH) 
此 外 ， p 
cos$ cos§ cos 志 一 IR | (HH) 
和 
sin 务 sin 她 sin 疙 一 2 . (TIV) 


事实 上， 由 $ 8 中 的 公式 (8), (9),(10)， 我 们 求 得 


pp Tap bp ey 
te 和 tgh tg $= MIT 2 7C=c 








@@ ”这 个 证 法 是 由 参加 奥林匹克 竞赛 的 一 个 优胜 者 给 出 的 ， 它 在 很 大 程度 上 依赖 于 初等 几何 的 知识 . 
但 是 比 起 前 面 所 给 的 简单 证 明 ， 它 更 深刻 地 揭示 问题 的 本 质 . 
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如 果 利 用 海伦 公式 和 8 8 中 的 关系 式 (4), 那 么 可 以 得 到 表达 式 (I) 和 (了 ). 
由 8$ 8 中 关系 式 (11) ,我 们 得 到 


a BY pvpP—oP—DP-e) pS 
cos 写 cos 本 COs- 人 名 


为 了 由 此 得 到 关系 式 〈 亚 ), 只 要 注意 到 ( 见 $ 8) 
- Cpc 
siny 一 3 ， 由 此 有 尽 7 5 
关系 式 IY) 可 由 关系 式 (IE) 和 “《 焉 ) 推出 . 











S11. 欧 拉 定 理 





. 图 11 图 12 

假设 给 定 两 个 贺 “图 11 和 12); 以 及 在 它 里 面 的 吕 ， 用 OO 〇 和 0' 表示 它们 的 圆心 ,和 7 
表示 它们 的 半径 。 设 4 是 两 个 圆心 之 间 的 距离 . 

11 题 证 法 2 中 所 引用 的 欧 拉 定理 (以 及 它 的 北 定 理 ) 可 以 叙述 成 下 面 的 形式 : 
和 国外 切 的 三 角形 当 而 且 仅 当 
d?= R?— 2Rr | (1) 

有 时 才能 内 接 于 辆 . 

我 们 来 导出 这 个 关系 式 . 

1) 设 4 是 圆 & 上 一 点 (图 11). 在 圆 & 上 选取 点 8 和 C， 使 得 《是 人 43C 的 内 切 圆 . 

这 样 的 点 8 和 C 并 不 是 总 能 找 得 到 的 .简单 地 自 点 4 向 圆 # 作 两 条 切线 ,然后 取 切 线 与 
贺 k 的 交点 是 不 行 的 ， 线 段 BC 还 应 该 和 圆 名 相 切 ， 相 切 的 必要 充分 条 件 是 角 的 等 式 ; 

LAB80'= /O'BC (2) 

(在 图 11 中 ， 这 个 条 件 不 成 立 ). 

下 面 的 考虑 可 以 将 〈2 ) 变 成 其 它 的 条 件 ， 它 也 是 问题 可 解 的 必要 充分 条 件 . 

用 直线 连接 点 4 和 O' ， 将 其 延长 和 圆 上 交 于 点 刀 . 不 难看 出 ，4O' 是 <B4C 的 平分 
线 , 即 “0' 48= LCAO'， 此 外 ，LC4A0O' = “CD， 因 为 这 两 个 角 在 圆 & 的 同一 个 弧 
CD 上 .因此 “ 

O48= /CBD. (3) 

但 是 LO’' 48 作为 人 O' 48 的 内 角 等 于 
. LZBOD— /ABO'. 
此 外 ,显然 有 
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LCBD= /0O'BD- /0O'BC. 
将 所 求 得 的 <O' 48 和 LCBD 的 表达 式 代 入 到 等 式 ( 3) ， 我 们 得 到 


LBO'D-/ABO'=_/O'BD-/O'BC. (4) 
这 样 一 来 ， 等 式 (2) 在 而 且 仅 在 | 
ZBO'D=,/O'BD (5) 


的 情况 下 才 成 立 . 
在 人 8O' DD 中 ， 这 两 个 角 所 对 的 边 是 38D 和 0QO'D， 因此 本 题 有 解 的 必要 充分 条 件 可 氢 
述 成 下 面 的 形式 ， 
入 4BC 在 而 且 仅 在 
BD=O'D 
的 情况 下 和 圆 # 外 切 (如 象 图 12 所 表明 的 那样 〉. 
2) 为 了 继续 完成 关系 式 (1) 的 结论 ， 我 们 来 确定 线段 5D 和 OQ' DD 的 长 度 的 比值 (图 
11). 
如 果 避 是 线段 43 和 圆 如 的 切 点 ,而 号 和 D' 是 图 * 的 同一 条 直径 的 两 个 端点 ， 那 么 
A 40'E 和 AD'DB 是 直角 三 角形 (直角 顶点 分 别 是 点 和 B). 此 外 , 人 O'4E=2 DD D'B， 
因为 它们 都 在 圆 的 弧 BD 上 . 因此，A 40’E 和 人 D DB 相似， 于 是 
AO': EO0'=D'D:BD 
或 者 
， AO': ;=2R :BD. 
上 式 还 可 表示 成 
AO' ». BD— 2 RY. : | 
点 D “将 所 有 通过 它 的 圆 & 的 纺 分 成 这 样 的 两 段 ， 这 两 段 的 长 度 的 乘积 等 于 常数 ， 如果 
一 条 终 是 取 4Z ， 而 另 一 条 是 取 圆 & 的 通过 点 D' 的 直径 ， 那 么 
AO’.O’D= (RODDR-AD). 
用 40’. 0’D 除 40'. 8D， 我们 得 到 


BD : OD= 2Rr: (R+d)(R—d). . (6) 
由 所 得 到 的 关系 式 看 出 ， 在 而 且 仅 在 
2Rr= (R+d) (R—d) (7) 


的 情况 下 线段 3D 和 0O’D 相等 . 

. 3) 在 1) 和 2) 中 所 得 到 的 结果 可 以 叙述 成 下 面 的 形式 : 

对 于 加 上 的 任 一 点 4， 在 这 个 贺 上 找 另外 两 个 点 8B 和 CC， 使 得 这 两 个 点 和 点 4 一 起 构 
成 一 个 和 图’ 外 切 的 三 角形 4BC 的 顶点 ， 这 两 个 点 在 而 且 仅 在 R，+ 和 d 满足 关系 式 (7 ) 
时 才能 找到 . 

于 是 欧 拉 定理 以 及 它 的 道 定理 被 证 明了 ， 因 为 等 式 (7 ) 和 关系 式 ( 1) 仅仅 是 写法 不 
同 . 

我 们 所 得 到 的 关系 式 与 圆 & 上 点 4 的 选取 无 关 ， 因此， 如 果 对 于 圆 上 上 某 一 点 4 来 说 ， 
可 以 作 一 个 三 角形 4BC ， 使 得 贺 是 它 的 外 接 贺 ， 圆 "是 它 的 内 切 贺 ， 那 么 对 各 上 上 的 任 
意 一 点 来 说 ， 都 可 以 作出 具有 同样 性 质 的 三 角形 . | 

正 像 彭 塞 列 @ 所 表明 的 ， 这 个 aut sem per ，awut nungquam (要 么 总 可 以 ， 要 么 总 不 可 


@ 下 .K， 茧 塞 列 (1788 一 1867) 法 国 将 军 和 数学 家 , 《关于 图 形 的 投影 性 质 的 论文 > 的 作者 . 
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”以 ) 原则 还 适合 于 更 一 般 的 情况 ， 代 替 两 个 圆 ， 研 究 两 个 任意 的 圆锥 截 线 ， 代 替 三 角形 ， 研 
究 2 边 形 . 


12 .已 知 矩 形 43CD 的 两 平行 边 48 和 CD 的 延长 线 与 菜 直线 相交 于 点 以 和 和 入， 边 
AD 和 BC 的 延长 线 与 此 直线 相交 于 点 P 和 QR ， 边 48 的 长 等 于 PP， 求 作 和 矩形 483CD ， 在 什 
么 情况 下 ， 本 题 有 解 ， 有 多 少 解 ? 

【 解 】 在 线段 PR 上 作 一 个 以 PQ 为 斜 边 ， 且 直角 边 f5 二 了 的 直角 入 了 5Q (图 13). 过 
点 以 入 作 平 行 于 线段 25 的 直线 ,过 点 了 和 QQ 作 它们 的 垂 
线 ， 这 些 直 线 构 成 所 要 求 的 矩形 48CD . 

只 要 直角 和信 2SQ 可 以 作出 来 ， 本 题 就 有 解 ， 因 此 , 也 就 是 
当 2< PQ 时 , 本 题 有 解 . 

如 果 这 个 条 件 满足 ， 那 么 APSQ 可 以 在 给 定 直 线 。 的 两 侧 
作 ， 因 此 ， 当 7?<PQ 时 ， 本 题 有 两 解 ， 它 们 关于 直线 e 是 镜 图 13 
像 对 称 的 . 
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四 、1898 年 试题 及 解答 


3. 求 使 2 十 1 能 被 3 整除 的 一 切 自 然 数 . 
【 解 】 不 难 验证 
ar—br = (a b) (a 十 @ b+. ab" -+b" -1). 
将 4 二 2, 48 二 一 1 代入 到 这 个 恒等式 得 
2"— (1)"= 34,， 
其 中 4 是 在 恒等式 右 端 中 令 呈 2 ，26= 一 1 时 第 二 个 因 式 的 值 ， 因 为 数 4 和 2 是 整数 ， 所 以 
4 也 是 整数 . 
这 样 一 来 
2 十 1 二 2 一 (一 DD' 十 1 十 (一 1* 二 34 二 1 十 (一 DD" 
当即 是 < 奇数 时 ， 等 式 的 左 端 能 被 3 整除 . 如果” 是 偶数 ，2 十 1 被 3 除 余 2 .大 


§ 12， 同 余 理 论 的 基本 概念 


如 果 利 用 同 余 概 念 ， 第 13 题 解法 的 “思路 ”将 是 特别 明显 的 . 
按 定义 ， 同 余 式 
a=b (mod m ) 
( 读 做 ， 关 于 模 mw ，a 与 2 同 余 ) 表示 整数 4 和 2 被 整数 m 除 时 余数 相等 ， 即 它们 的 差 是 
的 倍数 ， 
a— b= km. 
其 中 是 整数 0， 例如 ， 同 余 式 
2=1l, 2=1l, 2=1,. (mod3) 
意味 着 数 
2 一 1] 一 3， 21=15, 2— 1=63, 
能 被 3 整除 . 
右边 为 零 的 同 余 式 二 0 (modmm) 不 过 “a 能 被 加 整除 ”的 另 一 种 写法 . 
网 如 ， 如 果 取 六 二 8 ， 那 么 可 把 束 数 集合 写成 如 下 的 二 行 ， 


， 一 9, 一 6， 一 3， 0 ， 3 ， 6 ， 9 ，……， 
， 一 8， 一 5， 一 2，1，4，7，10，…， 
， 一 7， 一 4， 一 1，2，5，8，11，… 


对 模 3 来 说 ， 同 一 行 所 有 的 数 入 此 是 同 余 的 ， 而 不 同行 的 数 是 不 同 余 的 
若 取 任 一 止 整数 mw 作为 同 余 式 的 模 数 ， 则 整数 集合 将 排 成 严 行 ， 由 此 看 出 , 对 任意 的 正 
整数 a， 在 数 
@ 总 数 4，$，m 和 4 不 一 定 是 正 的 ， 但 是 通常 都 把 模 数 m 取 作 正 整数 ， 因 为 菜 一 个 数 能 否 被 " 整 
除 ， 吕 完全 不 考虑 加 的 符号 . 
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0, 1, 2, ,mC—1 | . 
中 总 可 以 找到 一 个 且 仅 仅 一 个 与 4。 (关于 模 mw〉 同 余 的 数 +， 这 个 数 7 叫做 数 “关于 模 zz 的 _ 
剩余 (4 被 m 除 的 余数 ). | 。 
下 面 的 定理 表明 ， 被 高 斯 引入 数论 中 的 辐 余 式 在 许多 方面 类 似 于 普通 的 等 式 . 
对 任意 模 ， 每 一 个 整数 和 它 自身 同 余 ( 自 反 性 ). 
如 果 4 三 86(mod m)， 那 么 8 二 a (mod m) (对称 性 ). 
如 果 4 志 5 (modm), 5 二 c (modm )， 那 么 4 三 c (modm) (传递 性 ). 
如 果 4 寺 a’ (mod m),，5 二 6' (mod m)， 那 么 
a+ b=a’ + pb’ (modm ) 
a—b=a’—b’ (modm), ab=a’ Vb’ (modm). 
例如 ， 同 余 式 的 最 后 一 个 性 质 可 以 用 下 面 的 方式 来 证 明 :， 如 果 
a =a’ (modm )， b=b’ (modm), 
那么 
a= a’ 二 + km, b=b’ 十 lm,， 
其 中 和 /是 整数 ， 这 样 一 来 ， 
ab= a’b’+a’ lim+tb’km + klm?, 
因此 
ab—a’b’=~m (a’ltb’ ki klm). 
所 得 到 的 等 式 意味 着 差 25 一 a'6' 能 被 ;整除 ， 即 05 三 4’b' (mod m). 
从 刚才 所 证 明 的 定理 可 以 引出 如 下 的 推论 
如 果 4 二 b God m)， 那 么 0 三 名 (m04 mm). 
利用 最 后 这 个 关系 式 ，13 题 的 解答 可 以 用 下 面 的 方式 来 叙述 ， 因 为 
2 三 一 1 (mod 3 ) ， 
所 以 
2 三 (一 D"” (nod3), 2 十 1 二 (一 1 十 1 (mod3). 
于 是 ， 当 ?是 奇数 时 
2 二 1 二 0 (mod 3)， 
即 2 十 1 能 被 3 整除 而 当 2 是 偶数 时 
2 二 1 二 2 (mod 3 )， 
即 2 十 1 不 能 被 3 整除 . 


14 ， 证 明 ， 如 果 两 个 三 角形 有 一 个 角 相 等 ， 那 么 其 余 两 个 角 的 正弦 之 和 较 大 的 三 角形 ， 
它 的 这 两 个 角 之 差 较 小 ， 
用 所 得 结果 确定 ， 在 什么 三 角形 中 ， 其 角 的 正弦 之 和 达到 最 大 值 ? 








{证明 】1) 假设 w, 8,y 和 a' ，B' ,YY' 是 两 个 三 角形 的 角 ， 且 a 二 a . 如 时 
sing+ siny <sing' + siny', (1) 
则 
2 sinC Ycost3Y 2sing 了 cos 也 元 . (2) 
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因为 wa 一 ww ， 所 以 8 十 Y=B' 十 Y'， 且 


. +Y .B+ 
Sin SIN 7 。 








由 于 这 些 正 弦 值 是 正 的 ， 所 以 不 等 式 〈2 ) 当 莫 仅 当 


cos 人 5 < CoS 4 
时 成 立 ， 也 就 是 说 ， 若 要 不 等 式 (2) 成立， 必需 使 8' 一 y' 的 绝对 值 小 于 6 一 y 的 绝对 值 ， 
四 条 这 全 条 件 万 站 了 ， 不 等 式 (2) 也 一 定 成 立 . 

2) 如 果 在 某 一 个 三 角形 中 ， 至 少 有 两 个 角 是 不 同 的 ， 例 如 6 和 7Y ， 那 么 总 可 以 作 一 个 
新 三 角形 ， 全 得 其 用 的 正统 之 和 比 原来 的 角形 的 正弦 之 和 大 . 根据 1) 中 所 证 明 的 ， 这 只 要 
使 新 三 角形 的 角 w 和 原 三 角形 的 角 a 相等 ， 而 每 一 个 角 f' 和 7Y' 更 接近 于 角 6 和 7Y 的 算术 平 
均值 就 行 了 . 

因此 ， 当 三 角形 是 等 边 三 角形 时 ， 正 弦 之 和 达到 最 大 值 六 
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$$ 13， 关 于 最 大 值 的 存在 性 


在 第 14 题 的 解答 中 只 是 证 明了 :， 在 三 角形 的 角 的 正弦 之 和 所 取 的 值 中 ， 如 果 存 在 最 大 值 
的 话 ， 那 么 它 只 能 在 三 角形 是 等 边 的 情况 下 才能 达到 . 

但 是 最 大 值 的 存在 性 决 不 是 显然 的 ， 我 们 感 兴趣 的 正弦 之 和 可 以 取 无 穷 多 个 值 ， 在 这 些 
值 中 ， 不 一 定 有 最 大 的 . 

最 大 值 的 存在 性 ( 即 等 边 三 角形 x 的 正弦 之 和 所 取 的 值 确 实 大 于 任何 其 它 形式 的 三 角形 
的 正弦 之 和 ) 可 用 下 面 的 方式 来 证 实 ， 

1) 如 果 在 三 角形 ? 中 ， 一 个 角 等 于 60"， 那 么 在 三 角形 # 和? 中 有 一 个 角 相等 〈 均 为 
60°) .在 三 角形 中 ， 其 它 两 个 角 之 差 为 零 ， 因 而 小 于 三 角形 ? 的 其 它 两 个 角 之 差 . 由 14 
题 中 的 证 明 便 可 推出 ， 在 三 角形 ? 中 ， 这 些 角 的 正弦 之 和 的 值 比 三 角形 4 的 相应 的 值 要 小 . 

2) ”如 果 三 角形 2 的 任何 一 个 角 都 不 等 于 60*， 且 这 些 角 表 示 为 ，a<6 <Y， 那 么 显然 
有 a 二 60 <Y， 即 

60" 一 a 和 YY 一 60° 
是 正 数 . 

再 作 一 个 三 角形 w ， 使 w = 60"，p' 一 6 ， 因 而 Y'= 二 a 十 7 一 60”， 这 时 

y'—a'= (ai+7y~60)—60°= (60°)— (60°—a) 


1 一 ai 一 (一 60 ) 一 (60 一 w )， 
或 者 

I¥Y'~a'|= (60°—a)— (— 60°, 
这 要 看 右边 两 表达 式 中 哪 一 个 是 正 的 . 因此 

| 一 ww |l<Y—60°+ (0° -a =y7—-a=|y—al. 
我 们 知道 ， 对 于 三 角形 v” (因为 a' = 60") ， 它 的 其 它 两 个 角 的 正弦 之 和 小 于 三 角形 4# 

的 相应 角 的 正 芝 之 和 ， 而 根据 在 第 14 题 中 所 证 明 的 ， 三 角形 ”的 两 个 角 的 正弦 之 和 小 于 三 角 
形 v' 的 两 个 角 的 正弦 之 和 ， 因 为 8==B'" 和 “《 正 像 我 们 刚才 看 到 的 ) 三 角形 ”的 其 它 两 个 角 之 
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差 的 绝对 值 小 于 三 角形 ”的 两 角 之 差 的 绝对 值 


15 ， 给 定 在 一 直线 上 的 四 个 点 4, 8,C, D. 求 作 一 正方 形 ， 使 得 正方 形 的 一 组 对 边 的 
延长 线 和 这 直线 相交 于 点 4 和 如， 而 另 一 组 对 边 的 延长 线 和 这 直线 相交 于 C 和 DD.、 

【 解 】 假设 PQAS 是 满足 本 题 条 件 的 正方 形 (图 14) ， 如 果 将 它 绕 着 中 心 旋 转 90"， 那 
么 线段 CD 旋转 到 线段 CD . 这 时 自然 有 C' DLL CD， 且 
C'D' =CD， 由 此 推出 ,如 果 从 点 8 作 点 4,3,C,D 所 在 的 直线 D1 
的 垂 线 ， 且 在 其 上 取 线 段 8 = 一 CD， 那么 所 得 到 的 点 38’ 和 点 | 
4 确定 一 直线 ， 所 要 求 的 正方 形 的 一 边 PS 就 在 这 直线 上 . | 

由 此 便 可 知道 作 正 方形 PQRS 的 步骤 . 由 点 3 作 垂 直 于 C | 
也 的 直线 并 在 其 上 取 线 段 88’ 二 CD， 作 直线 48’', 过 点 3 作 
直线 和 直线 483 平行， 由 点 C 和 忆 作 直线 垂直 于 直线 48 ,这 
些 直线 所 交 成 的 便 是 正方 形 PQRS. 

因为 由 点 3 可 以 向 两 个 方向 作 垂直 于 直线 CD 的 直线 ， 所 
以 有 两 个 正方 形 满足 本 题 条 件 。 这 两 个 正方 形 关 于 点 4 ，3B， 
C ,DD 所 在 的 直线 是 对 称 分 布 的 . 在 图 14 中 仅仅 作出 一 个 正方 图 14 

论证 由 点 8 作 BZJ4 48’,， 由 点 C 作 CN 1 上 DS .在 直角 三 角形 3L8 和 CN DD 中 ,根据 作 
图 88’ 二 CD, 而 LLB8B8' 二 ANCD (分 别 垂直 的 边 所 来 的 锐角 ) 因此， 人 8LB’ 名 
和信 CND ， 所 以 8Z 二 CN， 从 而 所 作 的 四 边 形 的 边 相 等 且 彼 此 垂直 ， 故 是 一 个 正方 形 . 

注 。 对 于 任意 给 定 的 四 个 点 ， 所 要 求 的 正方 形 也 可 以 作 (图 15) . 
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五 、1899 年 试题 及 解答 


16 .单位 圆 被 点 4,，A，4,，A;，4 分 成 五 个 等 弧 . 证 明 : 台 441 和 如 44 之 长 满 
足 等 式 
(4, A,' A A,)? 一 5. 
【 证 法 1 】 单 位 圆 的 终 长 等 于 它 所 对 的 圆心 角 的 一 半 的 正弦 的 两 倍 .， 因此 (图 16 和 17) 
/A,=2sin36°= 4sin 18°cos 18°, 
A,A,= 2sin72"=2c0s18° 








和 
A,A,*A, A,= 8sin 18".cosz 18°. 
AT A 
4 4 Aoh 40 
A; 4 43 44 
图 16 图 17 
但 是 角 18° 的 正弦 的 两 倍 等 于 内 接 于 单位 圆 的 正 十 边 形 的 边 长 ,大 家 知道 ,这 个 边 长 等 于 
~ 5—1 
一 
因此 
sin 18 "一 > 1 
和 
cos:18°= 1 一 Sin?18 一 1 02? 二 5 一 可 六 St 
由 此 求 得 
8sin18"cos 18°=V 5— 7 =/5, 
于 是 
(dA*AAs)’= (5)= 5,， 
这 就 是 要 证 明 的 去 . 


【 证 法 2 】 这 个 证 法 不 需要 预先 知道 正 凸 十 边 形 的 边 长 . 

边 44 和 4 4, 的 长 度 可 以 很 简单 地 用 角 9 的 余弦 来 表示 ， 这 里 的 2 是 这 样 的 角 , 59 等 
于 90".4， 其 中 & 是 奇 整数 ， 即 cos59 = 0 .不 失 一 般 人 性 ， 可 以 认为 所 研究 的 仅仅 是 包含 在 0 
到 180° 的 范围 内 的 角 . 事实 上 ， 对 于 任何 超过 180” 的 角 ， 总 可 以 在 上 面 所 限定 的 范围 内 找 
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到 另 一 个 角 ， 使 得 两 个 角 的 余弦 相等 . 
即 ， 仅 仅 研究 下 面 的 角 : 


cos 二 90" 一 cos18"= sin72 "一 方 4 A, ， 


cos 90 "一 cos54 "一 sin 36 "一 可 名 4 ， 
ope 。_ 
coss-90 一 COS90 = 0 ， 
7 吕 C_ 3. 1 
coss90 = C0s126 = ~ sin36 = 一 方 刀 4,， 


cos} 90 “二 COS162 一 一 cos18 一 一 方 入 和 


在 三 角 方程 cos59 二 0 中 做 蔡 换 += cosp ， 我 们 可 以 得 到 能 够 求 出 所 有 上 面 的 余 芒 值 的 方 
程 . 为 此 ， 利 用 可 通过 x 二 cosg 来 表示 


Sin (4+ 1)9 


coszg 和 sing 


的 递 推 关系 式 ，7 一 0， 1 ，2，… (用 比 sn 人 it 二 ?来 代 棱 sin (n+ 1)p, 是 为 了 各 免 二 
次 根 式 )， 对 应 的 表达 式 用 (x) 和 cz) 来 表示 六 
当 ”= 0 和 w%=- 1 时， 我 们 得 到 


Sing _ 
cos0=D =1, sng- =1, 





cosg=T, (XY)=X, 7 二 2C0SP 二 Ui (X)= 27. 


为 了 继续 计算 ， 利 用 公式 


COS (十 1)9= cospcosng— singsinng= 


=Cospcosngp— (1 — cosigp) -DZ2P 





sing 
即 
Ti (X= XT, (x)— (1 — x UU, (xX) (1) 
和 类 似 的 表达 式 
3 人 一 sg fsinp cos (2 十 1)9+ cospsin (nt 1)91],， 
即 
U, (X)= Ty (7) 二 + xU, (X). (2) 


轮流 利用 公式 (1) 和 (2)， 我 们 求 得 
7 (人 一 Xi) 一 (一 三 )00 CN) 一 tt 一 (1 一 22) 一 222 一 1， 
Us (xX)=T, (xX)+ xU) (x)=.(2X — 1)+xX.2x= 4X— 1， 
Ts (t= X22T 1)— (1 x)2x=47 ~ 3X, 


U,V= 40 3X XdXI— 1 )— 8X! — dX, 
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T,X)=X40 3D— (1—x) (4r— 1)=8x— gx 1,， 
U, (x)= Bx — Bx 1 +X(8x— 4X) = 16x4 一 12x2? 十 1 ， 


Ts (x)= 16X5— 207+ 5x=x[ (24)4 一 5(2x)? 十 5]. 
方程 7; (x) 二 0 的 根 是 数 


会 去 方程 左边 对 应 于 零 根 的 因 式 x*， 用 4 表示 (2x)*， 我 们 得 到 方程 
2 一 5 十 5 一 0， 
它 的 根 等 于 (44,)? 和 (如 42). 
根 的 乘积 等 于 常数 项 ， 因 此 
(4 A.A, 44) 一 5， 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 友 


814， 关 于 正 星 形 多 边 形 


弦 勾 4 和 单位 圆 的 内 接 正 西 五 边 形 的 边 重合 〈 图 16) ， 而 弦 如 丸和 这 个 圆 的 正 星 形 五 
边 形 的 边 重合 (图 17). 

在 更 广泛 的 意义 下 ， 我 们 把 每 一 个 那样 的 图 形 叫 做 正 内 接 边 形 ， 这 些 图 形 是 这 样 得 到 
的 ， 如 果 从 圆 上 任意 一 点 4o 开始 ， 可 以 引 个 等 长 的 弦 ， 而 且 第 ”个 弦 的 末端 和 4 重合 ， 
所 有 其 它 弦 的 端点 彼此 不 同 ， 和 4 也 不 同 . 

对 于 给 定 的 上， 如 果 选 取 所 对 的 圆心 角 为 

£360° 
的 弦 ， 这 里 8 是 小 于 也 的 任何 一 个 和 * 互 素 的 正 整 数 ， 那 么 我 们 得 到 所 有 的 内 接 正 * 边 形 


(各 种 不 同形 状 的 )， 如 果 数 和 数 > 不 互 素 ， 那 么 在 作出 ?个 纺 之 前 就 回 到 了 原来 的 点 4 
例如 ， 如 果 ”一 10，& 一 4 ， 那 么 得 到 星 状 的 正 五 边 形 ， 而 其 余 的 分 点 仍然 空 着 . 

当 # = 1 时， 我们 得 到 正 唔 * 边 形 ， 当 > 1 时， 内 接 正 ” 边 形 叫做 星 形 的 . 

如 果 ”一 是 奇 素数 ， 那 么 4 可 以 取 1 到 二 二 的 所 有 的 值 ， 因 此 ， 在 这 种 情况 下 ， 有 
全 个 不 同 的 正 Pp 边 形 . 


在 一 般 情 况 下 ， 不 同 的 正 ” 边 形 的 个 数 小 于 -2 上 ， 例 如 ， 当 w=24 时 ， 只 有 4 个 不 同 
的 正 24 边 形 . 











§ 15， 加 比 雪夫 多 项 式 


16 题 的 断言 是 下 面 比较 一 般 的 定理 的 特殊 情况 : 
如 果 n 等 于 任何 一 个 素数 bp 或 这 个 素数 的 乘 老 ， 那 么 内 接 于 单位 圆 的 不 同 正 n 边 形 的 边 
长 乘积 的 平方 等 于 p. 
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135°_ 45° 


2sin 和 ”2sin -一 二 2COS 方 ， 
而 它们 的 乘积 等 于 () 8 
45° 


45° 
sin 多 cos 多 一 in 一 
45i S25 45" 二 2. 图 18 图 19 


例如 ， 内 接 于 单位 图 的 正八 边 形 (图 18 和 19) 的 边 长 分 别 等 于 
45° 
2 


为 了 证 明 一 般 的 定理 ， 只 要 比较 详细 地 研究 相应 的 方程 
Ti(X)= 0, UX)= 0, 7,(x)= 0, UV,(X)= 0,， 
的 系数 就 行 了 .表达 式 7, (x) 和 Dex) 叫 做 第 一 类 积 第 二 类 契 比 雪夫 @ 多 项 式 ， 它 们 是 由 
Sin (2 十 1)9 
cosngp 和 ng 


用 变量 替换 *= cosy 而 得 到 的 . 


3 16， 复 数 的 一 个 几何 应 用 


在 解 16 题 时 ， 我 们 可 以 利用 下 面 的 多 边 形 的 边 长 ， 对 角 线 以 及 边 的 个 数 之 间 的 关系 式 . 
设 4,，A4;/ ，…，A,._， 是 内 接 于 单位 圆 的 正 n 边 形 的 顶点 ， 这 时 
As A As A As A i =n. 

下 面 的 简单 证 明 ， 需 要 先 熟悉 复数 . . 

我 们 将 以 平面 上 的 点 或 矢量 来 表示 复数 ， 以 坐标 原点 〇 为 圆心 
画 一 个 单位 圆 ， 并 作 它 的 内 接 正 * 边 形 ， 使 得 一 个 顶点 和 实 轴 上 的 
点 1 重合 (图 20)， 用 e 表示 7 边 形 中 最 靠近 1 的 顶点 . 这 时 其 余 的 
项 点 将 分 布 在 点 e? ，e?，…,，e"! 上 . 因为 复数 e 的 绝对 值 (或 模 ) 
等 于 1， 所 以 的 任意 次 备 的 绝对 值 都 等 于 1. 实 轴 与 由 坐标 原点 
O 到 点 < 的 方向 之 间 的 来 角 是 周 角 的 1/n， 因 此 ， 指 向 e?,&，…， 
e*-1 的 方向 与 实 轴 所 夹 的 角 分 别 等 于 周 角 的 2/n，3/n,…, (7 一 1) /7. 
由 点 e* 到 1 的 矢量 对 应 于 复数 e* 一 1 ( 即 这 样 一 个 数 , 将 它 加 1 得 20 
到 e*)， 考 虑 到 这 一 点 , 我 们 不 难 写 出 上 面 的 断言 中 所 说 的 所 有 对 角 线 和 边 . 定理 所 要 证 明 的 
断言 写成 复数 形式 就 成 为 





[1 一 se)C1 一 sp(1 一 人 -1 一 2 (1) 
为 了 证 明 这 个 关系 式 ， 首 先 要 注意 到 
E 二 |， 
于 是 对 于 任何 整数 
(er*)"= (ee")*=— 1. 
因此 ， 数 1 ，e，6?，…，e”-/ 使 多 项 式 
2 一 二 (2 一 1)(8" 十 ?十 … 十 zs 十 1) 





@ .I. 奥 比 雪 夫 (1821 一 1894) 一 一 杰出 的 俄国 数学 家 .数论 中 经 常 提 到 的 下 述 定理 一 一 以 贝尔 
特 兰 假设 的 名 字 而 著名 一 一 的 证 明 是 他 作出 的 : 
车 x> 1 ， 那 么 总 可 以 找到 这 样 一 个 素数 p， 使 得 x< p< 2x. 例如 ,如 果 x 二 1.1, 那么 1 ,1< 
2 <2.2， 而 如 果 x*= 10， 那 么 10 一 11，13，17，19 志 20， 
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变 成 零 . 因为 右边 第 一 个 因子 仅 当 z 二 1 时 为 零 ， 所 以 复数 & ，e?，…，e" 一 是 多 项 式 
/ (2) 二 zr- 十-… 十 z 十 1 
的 根 . 这 使 /(z ) 可 表示 为 乘积 的 形式 
f (2)= (2—e) (3— El) (2—E" 1!). 
( 见 817). 将 z= 二 1 代入， 我 们 求 得 
(1~ée)(—e)."(l— ee 1)= f/f(1)=7. (2) 
这 样 一 来 ， 不 仅 关 系 式 “1) 成 立 ， 而 且 更 一 般 的 关系 式 (2 ) 也 成 立 ， 不 仅 是 乘积 的 
绝对 值 等 于 x， 而 且 乘 积 的 本 身 也 等 于 2. 


8 17， 关 于 将 多 项 式 分 解 成 因 式 


1) 假设 /(z) 是 任意 选取 的 多 项 式 ，a 是 它 的 根 。 这 时 /(z ) 可 表示 成 次 数 比 /( z) 
低 一 次 的 多 项 式 和 一 次 因 式 z 一 “的 乘积 .9 
证 明 . 假设 
f8)=a0s :a2 十:… 十 Qi .12 十 ax， 
其 中 w 去 0， 则 
fa)=aa'taat t+ a ,a+ a,, 
及 
f (3)—f a= (入 一 Ga 十 G sa) 二 a (GO— a). (3) 
利用 恒等式 
za 二 (2% 一 Q) (十 下 十 十 sa 十 
将 “3) 式 右 边 所 有 括号 中 的 差 都 分 解 成 两 个 因 式 ，z 一 a 和 比 原来 的 差 低 一 次 的 多 项 式 . 提 
取 因 式 2 一 a 以 后 ， 唯 一 的 一 1 次 项 是 由 第 一 个 差 产生 的 ， 且 系数 为 mw. 这 样 一 来 ， | 
f 8)— f= (2—a)f, (2), 
其 中 fi (23) 是 比 f (2) 低 一 次 的 多 项 式 ， 而 且 / (2) 和 J, (3) 的 最 高 次 项 的 系数 相等 . 
于 是 我 们 证 明了 ， 如 果 f (@) 二 0， 那么 
f 8)= (2s—a)f, (2). 
2) ”如 果 a;，as:，…，& 是 多 项 式 f(z) 的 不 同 的 根 ， 那 么 根据 所 证 明 的 ，f/ (3) 可 以 表 
示 成 
f 2)= (5 一 ay )f, (8). 
因为 qa; 也 使 得 多 项 式 f(z) 变 成 零 ， 所 以 
0=/ (a;)= (a;— A) fi (Qa). 
根据 条 件 we; 关 q; ， 因 此 等 式 右边 的 乘积 仅 当 第 二 个 因 式 为 零 时 才能 为 零 ， 这 样 一 来 ， 
fi B= 3—a)fi(2), (2) 一 (5 一 ar ) (3 一 4 ) 7 (2). 
如 果 ->2， 那 么 不 难看 出 ， 由 /Cs) 可 分 解 出 因 式 (s 一 as )， 如 此 作 下 去 ， 最 后 我 们 可 
把 / (2) 写 成 





f (8)= (8— a ) (一 Ca) (2— a, )8 (2) (1) 
的 形式 . 
每 提出 一 个 因 式 (z 一 a) 都 使 得 剩 下 的 多 项 式 降 低 一 次 ， 因 此 多 项 式 8(3) 的 次 数 等 于 
@ 在 我 国 的 中 学 里 ,这 个 定理 通常 叫做 裴 蜀 定理 . 一 一 俄 译 编辑 注 ， 
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k 一 r+， 显然 ， 提 取 形 如 (zs 一 a) 的 因 式 并 不 会 改变 最 高 次 项 的 系数 ， 于 是 多 项 式 8&(2) 的 最 高 
次 项 的 系数 等 于 mo . 

从 上 面 的 说 明 推 出 ， 如 果 多 项 式 / (z) 不 同 的 根 的 个 数 等 于 它 的 次 数 ， 那 么 它 可 以 表示 
成 因 式 s 一 a; 和 某 一 个 常数 〈 零 次 多 项 式 8 (3)) 的 乘积 的 形式 ， 其 中 ww G4 二 1，2,，…,) 是 
多 项 式 的 根 . 因为 多 项 式 8 (2) 的 最 高 次 项 (是 唯一 的 一 项 ) 的 系数 和 多 项 式 /(z) 的 最 高 次 项 
的 系数 重合 ， 所 以 在 这 种 情况 下 8 (3) 二 %. 这 样 一 来 ， 

f (2)= (5 一 ai ) (5 一 aa ) (2 一 ax ) oo. 

3) 在 上 面 所 得 出 的 公式 (1》 中 <k， 因 为 分 出 对 应 于 多 项 式 /(s) 的 根 的 一 次 因 式 
只 能 在 剩 下 的 多 项 式 8(2) 的 次 数 来 变 成 零 时 进行 . 这 样 一 来 ， 任 何 一 个 多 项 式 的 不 同 的 根 
的 个 数 不 能 大 于 它 的 次 数 . 

可 能 有 这 样 的 情况 ， +<* 且 8 (32) 也 有 根 ， 但 这 些 根 只 能 和 多 项 式 / (2) 的 已 经 分 出 来 的 
根 相 重 合 ， 这 就 意味 着 在 多 项 式 / (2) 的 分 解 式 中 ， 所 包含 的 某 些 因 式 (2 一 ai ) 不 是 一 次 的 ， 
而 是 更 高 次 的 . 在 剩 下 的 多 项 式 的 次 数 未 变 成 零 时 ， 尽 最 大 可 能 重复 提取 相同 的 因 式 . 因此 ， 
在 分 解 式 

7 (sz) 一 GB— a) (2 一 Ga) 2 (5 一 4 7 (3 
中 ， 正 整 数 1， 1;, ，…，1, 的 和 不 大 于 (是 多 项 式 f (3) 的 次 数 )， 当 氏 十 人 十 … 十 4, 二 Kk 时 ， 
多 项 式 8 (23) 又 化 为 @. 

例如 ， 如 果 2 >1， 那 么 w 叫做 多 项 式 f(z) 的 重 根 (或 上 重 根 ) ， 而 窜 指 数 4 叫做 根 w， 
的 重 数 ， 利 用 这 个 概念 ， 我 们 可 以 将 所 得 到 的 关于 多 项 式 的 根 的 个 数 的 性 质 用 下 面 的 方式 来 
叙述 ， 多 项 式 的 根 的 个 数 不 能 大 于 它 的 次 数 ， 即 使 每 一 个 根 按 它 的 重 数 来 计算 也 是 如 此 . 

如 果 我 们 仪 限于 研究 实 根 ， 那 么 多 项 式 的 根 的 个 数 可 能 小 于 它 的 次 数 . 例如 ， 多 项 式 
x? 十 1 没有 任何 一 个 实数 根 ， 如 果 我 们 从 实数 根 转 到 研究 复数 根 ， 那 么 就 是 另外 一 回 事 了 .高 
斯 证 明了 ， 在 复数 域 中 ， 所 有 一 次 的 和 高 次 的 多 项 式 至 少 有 一 个 根 . 由 此 推出 ,在 复数 域 中 . 
每 一 个 多 项 式 有 和 它 次 数 一 样 多 的 根 ， 这 里 在 计算 根 的 个 数 时 是 按 它们 的 重 数 来 计算 的 .这 
个 定理 通常 叫做 代数 基本 定理 ， 它 在 实质 上 概括 了 我 们 前 面 所 说 的 关于 多 项 式 的 根 的 个 数 的 
所 有 内 容 . 


17 . 假设 x, 和 xXx; 是 方程 
Xx?— (at+d)x+ad— bc= 0 
的 根 ， 证 明 ， 这 时 妇 和 xz 是 方程 
J2 (at+d’+ abct+ Wed) y+ (ad— bc)’?=0 

的 根 . 

【 证明】 对 方程 
XxX?— (a+d)x+i+ (ad— bc)=0 (1) 
应 用 根 与 系数 的 关系 得 





C 十 4 一 十 xX,， ad— bc=xX, Xx,, 
因此 3 二 qd 十 3abc 3bcd= 二 十 4 十 3a 二 pc 一 
= (4 二? 一 3(a+ 4d) (ad— bc)= 


一 (Xj 十 YX)? 3(X) 十 Xi) XX = X? 十 XY?7. 
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(ad— bc)’ =— x? x}. 

这 样 一 来 ， 方 程 
?一 (0 十 四 十 3cpc 十 3pcd)y 十 (ad 一 bc) 一 0 (2) 

”可 以 表示 成 

VC— (Xx?+XI) YXIXI= 0 
的 形式 ， 分 解 因 式 得 

(一 好 )(Y 一 zz ) 一 0. 
于 是 方程 (2 ) 的 根 等 于 xy 和 xz: ， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 


$ 18， 关 于 去 掉 无 理 方程 中 的 根 号 


我 们 引入 新 的 记号 ，P 二 一 (4 十 4)，9 二 (ad 一 4c)， 第 17 题 可 以 改 述 成 下 面 的 样子 . 
设 y 是 一 个 数 ， 它 的 立方 根 满足 方程 ， 
xX? 十 Px 十 9 二 0. 
能 否 写 出 y 的 〈 有 理 ) 代数 方程 ， 如 果 可 以 ， 那 么 这 个 方程 的 系数 和 原来 方程 的 系数 有 什么 
联系 ? 这 个 问题 还 可 以 更 简短 地 叙述 作 : 能 否 去 掉 无 理 方程 
Ai 十 PP 条 十 4=0 (1) 
的 三 次 根 号 ， 如 果 可 以 ， 那 么 用 什么 方法 去 掉 ? | 
答案 包含 在 17 题 的 条 件 中 ， 只 需 验 证 一 下 它 的 正确 性 .但 是 现在 我 们 不 直接 利用 所 说 的 
答案 ， 而 来 说 明 去 掉 无 理 方程 中 的 根 号 的 一 般 方法 . 
将 方程 (1) 乘 以 yy， 再 将 所 得 到 的 方程 又 乘 以 /yy: 


pIy +49 y+ y= 0, (2) 
gy + IVI+ P= 0. (3) 


首先 从 方程 1，〉 和 《2〉 中 消去 YF ， 然 后 从 方程 (1) 和 (3) 中 消去 Wy7 : 
(g—p) YI+ YP9=0, 
(y—p9 VI+ py 一半 一 0. 
最 后 ， 从 后 两 个 方程 再 消去 VY， 我 们 就 得 到 方程 
(py— 9) (9 一 D2) 一 (一 P9 一 0， 
按 y 的 降 过 排列 即 为 
y+ CP — 3p9 y+ = 0， | 
将 p= 一 (a+ 4d)，9 二 (ad 一 50) 代 入 到 上 面 的 方程 ， 我 们 得 到 本 题 条 件 中 所 说 的 第 二 个 方 
程 
在 我 们 所 研究 的 情况 中 ， 根 号 下 仅仅 是 未 知 数 y 本 身 ， 但 是 在 更 一 般 的 情况 下 ， 只 要 根 
号 下 是 由 常 系数 和 未 知 数 通过 算术 运算 以 及 开 方 运算 所 构成 的 任意 表达 式 ， 去 掉 方 程 中 的 根 
号 仍然 是 可 以 的 ， 如 果 方 程 含有 表达 式 YP， 那 么 我 们 将 方程 多 次 地 乘 以 VF， 以 使 我 们 得 
到 足够 的 为 消去 乘 寡 〈 YF)* 所 需 的 方程 ， 我 们 可 以 得 到 足够 的 方程 ， 因 为 所 有 这 些 乘 窜 
不 外 平 是 通过 (x 一 1) 个 不 同 的 乘 窒 有 理 地 表示 的 ， 由 所 得 到 的 方程 一 个 一 个 地 消去 表 达 式 
(YP)*，, 其 中 6 二 1,2,…,n 一 1, 最 后 我 们 得 到 不 含有 根 号 的 方程 . 
如 果 这 个 方程 还 包含 有 其 它 的 根 式 或 根 式 的 乘 突 ,那么 只 要 把 消去 无 理性 的 全 部 过 程 再 
重复 进行 一 次 ， 我 们 就 可 以 去 掉 这 种 无 理性 ， 并 且 经 过 有 限 步 以 后 ， 就 可 以 得 到 根 号 下 不 再 
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含有 未 知 数 的 方程 , 

于 是 我 们 看 到 ， 每 一 个 无 理 方程 总 可 以 变换 成 有 理 的 形式 ,不管 它 含有 多 少 个 根 式 以 及 怎 
样 的 乘 震 我们 不 详细 地 证 明 这 个 断言 了 . 

虽然 上 述 方法 可 以 去 掉 方 程 中 的 任意 多 个 根 式 ， 把 它 化 成 为 有 理 的 形式 ， 但 是 应 该 注意 
到 ， 随 着 根 式 个 数 的 增加 或 它们 的 乘 害 的 增长 ， 运 算 的 难度 也 将 很 快 地 上 升 . 


18 证明: 对 任意 自然 数 2 ， 表 达 式 
4 一 2903" 一 803" 一 464" 十 261” 
能 被 1897 整 除 . 
【 证明】 由 解 13 题 时 所 利用 的 恒等式 可 以 推出 ， 任 意 两 个 整数 的 7 次 客 之 差 总 可 以 被 这 
两 个 数 之 差 整除 . 
考虑 到 这 一 点 ， 我 们 将 数 4 写成 
A= (2903"— 464")— (803”— 261") 





的 形式 ， 由 此 看 出 
2903" 一 464" 能 被 2903 一 464= 2439 二 9x271 整 除 ， 
. 803” 一 261" 能 被 803 一 261 二 542 一 2x271 整 除 
因此 4 能 被 271 整 除 ， 即 4= 271 x 8B， 这 里 8 是 某 一 整数 . 
但 是 ， 数 4 还 可 以 表示 成 
A= (2903"— 803”)— (464"— 261") 
的 形式 ， 由 此 看 出 4 能 被 7 整除， 因为 
2903" 一 803" 能 被 2903 一 803 二 2100== 7x300 整 除 ， 
464" 一 261” 能 被 464 一 261== 203 一 7x29 整 除 
因为 数 271 不 能 被 素数 7 整除 ， 那 么 4= 271 X 8 能 被 7 整除， 必须 8 能 被 7 整除 ( 见 $ 2). 
这 样 一 来 8 二 7xXC， 这 里 C 是 某 一 整数 ， 这 时 4 一 271X7xC 二 1897xC . 因此 ，4 能 被 
1897 整 除 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 
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六 、1900 年 一 1901 年 试题 及 解答 


19. 假设 zs，2，c，4 和 m 是 这 样 的 整数 ， 使 
CN1D 十 DjH22 十 c 玉 十 志 
能 被 5 整除 ， 且 数 了 不 能 被 5 整除 .证明 : 总 可 以 找到 这 样 的 整数 2 使 得 
dn’it+cnt+ bonita 
也 能 被 5 整除 . 
【证 明 】 数 ”不 可 能 被 5 整除 ， 事 实 上 ， 如 果 mw 能 被 5 整除， 那么 由 等 式 
and+bomt+cm+ad=m(amt+bmt+c)+d 
看 出 ， 数 4 应 该 能 被 5 整除 ， 这 与 本 题 条 件 (4 不 能 被 5 整除 ) 相 违 . 
”因此 ， 数 加 可 以 表示 成 5 二 7 的 形式 ， 其 中 是 某 个 整数 ， 而 + 是 小 于 5 的 正 整 数 . 当 
7 等 于 1]，2，3， 4 时 ， 我们 取 ”分 别 等 于 1 ，3 ，2 ，4 ， 这 时 乘积 mn 被 5 除 总 是 余 1 . 
设 A=am+ bmi+cmt+td, 
B=at+bntcnmtadns. 
从 上 二 式 消去 4 得 
An:— B=a (mm—1)+on mn 1)+tcam(mn—l)= 
一 (mn—1)[a(lpewi mani+1) + bn (mnt+1) + cn). 
这 样 一 来 ， 对 于 我 们 所 选取 的 数 2， 差 4n 一 8 能 被 5 整除 〈 这 是 因为 mx 一 1 能 被 5 整除 ) . 
根据 本 题 条 件 ，4 能 被 5 整除 ， 所 以 由 4w: 一 8 能 被 5 整除 便 可 推出 8 能 被 5 整除. 


20， 已 知 边 48, 内 切 圆 半 径 7 以 及 与 边 48、 边 CA 及 CB 的 延长 线 相 切 的 傍 切 圆 的 半 
径 re, 求 作 A45C . 
【 解 ] 1) 假设 DD 是 和 人 4BC 的 内 切 圆 * 和 边 8BC 相 切 的 切 点 ，D’ 是 偿 切 圆 和 边 BC 
的 延长 线 相 切 的 切 点 〈 图 21) . 
由 $8 中 的 关系 式 (1) 和 (2 ) 知 道 ， 如 果 把 所 研 
究 的 三 角形 的 边 长 记 作 a，5，c, 半 周 长 记 作 p， 那 么 
CD=p—e, CD’=p, 
这 样 一 来 ， 
DD’=p— (p—o)=c. : 
2) 圆 & 和 & 不 相交 这 使 r, rc 和 c 之 间 能 够 
建立 关系 式 . 事实 上 ， 我 们 研究 直角 和 OPO'. 它 的 
直角 边 0P 一 DD’ = 二 c，0O P=rc 一 +, 而 斜 边 OO 人 
之 rc 十 +. 因此 , 根据 色 股 定理 有 
: (e+r) et re—7)’, 





即 @ 
@ 可 见 第 93 题 的 解答 . 
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C 2 
me (£). (1) 


3) 如 果 条 件 (1 ) 满 足 ， 此 外 ， 还 有 rc 二 >*， 那 么 取 长 为 c 的 线段 DD' ， 且 由 它 的 端点 
作 垂 线 OD=r 和 OD 二 re， 以 点 0 为 圆心 、 以 7 为 半径 画 贺 和 以 点 D 为 圆心 .以 六 为 半 
径 画 圆 *， 因 为 rc 之 +， 所 以 直线 OO’ 和 直线 DD’ 相交 .交点 就 是 所 要 求 的 三 角形 的 顶 
点 C. . 

圆 上 和 8 不 相交 ， 这 是 因为 从 不 等 式 (1 ) 推 出 0 

OO =e 二 (fc—7):= (red+7) ?edrr > (re 7)7. 

作 圆 * 和 的 内 公 切 线 ， 过 点 C 作 两 圆 的 两 条 外 公 切 线 , 和 内 公 切 线 分 别 交 于 点 4 和 8B. 所 
得 的 人 48C 满足 本 题 的 所 有 条 件 ， 这 是 因为 根据 1) 中 的 证 明 有 
. AB= DD’ 二 5. 





”21 ， 从 高 为 300m 的 陡峭 的 峭壁 上 接连 落下 两 个 水 滴 . 当 第 一 个 水 滴 下 落 了 0.001mm 时 ， 
第 二 个 水 滴 开始 下 落 . 问 当 第 一 个 水 滴 到 达 峭 壁 的 山脚 时 ， 两 个 水 滴 之 间 的 距离 是 多 少 ? ( 答 
案 要 求 精确 计算 到 0.1mm; 不 计 空 气 阻力 . ) 

【 解 】 假设 o 是 当 第 二 个 水 滴 开 始 下 落 时 两 个 水 滴 之 间 的 距离 ，s 和 s 是 当 第 一 个 水 滴 
到 达 峭 壁 的 山脚 时 第 一 个 水 滴 和 第 二 个 水 滴 所 走 过 的 距离 注意， 两 个 水 滴 是 从 峭壁 的 项 点 
落下 的 )， 如 果 距 离 a。，s 和 s 是 水 滴 在 时 间 zr，t 和 ! 一 + 内 走 过 的 ， 那么 





2 £2 ft— Ny2 
= = 8 
因此 
/一 县 2 2) = 一 5 
s 和 (于 可 3 一 2WSG 十 0 
和 1 


5 一 人 一 2wWII 一 0G. 
在 我 们 所 研究 的 情形 中 ，a = 二 1/1000mm， 而 :二 300000mm， 因 此 


了 一 5 一 34.6mm. 


22 证 明 : 当 且 仅 当 指数 2 不 能 被 4 整除 时 ， 
1" 十 2 十 3 十 4" (1) 

能 被 5 整除 ， 其 中 4% 是正 整数 . 

【证 法 1】 当 n==4 时 (1) 中 的 每 一 项 都 可 表 成 5k 十 1 的 形式 ， 

1 一 1， 2‘=16=3Xx5+1,， 3’=81=16x5+1， 4 一 256 一 51X5 十 1 

因此 ， 如 果 4 是 1，2，3，4 中 的 任何 一 个 数 ， 那 么 47! 仍 可 表 成 5 十 1 的 形式 , 即 4 一 1 能 
被 5 整除 .事实 上 ， 由 13 题 的 解 中 所 用 的 恒等式 可 知 ，4?" 一 1 能 被 4 一 1 整除 ， 而 根据 上 面 
所 说 明 的 ，44 一 1 是 能 被 5 整除 的 . 

每 一 个 正 整数 都 可 以 表示 成 4/ 二 的 形式 ， 其 中 7 是 正 整数 或 零 ，r 是 0，1，2，3 中 的 





@ 不 难看 出 ， 条 件 rc >>> 对 于 本 题 有 解 是 必须 的 . 两 个 点 O 和 “都 在 <C 的 平分 线 上 (图 21) ,但 
O' 离 C 远 ， 由 此 推出 普 二 ”~. 俄 译 者 注 . 
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某 一 个 数 . 因此 
3 一 1 十 22 十 3 十 算 
可 以 写成 
3 一 1 十 24X2' 十 34X3" 十 44x4 
二 1 十 (5 十 1)2' 十 (5 局 十 1)3' 十 (5 名 十 1)4 
一 5m 十 R， 
其 中 mw 是 正 整 数 ， 而 
尺 王 1 十 2 十 3 十 出 
因此 , 当 而 且 仅 当 能 被 5 整除 时 ，5, 能 被 5 整除 . 
如 果 ? 能 被 4 整除 ， 那 么 r =0，R =4.， 因 此， 这 时 5, 不 能 被 5 整除 . 如果 = 不 能 被 4 
整除 ， 那 么 余数 > 等 于 1, 2 或 3 中 的 一 个 数 ， 这 时 数 R 等 于 10，30 或 100, 从 而 5, 能 被 5 整除 . 
【证 法 2 】@ 首 先 不 难 验 证 ( 见 $ 12) | 
1? 一 1 三 1 (mod 5), 21=16 三 1 Gmod 5 )， 
3 二 81l 三 1 Gmnod 5 )， 4 二 256 三 1 (mod 5) 去 . 
假设 w==4k 十 r+, 其 中 是 某 个 整数 ， 而 + ==0,1,2,3. 如 果 a 表 示 数 1,2,3,4 中 的 任何 一 
个 数 ， 那 么 由 前 面 所 写 的 同 余 式 推出 w=1(mod 5 )， 这 意味 着 4: 三 1 (mod 5 ). 因此 
Cn 一 04 Qa'=a" (moa 5 ) . 
由 此 得 
S, 一 1 十 2" 十 3 十 4 二 1 十 2 十 3 十 和 (mod 5 ). 
由 此 推出 
当 r 二 0 时 ， SS=4=4 (mod 5 )， 
当 > 王 1 时 ， 5 二 10=0 (mod 5)， 
当 > 一 2 时 ， 5 二 30 三 0 (mod 5),， 
当 > 一 3 时 ， 5 二 100 圭 0 (mod 5 ). 
因此 ， 当 而 且 仅 当 ”不 能 被 4 整除 时 ，5, 能 被 5 整除 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 友 . 


§ 19， 费 尔 马 小 定理 


22 题 的 两 个 证 法 都 基于 下 面 的 事实 ; 
1=24 三 3 三 4=1 (Mold 5 ). 

这 是 下 面 的 费 尔 蕊 @ 小 定理 的 特殊 情况 . 

如 果 整 数 a 不 能 被 索 数 bp 整除 ， 那 么 

ari= 1 (mod p). 





@ 证 法 2 与 证 法 1 并 无 本 质 区 别 ， 只 是 在 证 法 2 中， 应 用 了 同 余 式 运算 ， 因 而 更 简洁 明了 . 

. 中 译 者 注 . 

@ HI， 费 尔 马 (1601 一 1665) 一 一 法 国 数学 家 . 他 以 许多 著名 的 定理 丰富 了 数论 ， 按照 那个 时 代 的 
惯例 ， 这 些 定理 发 表 时 是 没有 证 明 的 .所 说 的 费 尔 马 小 定理 后 来 被 其 他 的 数学 家 证 明 了， 这 在 很 
大 程度 上 促进 了 数论 的 发 展 . 

费 尔 马 小 定理 有 许多 证 明 . 现在 最 负 名 望 的 是 欧 拉 提出 的 两 个 证 明 . 菜 布 尼 兹 早 就 证 明了 费 
尔 马 定理 ， 但 是 他 的 证 明 直 到 1863 年 才 发 表 在 莱 布 尼 兹 著作 集中 , 另外 高 斯 也 独立 地 给 出 了 类 似 的 
证 明 . 这 里 的 证 明 实 质 上 是 菜 布 尼 兹 和 高 斯 的 证 明 的 简化 变形 . 
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为 了 证 明 这 一 点 ， 我 们 来 研究 任意 m 个 元 素 的 位 重复 排列 ， 把 所 有 和 ?个 排列 分 成 类 ， 
使 得 属于 同一 类 的 是 那些 而 且 仅 仅 是 那些 在 循环 幅 换 时 由 一 个 变 到 另 一 个 的 排列 ( 见 $ 4 ). 
构成 任何 一 类 的 排列 的 个 数 和 数 p 的 一 个 约 数 重合 ， 即 或 者 等 于 1 ， 或 者 等 于 p. 
这 样 一 来 ， 由 自己 本 身 重复 的 某 些 排列 构成 单独 的 类 ， 它 是 由 唯一 的 一 个 元 素 组 成 的 . 
总 共有 m 个 这 样 的 排列 @. 其 余 的 mx? 一 mm 个 排列 被 分 成 类 ， 每 一 类 有 个 排列 因此 ， 数 
Mm? 一 等 于 素数 P 和 这 些 类 的 个 数 的 乘积 ， 即 
1 三 1 (mod p). 
现在 假设 a 是 任意 一 个 整数 ， 而 mr 是 这 样 一 个 正 整 数 ， 使 
a 三 m (mod p). 
这 时 根据 早先 所 证 明 的 
a 二 mm 三 m==a (mod yp), 
即 
&(a2m 一 1) 三 0 一 CE0 (mod p). 
但 是 两 个 整数 的 乘积 要 被 素数 p 整除 ， 只 有 当 素 数 p 能 除 尽 其 中 一 个 因子 时 才 有 可 能 
( 见 $2.1)). 因此 ， 若 a 不 能 被 p 整除 ， 那 么 所 得 到 的 同 余 式 只 有 在 2 一 1 能 被 p 整 除 的 条 
件 下 才 是 正确 的 ， 即 
22- 三 1 (mod p). 





这 正 是 费 尔 马 定理 的 断言 . 
23 . 证明: 数 
u 一 Ct822.5” 
是 二 次 方程 的 根 ， 而 数 
1 
Sin22.5 


是 4 次 方程 的 根 ， 且 两 个 方程 的 系数 都 是 整数 、 最 高 次 项 的 系数 等 于 

【 证明】 和 角 22.5° 是 直角 的 四 分 之 一 ， 可 用 下 面 的 方法 作出 2 在 等 腰 直 角 三 角形 
ABC 的 直角 边 4C 的 延长 线 上 从 顶点 4 往外 取 线 段 4D = 48， 连接 点 D 和 万 .在 等 腰 三 角 
形 DPAB 中 ，ZD 等 于 人 BAC 的 一 半 ， 于 是 我 们 作出 了 直角 的 四 分 之 


如 果 A45C 的 每 一 个 直角 边 的 长 度 取 作 1 ， 那 么 











DA= AB =V ACi BC’= 2, A ? 
DC=DA+AC=vV2+1, 图 22 
且 
一 wwDCiH5C 一 ww 2 A++1)2+1 一 ww 4 十 22. 
由 此 我 们 求 得 


u 一 ctg22.5* = C= 本 +1， 


0 事实 上 ， 如 果 某 一 个 排列 在 循环 置换 时 不 变 ， 那 么 在 这 个 排列 中 ， 在 2 个 位 置 的 每 一 个 位 置 上 放 
的 都 是 同一 个 元 素 ， 这 就 意味 着 ， 这 样 的 排列 和 构成 这 些 排列 的 元 素 是 一 样 多 的 . 
一 一 俄 译 编 辑 注 . 


。 42 »。 


尊 w. 





DB 一 一 
一 一 -二 = 4 二 2v2. 


Sin22.5 





因此 
(2 一 1) 一 2 
和 
2 一 4 十 ?2， 即 (2 一 4)2 一 8. 
去 掉 括号 ， 并 将 所 得 到 的 表达 式 按 zx 和 vw 的 降 窜 排列 ， 我 们 求 得 方程 
Wi 一 2U 一] 一 0 ， 2/ 一 80? 十 8 二 0. 太 


$20. 代数 数 和 超越 数 


如 果 a 是 具有 有 理 系数 a,，a;,，…，a, 的 代数 方程 
2X" 十 01X" 十 十 ao 一 0 
的 根 ， 那 么 a 叫做 代数 数 . 
每 一 个 有 理 数 a 是 代数 数 ， 因 为 它 满足 有 理 系数 的 代数 方程 
X40,， 
但 是 代数 数 集合 并 不 只 限于 是 有 理 数 ， 例 如 ， 数 2 是 代数 数 ， 因 为 它 满足 有 理 系数 的 代数 
方程 x? 一 2 二 0 ， 但 是 它 是 无 理 数 ， 
并 不 是 所 有 的 数 都 是 代数 数 ， 不 是 代数 数 的 实数 或 复数 叫做 超越 数 ， 例 如 ,最 "有 名 的 ” 
数 。 (自然 对 数 的 底 ) 和 x 就 是 这 样 的 数 ， 数 e 的 超越 性 首先 被 厄 尔 米 特 证 明 (1873), 数 < 的 超 
越 性 首先 被 林 德 曼 证 明 (1882). (特别 是 ， 由 数 x 的 超越 性 推出 ， 已 知 圆 的 半径 , 仅仅 利用 初 


. 等 几何 的 工具 ， 即 圆规 和 直 尺 ， 不 能 实现 化 圆 为 方 ， 入 话说 不 可 能 作出 一 个 线段 ， 使 线 


段 的 长 等 于 圆 的 周 长 ， 或 不 能 作出 一 个 正方 形 和 园 等 积 . 
在 代数 数 中 通常 还 划分 出 代数 整数 ， 如 时代 教 才 所 澳 趾 的 代数 方程 的 所 和 有 系数 都 是 有 
理 整 数 @， 而 最 高 次 项 的 系数 等 于 1 ， 则 代数 数 K 叫做 代数 整数 ， 例 如 





一 1 十 ww 5 一 1 一 ww 5 
a » QQ; 
2 2 2 
是 代数 整数 ， 因 为 它们 是 二 次 方程 
1 十 XX 一 1 二 0 


的 根 ， 这 个 方程 具有 有 理 整 数 的 系数 ， 且 x ?的 系数 等 于 1. 

不 难 证 明 ， 两 个 代数 数 的 和 、 差 、 积 、 商 “名 条 除数 不 为 过 仍然 是 代数 数 ， 两 个 代数 
紧 数 的 和 、 差 、 积 仍然 是 代数 整数 . 

23 题 的 解 证 明 了 : 22. 5 * 角 的 余 切 和 正弦 的 倒数 〈 余 割 ) 是 代数 整数 . 





24. 证 明 ， 如 采 a 和 4 是 正 整 数 ， 那 么 等 差 数 列 








a, 24, 34, '*, ba 
中 能 被 z 整除 的 项 的 个 数 等 于 数 a 和 5 的 最 大 公约 数 . 
合 为 了 和 “代数 整数 ” 相 区 别 ， 这 里 把 通常 的 整数 叫做 “有 理 整数 "一 -一 中 主 者 江 
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【证 明 】 假设 4 是 数 2 和 2 的 最 大 公约 数 坟 ， 这 时 
a=dr, b= ds, 
其 中 x 和 s 是 两 个 互 素 的 数 . 


如 果 所 有 的 数 
a, 24, 3a, '**, ba 
用 5b 去除， 那么 商 可 以 写成 
rr 2r 37 _(ds) 了 
$3 $3 5» » $s 


但 是 + 和 :是 互 素 的 数 . 因此 志 ， 在 这 些 商 中 ,能 为 整数 的 仅仅 是 那些 数 ， 这 些 数 的 分 子 关于 
7 的 系数 

1, 2, 3, '*, ds 
能 被 * 除 尽 ， 这 样 的 系数 的 个 数 等 于 2. 


S21， 关 于 求 任何 一 个 正 整数 的 约 数 


我 们 知道 〈 见 $ 7 ) ,每 一 个 正 整 数 可 以 分 解 成 素数 乘 害 的 乘积 .知道 了 分 解 式 ， 这 个 数 
的 约 数 可 用 下 面 的 方法 求 得 . 
如 果 在 正 整 数 & 和 “的 分 解 式 中 ， 含 有 素数 p 的 X 次 短 和 6 次 知 ， 那 么 在 乘积 刀 的 分 
解 式 中 含有 这 个 素数 的 x 十 8 次 宕 . 
因此 ， 任 何 一 个 正 整数 4 当 而 且 仅 当 在 下 面 的 情况 下 才能 被 某 一 个 数 整除 :如 果 在 数 ? 
的 分 解 式 中 ， 任 一 素数 p 的 乘 军 的 指数 不 超过 数 a 的 分 解 式 中 p 的 指数 . 
例如 ， 数 2"p (这 里 的 p 是 奇 素数 ) 的 正 约 数 具 有 下 面 的 形式 : 
1, 2, 27, 2", 2", 
p, 2p, 2°p, *%, 2" "Pp, 2"7. 





S$ 22. 关于 最 大 公约 数 和 最 小 公信 和 数 


假设 在 数 4，5b，…，m 中 至 少 有 一 个 不 为 零 ， 数 a，b，…， 加 的 公约 数 集合 是 有 限 的 
因此 ， 在 它们 之 中 必 有 一 个 最 大 的 ， 它 一 定 是正 的 ， 它 就 叫做 给 定数 的 最 大 公约 数 并 记 作 
(a, b, '*, m). . 

因为 零 可 以 被 任何 一 个 整数 整除 ， 所 以 在 求 一 组 给 定数 的 最 大 公约 数 时 ， 可 以 划 去 所 有 
等 于 零 的 数 . 此 外 ， 负 数 应 该 用 它们 的 绝对 值 来 代替 这样 一 来 ， 关 于 求 任何 整数 的 最 大 公 
约 数 的 问题 化 为 求 正 整数 的 最 大 公约 数 ， 

由 上 面 的 说 明显 然 有 ， 若 在 正 整 数 4，b，.…， 光 的 分 解 式 中 ， 含 有 任 一 素数 p 的 a,/， 
…，A 次 宕 ， 那 么 在 这 些 整 数 的 最 大 公约 数 的 分 解 式 中 ， 素 数 bp 的 乘 曙 的 指数 等 于 指数 w， 
B，…，k 中 最 小 的 数 ， 例 如 ， 

(25X324X77X11535，22?X30X132) 一 25X371. 

同时 不 难看 出 ， 若 一 个 数 是 数 &，b，…， 的 公约 数 ， 则 这 个 数 一 定 能 除 尽 这 些 数 的 最 
大 公约 数 ， 通 常用 到 的 多 半 是 最 大 公约 数 的 这 一 性 质 ， 因 为 从 可 除 性 的 观点 来 看 ， 它 是 最 本 
质 的 . 


。 44 。 





类 似 的 ， 如 果 a，48,…，m 是 不 为 零 的 整数 ， 它 们 的 最 小 公 倍数 是 这 样 的 正 整 数 ,首先 ， 
它 能 被 数 a，b, …，m 中 的 每 一 个 整除 ， 其 次 ， 它 是 能 被 所 有 的 数 a，b, …，m 整除 的 任何 
一 个 数 的 约 数 . 显然 ， 在 最 小 公 倍 数 的 分 解 式 中 ， 每 一 个 素数 p 的 指数 等 于 在 数 a, 6,…,m 
的 分 解 式 中 训 的 指数 wx，6,，…，AV 中 最 大 的 数 . 这 样 一 来 ， 对 于 任何 一 组 不 为 零 的 整数 
4a 6,…，m 来 说 , 最 小 公 倍数 是 存在 的 ， 而 且 只 有 一 个 ， 由 最 小 公 倍数 的 定义 推出 ， 实 际 上 
它 是 给 定 一 组 数 的 倍数 中 最 小 的 正 整数 能 被 给 定数 整除 的 最 大 正 整 数 是 不 存在 的 ) . 


§ 23. 关于 互 素 的 数 


车 两 个 或 若干 个 整数 的 最 大 公约 数 等 于 1 ， 也 就 是 说 ， 如 果 除 了 1 以 外 ， 给 定 的 数 不 能 
同时 被 任何 一 个 其 它 的 正 整 数 整 除 ， 那 么 说 这 些 数 是 互 素 的 . 

例如 ， 如 果 ?了 和 9 是 两 个 互 素 的 数 ， 那 么 对 于 任何 正 整 数 ; 和 s，y’ 和 4: 也 是 互 素 的 数 . 

证 明 24 题 时 ， 实 质 上 是 利用 了 下 面 的 定理 : 

如 果 a, bp, …, m 是 不 为 零 的 整数 ， 而 4 是 它们 的 最 大 公约 数 ， 那 么 


,_ a ,_b ,_m 
4 一 了 本， b= nm Ta 
是 互 素 的 整数 . 
事实 上 ， 如 果 数 4 ,Bb ,…, m’ 的 最 大 公约 数 4 大 于 1 ， 那 么 数 


a=a’d, b=bd,.., m=m’d 

能 被 大 于 4 的 数 dd’ 整除 .因此 与 假设 4 是 数 4a,5,…, m 的 最 大 公约 数 蔬 盾 . 

在 证 明 24 题 时 ， 我 们 还 引用 了 定理 : 

如 果 5 是 不 为 零 的 整数 ，a 和 5 是 互 素 的 数 ， 而 且 a 和 某 一 个 数 & 的 乘积 能 被 b 整除 ， 
那么 能 被 5 整除 . 

事实 上 ， 我 们 假设 《不 能 被 5 整除， 这 时 至 少 存在 这 样 一 个 素数 p， 使 得 在 数 5 的 分 解 
式 中 ， 它 的 指数 为 8， 而 在 数 的 分 解 式 中 ， 它 的 指数 x 小 于 8 (特别 的 ，x 可 以 等 于 零 ) . 
因为 a 和 4b 是 互 素 的 ， 所 以 a 不 能 被 p 整 除 ， 但 这 时 在 |ta| 的 分 解 式 中 ，2 的 指数 x< 6 因 
此 ， 和 假设 相反 ，pe 不 能 被 整除， 所 得 到 的 矛盾 证 明了 定理 的 断言 . 

(如 果 “是 任意 的 素数 ， 那 么 上 面 所 述 的 定理 与 $ 2 的 1) 中 的 定理 重合 ) . 

注意 到 下 面 的 定理 也 是 有 益 的 : 

如 果 某 一 个 整数 4 能 被 互 素 的 数 a 和 5 中 的 每 一 个 整除 ， 那 么 它 能 被 这 两 个 数 的 乘积 
ab 整除 . 

事实 上 ， 根 据 条 件 4 二 ak， 其 中 是 某 一 个 整数 ， 因 为 a 和 45 是 互 素 的 数 ， 根据 上 面 所 
证 明 的 定理 ， 只 有 在 =&bk ， 其 中 必 表示 某 一 个 整数 的 情况 下 ok 才能 被 2 整除 . 这 时 4 一 
三 (ab)k'. 即 4 能 被 og 整 除 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 
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七 、 1902 年 一 1903 年 试题 及 名 答 


25 .证明 ，1) 具有 给 定 的 常数 系数 的 任 一 二 次 三 项 式 
AX’?+ Bx+C 
可 以 表示 成 


he sl 


JY 十 训 


的 形式 ， 其 中 有，7 和 有 全 而 定 的 于 
2) 二 次 三 项 式 
4X2 十 BExX 十 C 
对 所 有 的 整数 x 都 取 整 数值 当 而 且 仅 当 :， 如 果 把 它 表 示 成 
X (X 一 1) 
1x2 


到 十 ZX 十 7 


的 形式 时 ， 系 数 ，7 和 m 是 整数 . 
【证 明 】 1) 因为 


r=2 Dt 


所 以 二 次 三 项 式 

Q= Ax’+ BX+C 
可 以 变 成 下 面 的 形式 

Q= he! 1) 
其 中 ==2A, /二 A+B8, m=C. 

2) ”如 果 二 次 三 项 式 Q@ 对 所 有 的 整数 x 都 取 整 数值 ， 那么 ， 当 假定 x 等 于 0，1，2 时 ， 
我 们 得 到 二 次 三 项 式 相应 的 值 | 
rm, s 二 /十 mm， 1 一 有 十 27 十 1 ， 

它们 应 该 是 整数 .但 这 时 数 


m=7， /二 s—7, k=t—2s+r 


十 XY 十 x， 


有 反之， 如 果 k，71，m 是 整数 ， 那 么 二 次 三 项 式 对 任何 整数 x 只 能 取 整 数值 . 
事实 上 ， 如 果 + 是 整数 ， 那 么 在 两 个 连续 的 整数 x 和 x 一 1 中 ， 总 有 一 个 是 偶数 ， 因 此 


于 一 是 整数 ， 如 果 系数 &，1，w 是 整数 ， 那 么 Q 的 所 有 三 项 都 取 整 数值 ， 因 而 二 次 三 
项 式 Q@ 的 本 身 也 取 整 数值 . 
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§ 24. .关于 取 整 数值 的 多 项 式 


用 归纳 法 〈 由 ?到 #+1) 来 论证 ， 不 难 证 明 25 题 的 1) 中 的 断言 的 推广 ， 
每 一 个 次 多 项 式 
F=ayt+axt ax 十 十 0 
可 以 表示 成 


(全 (区 + 和 + 人) (1 ) 
的 形式 ， 其 中 


XX _ ~ x YY XxX(x—1)(x—2) 
(7)=*, (2)= 2 (s)= IX2X 
25 题 中 2) 的 断言 也 有 如 下 的 推广 ， ， 
当 而 且 仅 当 表示 式 (1 ) 中 所 有 的 系数 b。,，b,,，…，%b, 都 是 整数 时 ,多项式 对 所 有 的 整数 
xy 都 取 整 数值 , 
如 果 我 们 能 够 证 明 量 


(#) = 
k 1X2X3X.. X (k—1)x% 


对 所 有 的 整数 x 只 能 取 整 数值 , 我 们 就 不 难得 到 这 个 断言 的 证 明了 .可 用 下 面 的 方法 来 证 实 这 
一 点 . 


如 果 x 是 下 整数 或 者 是 零 ， 那 么 (%) 可 以 看 作 是 从 x 个 元 素 中 取出 个 的 组 合 数 (没有 


重复 ) ， 因 此 ， 对 于 正 整 数 x 和 x 二 0， 景 () 到 整数 值 [ 当 *<t 时 ，|( 艺 ) 的 值 等 于 零 ) 


如 果 z 等 于 某 一 个 负 整 数 一 (yy>0) ， 那 么 


(2)= (yy) ym1) y+2) (yk+1i) _ 
Ek) 1x2Xx. Xx CR—I)k 一 





C 二 一 DC 十 人 2) YFDY yt 
1x2 XxX"X (Ek—1)k 


& 一 一 
这 里 的 y+4 一 1 是 正 整 数 ， 因 此 ( 了 1 ) 是 整数 ， 而 它 与 (7) 仅仅 差 一 个 符号 ( 当 


为 奇数 时 ). 


一 (一 1 





了 十 4 一 1 ) 
外 ， 


8$ 25.， 关于 二 项 式 级 数 
量 ( 过 ) 通常 叫做 二 项 式 系数 ， 如 果 = 是 在 从 一 1 到 十 1 的 区 间 中 的 任意 一 个 数 ,而 ! 是 任 
意 的 手指 数 〈 不 一 定 是 正 整 数 ) ， 那 么 二 项 式 1+Ts 的 上 次 宕 可 以 展开 成 下 面 的 无 穷 级 数 
(ea 
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按照 牛顿 的 说 法 ， 习 惯 上 把 它 叫 做 二 项 式 级 数 . 例如 ， 当 t= 一 1 时 ,二 项 式 级 数 变 成 无 穷 几 
何 级 数 
1 一 zg 十 8 一 2 十 …， 
当 一 1 之 zs 之 十 1 时 ， 它 的 和 等 于 
1 
1 十 有 
如 果 “上 是 正 整 数 ， 那 么 无 穷 的 二 项 式 级 数 晓 化 成 有 限 项 和 ， 因 为 从 第 〈# 十 1) 项 开始 ， 
所 有 的 zx 的 乘 宕 的 系数 都 等 于 零 ， 如 果 在 二 ”时 所 得 到 的 恒等式 中 , 令 zs= 28/a， 然 后 将 它 的 
两 边 同 乘 以 a"， 那 么 我 们 得 到 恒等式 
(a+b)"=a"+Cia"-ib+ 二 Cra" (b+ +Cs ab" ‘+Cb", (1) 
它 叫做 牛顿 二 项 式 
关于 恒等式 ( 1) 可 以 注意 到 下 面 一 点 : 
它 的 右 端 可 以 这 样 得 到 ， 全 部 写 出 n 个 (a+6) 的 乘积 所 表示 的 多 项 式 , 并 且 合 并 同类 项 ， 
可 以 看 出 其 所 有 的 项 都 具有 形式 a"*b*， 其 中 0 家 <n. 
对 于 确定 的 £， 形 如 a”“5* 的 项 的 个 数 等 于 从 n 个 二 项 式 (a 十 5) 中 取出 个 的 方法 的 个 
数 (这 个 二 项 式 是 字母 5 的 “提供 者 "). 因为 选取 & 个 二 项 式 的 次 序 无 关 紧 要 ， 所 以 我 们 
感 兴趣 的 数目 等 于 从 地 个 元 素 中 取出 & 个 的 组 合 数 ( 见 $ 5). 当 &>>1 时 , 它 等 于 Ct. 因为 项 
a’ 只 能 得 到 一 次 [ 如 果 从 所 有 的 二 项 式 (Ca 十 思 中 都 选取 字母 <c], 于 是 恒等式 (1) 就 这 样 被 
证 明了 . 
在 它 里 面 令 4 二 4 二 1， 我 们 得 到 
2" 二 1 十 C1 十 C2? 十 … 十 Cr 人! 十 Ch 
这 个 恒等式 我 们 在 8$ 5 的 3) 中 提 到 过 . 


二 (1 十 gz) 





26 ， 假 设 O 是 球面 K 的 中 心 ，P 和 QQ 是 久 外 的 点 ， 以 点 了 为 中 心 ，PO 为 半径 作 球 
面 ， 以 点 Q 为 中 心 ，QO 为 半径 作 球 面 ， 证 明 :， 这 两 个 球面 在 天 内 的 面积 相等 . 
【证 明 】 通 过 球 心 为 点 P， 半 径 为 PO 的 球面 及 的 直径 OT 作 一 平面 ， 此 平面 和 球面 
久 和 K' 交 得 的 圆 为 和 hk， 上 和 相交 于 点 M 和 (图 23) ， 我 们 用 3 表示 弦 MN 和 直径 
OT 的 交点 ， 
球面 K' 在 球面 天 内 的 那 一 部 分 的 面积 下 等 于 圆 台 的 周 长 乘 以 
球 冠 的 高 O093 ， 即 
F=XOT'.OS. 
但 是 OT "OS =OM?=r?, 这 里 + 是 图 的 半径 . 因此 
F=xr’, 
这 样 一 来 ， 球 面 天 “在 球面 玉 内 的 那 一 部 分 的 面积 与 点 己 的 位 
置 无 关 . 
点 书 不 一 定 要 在 给 定 球面 天 的 外 边 ， 只 要 它 在 以 点 O 为 球 心 ， 以 +/2 为 半径 的 球面 的 
外 边 就 行 了 ， 事 实 上 ， 如 果 点 己 在 这 个 球面 内 (中 如 果 OP<r/2) ,那么 球面 KK 和 KK 没有 
公共 点 . 妇 
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$26. 关于 波 约 依 几 何 学 


题 26 中 所 证 明 的 断 青 在 不 依赖 于 欧 几 里 得 平行 公理 的 亚 诺 什 . 波 约 依 几 何 中 起 着 重要 的 
作用 ， 我 们 打算 稍微 详细 地 说 一 下 非 欧 几何 和 亚 ， 波 约 依 . 

1) 平行 公理 .平行 公理 的 问题 起 源 于 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》， 除了 一 般 数学 的 基本 
概念 的 定义 和 某 些 公理 之 外 ， 欧 几 里 得 在 自己 的 著作 中 引进 了 五 条 公设 作为 整个 几何 学 的 基 
础 ， 并 且 它 们 不 能 化 为 更 基本 的 命题 ， 我 们 感 兴趣 的 仅仅 是 最 后 的 第 V 公 设 ， 它 在 欧 几 里 得 
的 《几何 原本 》 中 是 第 十 一 个 公理 .这 个 公设 的 内 容 是 ， 

当 一 条 直线 与 男 外 两 条 直线 相交 ， 这 条 直线 与 两 直线 构成 的 同 侧 内 角 之 和 小 于 两 直角 
时 ， 这 两 条 直线 相交 ， 而 且 在 同 侧 内 角 之 和 小 于 两 直角 的 那 一 侧 相交 . 

通常 公设 T 叫 做 平行 公理 (公设 ) ， 因 为 它 正 是 整个 平行 理论 的 基础 

如 果 在 一 个 平面 上 的 两 条 直线 ， 无 论 怎样 延长 也 不 相交 ， 欧 几 里 得 就 把 这 两 条 直线 叫做 
平行 的 . 

不 利用 公设 VY， 欧 几 里 得 证 明了 : 如 果 在 一 个 平面 上 ， 两 直线 和 第 三 条 直线 相交 ， 并 且 
同 侧 内 角 之 和 等 于 两 直角 ， 那 么 这 两 条 直线 平行 〈 在 上 面 所 说 的 意义 下 ). 由 此 推出 ， 通 过 任 
意 取 的 直线 e 外 的 点 4 ， 至 少 可 以 引 一 条 直线 和 平行 . 

欧 几 里 得 还 证 明了 : 通过 直线 e 外 的 点 4 只 能 引 一 条 直线 和 e 平 行 . 欧 几 里 得 对 这 个 定 
理 给 出 的 证 明 依赖 于 公设 V， 从 实质 上 来 说 ， 这 个 公设 是 为 了 使 这 个 定理 成 为 可 能 而 引入 
的 . 

欧 几 里 得 几何 学 的 所 有 其 它 公 理 是 简单 而 明显 的 ， 困 难 只 是 在 研究 平行 公设 时 产生 的 ， 
在 欧 几 里 得 的 公理 体系 中 ， 这 条 公设 是 为 了 填补 缺陷 而 人 为 地 引进 的 ， 古 代 希 腊 人 就 试图 从 
欧 几 里 得 几何 学 的 其 它 的 公理 推出 平行 公设 . 

2) 两 个 波 约 依 一 一 父 与 子 . 二 千 二 百年 以 来 ,平行 公设 引起 了 最 卓越 的 智者 的 注意 ， 但 
是 在 他 们 之 中 ， 谁 也 没有 像 法 尔 卡 什 ， 波 约 依 〈 亚 诺 什 . 波 约 依 的 父亲 ) 那样 热心 埋头 于 解 
决 平行 问题 . 

法 尔 卡 什 ， 波 约 依 于 1775 年 生 于 波 约 ，1856 年 死 于 马 罗 什 瓦 沙 尔 赫 伊 . 在 纳 季 - 埃 尼 叶 
德 和 科 洛 什 瓦尔 受 中 等 教育 ， 法 ， 波 约 依 受 邀 和 希 蒙 , 克 缅 男 明 一 起 在 耶 纳 和 哥 廷 根 大 学 
(1796 一 一 1799) 学 习 同 样 的 功课 ， 在 居留 哥 廷 根 期 间 ， 法 ， 波 约 依 认 识 了 当时 在 那里 学 习 
的 高 斯 ， 他 只 比 法 。 波 约 依 小 几 岁 ， 认 识 不 久 就 结 下 了 亲密 的 友谊 ， 朋 友之 间 的 通信 往来 一 
直 延 续 到 法 ， 波 约 依 去 世 (诚然 ， 从 1816 年 到 1831 年 有 很 长 一 段 时 间 间 断 了 ). 有 一 段 时 期 波 
约 依 回 到 科 洛 什 瓦 尔 当 教员 ， 然 后 迁居 到 他 自己 的 在 多 马 利 德 的 世袭 领地 ，1804 年 他 搬 到 马 
罗 什 瓦 沙 尔 赫 伊 ， 在 那里 主持 地 方 学 校 的 数学 、 物 理 和 化 学 教研 室 ， 在 这 个 职位 上 ， 波 约 依 
一 直 工 作 到 1853 年 ， 他 有 着 多 方面 的 才干 ， 不 仪 写 话剧 ， 研 究 语言 学 的 各 种 问题 、 绘 画 和 弹 
奏 乐 器 ， 而 且 有 成 效 地 致力 于 解决 实际 问题 ， 例 如， 在 埃 尔 杰 伊 ， 法 ， 波 约 依 设计 的 经 济 炉 
子 得 到 了 广泛 的 推广 ， 但 是 法 波 约 依 最 感 兴趣 的 是 数学 ， 特 别 是 平行 理论 ， 他 的 主要 著作 
(用 拉丁 文 写 的 ) 称 之 为 《引导 青年 学 习 纯粹 数学 原理 的 经 验 》 已 经 出 版 〈 马 罗 什 瓦 沙 尔 幸 
伊 ， 卷 I ，1832; 卷 IT，1833). 高 斯 高 度 评价 《经验 》 的 作者 的 思想 深刻 和 独创 性 ， 除 其 它 
问题 外 ， 法 ，。 波 约 依 在 自己 的 著作 中 还 涉及 到 了 平行 问题 ， 他 试验 了 所 有 可 能 的 那 怕 是 只 有 
微弱 希望 的 各 种 途径 来 证 明 欧 几 里 得 的 公设 V， 但 是 ， 正 像 他 的 前 辈 一 样 ， 法 ， 波 约 依 每 次 
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从 某 一 个 公设 出 发 ， 但 这 个 公设 并 不 比 所 要 证 明 的 公设 简单 ， 亚 诺 什 . 波 约 依 的 研究 真正 弄 
清楚 了 所 有 这 些 试验 不 能 成 功 的 奇怪 的 原因 . 

亚 诺 什 ， 波 约 依 1802 年 生 于 科 洛 什 瓦 尔 ，1860 年 死 于 马 罗 什 瓦 沙 尔 赫 伊 ， 亚 诺 什 很 早 就 
表现 出 来 的 非凡 才干 使 他 父亲 非常 高 兴 ，1818 年 他 被 录取 到 匈牙利 军事 工程 学 院 第 四 系 ,1822 
年 以 优异 的 成 绩 在 那儿 毕业 ， 亚 诺 什 作为 士官 生 在 学 院 见习 一 年 ，1823 年 9 月 被 授予 少尉 军 
衔 ，1833 年 辞去 了 大 尉 军衔 ， 从 那 时 起 一 直 住 在 马 罗 什 瓦 沙 尔 赫 伊 附近 的 不 大 的 波 约 依 -多 
马 利 德 庄 网 . 

当 亚 庶 什 ， 波 约 依 还 起 孩子 的 时 候 ， 就 听 他 父亲 说 过 ， 许 多 杰出 的 数学 家 毫 无 成 效 地 极 
力 想 证 明 平 行 公设 ， 许 多 证 明 欧 几 里 得 平行 公设 的 想法 都 带 有 间接 的 特点 ， 他 们 不 外 平 力图 
证 明 每 一 个 和 平行 公设 相 了 矛盾 的 假设 迟早 会 导致 进 辑 上 的 矛盾 ， 这 种 途径 无 见于 在 这 领域 里 
的 最 初 的 研究 ， 平 行 理论 的 研究 者 们 走 着 他 们 前 辈 所 开创 的 老路 

仅仅 是 在 年 寡 的 军官 亚 ， 波 约 依 所 出 了 解决 平行 问题 的 根本 不 同 的 途径 之 后 ， 才 把 平行 
理论 提高 到 了 一 个 新 的 高 度 ， 非 常 偶 杂 的 现象 开始 渐渐 地 明朗 起 来 ， 并 且 增 演 了 越 来 越 多 的 
新 内 容 ， 亚 ， 波 约 依 没有 试图 去 证 明 公 设 V， 而 是 相反 ， 他 从 假设 这 种 证 明 是 不 可 能 的 出 
发 , 换 名 话说 就 是 , 欧 几 里 得 平行 公设 不 能 从 《几何 原本 》 中 所 叙述 的 其 它 公理 和 公设 推导 出 
来 ， 他 成 功 地 建立 了 一 种 几何 学 ， 除 了 平行 公设 以外， 这 种 几何 学 满足 欧 几 里 得 的 所 有 其 它 
公理 ， 这 种 几何 学 一 一 亚 ， 波 约 依 把 它 称 之 为 5- 几何 学 一 一 和 大 家 所 知道 的 欧 几 里 得 几何 学 
《 亚 ， 波 约 依 用 -几何 学 来 表示 它 ) 有 很 大 的 区 别 ， 波 约 依 的 $- 几 何 学 在 思 辑 上 是 没有 矛盾 
的 ， 虽 然 只 是 从 纯粹 数学 的 观点 来 看 它 才 是 有 趣 的 @ 

3) 亚 诺 什 : 波 约 依 的 几何 学 ， 为 了 指出 -几何 学 和 5- 几何 学 的 区 别 ,我 们 从 研究 下 面 
的 具有 首要 意义 的 问题 开始 ， 在 直线 e 和 e 外 一 点 4 所 确定 的 平面 [e, A] 上, 通过 点 4 可 以 
引 多 少 条 直线 不 和 直线 e 相 交 ? 








在 两 种 几何 学 (3 和 ) 中 , 至 少 总 可 以 引 一 条 这 样 的 直线 . , 

事实 上 ， 将 由 点 4 到 。 所 引 的 垂 线 48 绕 点 4 旋转 一 个 直角 ， 那 ua 

么 直线 A 和 直线 。 不 相交 (图 24). , ? 
在 欧 氏 几何 号 中 ， 由 公设 V 推 出 ， 在 平面 [e, 4] 上 , 通过 点 5 

4 的 任何 其 它 的 直线 和 直线 。 相 交 . 图 24 


因为 波 约 依 的 5- 几何 学 不 满足 平行 公设 ， 所 以 根据 这 个 几何 学 ,至少 能 够 找到 一 条 这 样 
的 直线 和。 外 的 一 点 4， 使 得 在 平面 [e, 4] 上 ,除了 4F 以外， 通过 点 4 还 可 以 引 一 条 也 不 
和 直线 相交 的 直线 4AG. 正 像 详 细 研 究 所 表明 的 ， 甚 至 更 强 的 断言 〈 在 法 . 波 约 依 和 亚 ， 
波 约 依 之 前 就 知道 ) 也 是 对 的 ，aut semper，aut nunquam (要 么 都 可 以 , 要 么 都 不 可 以 ) 换 名 
话说 ， 如 果 存 在 一 条 直线 ?和 e 外 一 点 4 ,通过 点 4 可 以 引 一 条 与 4F 不 同 的 直线 4G 和 e 不 
相交 ， 那 么 任何 其 它 的 直线 e 和 e 外 的 点 4 也 都 具有 这 种 性 质 . 

我 们 来 比较 详细 地 研究 在 5- 几 何 学 中 任意 选取 的 直线 e 和 a 外 的 点 4 的 情况 (图 24). 作 
与 直线 e 垂 直 的 线段 4AB， 我 们 将 通过 点 4 的 直线 绕 着 点 4 转动 ， 一 直到 它 和 线段 48 成 直 
角 时 为 止 ， 无论 是 在 哪 一 侧 转动 直线 一 一 沿 着 顺 时 针 或 反 时 针 方 向 ， 这 直线 在 和 43 成 直角 
之 前 就 不 再 和 直线 e 相 交 (“ 脱 离 "e): 从 转动 直线 和 直线 4D (或 4E ) 重合 时 开始 就 发 生 * 脱 
离 … 在 -几何 学 中 , 在 通过 点 4 的 直线 中 ， 只 有 两 条 这 样 的 脱离 直线 ;4D 和 4E， 它们 被 
称 为 和 直线 e 平 行 , 直线 4D (或 4E ) 和 垂 线 48 之 间 的 夹 角 w 叫做 平行 角 . 角 w 的 晤 值 依 赖 

”全 见 后 面 的 $27. 一 一 俄 译 编辑 注 . 
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于 垂 线 48 的 长 诬 ，48 越 长 2 越 小 ， 
在 -几何 学 中 , 某 些 简单 而 重要 的 问题 的 解答 是 直线 或 平面 ， 而 在 5- 几何 学 中 则 导致 
某 些 曲线 或 曲面 ， 例 如 在 3- 几何 学 中 , 当 半 径 无 限 增 大 时 ， 圆 和 球面 分 别 变 为 直线 和 平面 ， 
在 3 中 ， 相 应 的 极限 过 程 导致 其 个 极限 曲线 〈 极 限 较 ) 或 曲面 〈 极 限 球面 ). 任何 两 个 极限 圆 
起 萝 合 的 ， 就 像 任意 两 个 极限 球面 是 倒 合 的 一 样 ， 
如 果 从 平面 直线 上 的 每 一 点 向 平面 的 一 侧 引 垂 线 ， 或 者 从 平面 的 每 一 点 向 平面 的 一 侧 引 
垂 线 ， 而 且 在 这 些 垂 线 上 截取 长 度 都 等 于 4 的 线段 ， 那 么 在 三 中 ， 我 们 所 作 线段 的 自由 端点 
的 轨迹 是 和 给 定 直 线 平 行 的 直线 ， 或 者 是 与 给 定 平面 平行 的 平面 ， 在 中， 所作 垂 线 的 端点 
的 轨迹 是 某 种 曲线 (等 距 曲线 ) 或 弯曲 的 曲面 〈 等 距 曲 面 ), 两 个 这 样 的 曲线 或 两 个 这 样 的 曲 
面 ， 当 且 仅 当 它 们 所 对 应 的 线段 长 度 4 相等 时 是 琶 合 的 ， 
在 5 几何 学 中 ,平面 三 角形 的 三 个 角 之 和 小 于 两 直角 ， 在 5- 几何 学 中 , 如 果 两 个 三 角形 

对 应 的 角 相等 ， 那 么 对 应 角 的 对 边 也 相等 ， 换 名 话说， 在 5- 几 何 学 中 , 对 应 角 相等 的 两 个 三 
角形 是 全 等 的 ， 这 样 一 来 ， 在 5- 几何 学 中 , 没有 相似 的 平面 图 形 ， 而 且 三 角 函 数 不 能 用 直角 
三 角形 的 边 的 比 来 定义 ， 

虽然 如 此 ， 但 是 在 $- 几 何 学 中 存在 这 样 一 个 曲面 , 对 于 这 个 曲面 来 说 ， 三 角形 的 角 之 和 
等 于 两 直角 ， 而 且说 相似 三 角形 是 有 意义 的 ， 我 们 所 指 的 是 极限 球面 ， 在 它 上 面 画 有 以 极限 
圆 为 边 的 三 角形 ， 在 $- 几 何 学 中 ， 在 这 个 曲面 上 作 的 直角 三 角形 , 就 像 在 通常 三 -几何 学 的 
平面 上 的 直角 三 角形 那样 ， 能 够 定义 角 的 三 角 函 数 ， 用 这 种 办 法 计算 的 角 a 的 三角 函数 值 和 
用 欧 氏 几何 的 法 则 计算 出 的 值 相 同 ， 例 如 ， 无 论 是 在 2- 几何 学 中 或 是 在 5- 几何 学 中 都 有 
sin30° 一 方 . 

在 题 26 的 解答 中 所 证 明 的 关于 球面 在 另 一 个 球面 内 的 曲面 大 小 的 定理 是 很 有 趣 的 ， 而 且 
具有 重要 的 意义 ， 这 不 仅 在 -几何 学 中 是 这 样 ， 而 且 在 -几何 学 中 也 是 这 样 ， 如 果 用 极限 
球面 来 代替 通过 点 O 和 7 的 平面 ， 用 极限 圆 来 代替 所 作 的 直线 ， 前 面 对 5- 几 何 学 的 情况 所 
作 的 证 明 可 以 完全 搬 到 5S- 几 何 学 的 情况 中 来 . 

亚 诺 什 ， 波 约 依 认为 他 自己 最 重要 的 发 现 是 建立 了 平行 角 的 量 值 x 和 垂 线 4B 的 长 度 t 
之 间 的 依赖 关系 式 : 


u 工 
Ctg He, 


其 中 e 二 2.71828… 是 自然 对 数 的 底 ， 而 是 绝对 ( 即 与 上 无 关 的 ) 长 度 ， 并 称 之 为 5- 几 何 
学 的 参数 
参数 可 以 无 限制 地 改变 ， 换 句 话说， 参数 可 以 具有 任意 的 数值 ， 随 着 的 选取 ， 我 
们 将 得 到 相应 的 5- 几何 (每 一 次 都 是 另 一 种 ). 因为 可 以 上 升 到 无 穷 ， 所 以 不 是 有 一 个 ， 而 
是 有 无 穷 多 个 带 有 不 同 值 的 5- 几何 (就 像 有 无 穷 多 个 不 同 半径 的 球面 一 样 ). 
-几何 是 $5- 几何 在 参数 趋向 于 无 穷 时 的 极限 情况 .在 这 种 情况 下 ， 二 趋向 于 零 ， 由 上 
面 所 说 的 公式 推出 
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这 样 一 来 ， 在 Z- 几 何 学 中 ， 平 行 角 “不 再 与 垂 线 48B 的 长 度 有 关 , 而 且 变 成 常数 ， 它 正好 等 
于 直角 . 





4) 结束 语 

1823 年 亚 诺 什 ， 波 约 依 完 成 了 自己 的 伟大 发 现 . 他 在 1823 年 11 月 3 日 从 捷 麦 什 瓦尔 寄 给 
父亲 的 信 中 说 ,从 某 种 东西 出 发 我 建立 了 新 的 、 另 外 的 世界 ”也 许 那 时 他 已 经 导出 了 自己 的 
公式 ， 即 确定 平行 角 和 垂 线 长 度 之 间 的 依赖 关系 式 〈 亚 ， 波 约 依 确实 是 在 1823 年 导出 了 它 ). 
1832 年 作为 法 ， 波 约 依 的 《经 验 》 的 第 一 卷 的 附录 ， 用 拉丁 文 发 表 了 亚 : 波 约 依 的 篇 幅 不 大 
的 著作 ， 称 之 为 《附录 : 关于 与 欧 几 里 得 公理 姑 的 真 伪 无 关 的 真正 空间 的 科学 ， 任 何 时 候 也 
不 可 能 先 验 地 解决 ， 几 何 上 化 圆 为 方 问题 的 补充 》，1831 年 6 月 还 以 单行 本 的 形式 发 表 了 
《附录 》 . 

根据 儿子 的 请 求 ， 法 ， 波 约 依 立即 把 28 页 的 《附录 》 寄 给 了 高 斯 ， 高 斯 1832 年 3 月 3 日 
的 回信 给 亚 ， 波 约 依 带 来 了 不 愉快 的 消息 : 高 斯 宣布 他 早 就 得 到 了 同样 的 结果 ， 但 是 没有 发 
表 ， 因 为 它 没有 特别 的 意义 ， 对 于 渴望 得 到 承认 和 荣誉 的 年 青 的 匈牙利 学 者 来 说 ， 当 他 得 知 
俄国 数学 家 尼 ， 伊 . 罗 巴 切 夫 斯 基 几 乎 与 他 同时 而 且 和 高 斯 无 关 地 研究 出 了 非 欧 几何 的 时 
候 ， 这 确 是 一 个 巨大 的 打击 . 

看 来 ， 应 验 了 法 " 波 约 依 在 1825 年 催促 儿子 发 表 他 的 发 现时 所 说 的 话 ,“ 某 些 思想 等 到 它 
自己 产生 的 时 候 ， 如 果 可 以 这 样 来 形容 的 话 ， 它 们 会 立刻 在 几 个 地 方 被 发 现 "。 但 是 看 来 高 斯 
是 对 的 ， 他 认为 传播 新 的 、 非 欧 几 里 得 的 几何 学 的 思想 还 为 时 过 早 . 像 亚 ， 波 约 依 用 拉丁 文 
写成 的 《附录 》 一 样 ， 甚 至 罗 巴 切 夫 斯 基 用 一 种 生动 的 语言 写成 的 著作 也 是 没有 读者 的 ， 然 
而 ， 最 勇敢 的 思想 终究 会 取得 公认 的 ， 如 今 罗 巴 切 夫 斯 基 一 波 约 依 几何 学 已 被 公正 地 认为 是 
人 类 天 才 的 光辉 成 就 之 一 . 

在 罗 巴 切 夫 斯 基 - 波 约 依 几何 学 的 创始 人 所 生活 的 时 代 以 后 的 一 段 时 间 内 ， 数 学 家 们 阅 
明了 ， 如 果 除 了 平行 公设 以外， 放弃 其 它 的 习惯 了 的 公理 ,我 们 将 同样 可 以 得 到 其 它 的 逻辑 
上 没有 矛盾 的 几何 学 . 

这 就 产生 了 一 个 问题 ， 在 许多 几何 学 中 ， 哪 一 种 是 合乎 现实 的 呢 ? 要 回答 这 个 问题 不 越 
出 纯粹 数学 的 范围 是 不 可 能 的 ， 因 为 对 理论 提出 的 唯一 要 求 是 这 个 理论 是 合乎 遇 辑 的 ， 也 就 
是 说 不 应 该 导致 远 辑 上 的 了 矛盾， 研究 现实 空间 (和 时 间 ) 的 性 质 是 有 趣 而 困难 的 物理 问题 . 
所 得 到 的 每 一 个 结果 都 会 导致 日 新 月 异 的 探索 ， 亚 诺 什 。 波 约 依 和 非 欧 几何 的 创始 人 的 无 可 
争辩 的 功绩 在 于 ， 正 是 他 们 在 科学 上 首先 提出 了 什么 样 的 几何 学 描述 了 现实 空间 的 性 质 这 个 
问题 .在 他 们 之 前 ， 任 何人 甚至 想 都 没有 想 过 可 能 存在 某 个 另外 的 不 同 于 欧 氏 几何 学 的 几何 
学 ， 连 建立 现实 空间 几何 学 这 个 问题 的 本 身 都 没有 产生 . 


$27. 再 论 非 欧 几 何 @ 


前 一 节 最 后 一 段 应 该 解释 一 下 ， 尤 其 是 它 和 第 26 节 的 2) 中 最 后 那 句 话 “ 只 是 从 纯粹 数学 
的 观点 来 看 它 才 是 有 趣 的 ”有 些 矛盾 . 

对 亚 . 波 约 依 来 说 ， 有 决定 意义 的 首先 是 非 欧 几 何在 逻辑 上 的 无 矛盾 性， 他 是 深信 这 一 
点 的 .而 同时 ， 高 斯 ， 特 别 是 罗 巴 切 夫 斯 基 清 楚 地 意识 到 了 物理 空间 的 几何 学 可 能 是 非 欧 几 
里 得 的 ， 而 且 这 个 问题 不 能 从 纯粹 有 逻辑 上 来 解决 ， 他 们 试图 用 实验 的 方法 得 到 答案 ， 为 了 这 
个 由 的 ， 他 们 测量 很 大 的 三 角形 的 角 之 和 “〈 罗 巴 切 夫 斯 基 用 天 文 观测 的 办 法 ， 高 斯 用 大 地 测 
量 的 手段 ) ,但 是 他 们 的 企图 是 没有 成 效 的 ; 在 测量 的 精确 度 的 范围 内 ， 要 确定 角 之 和 是 否 等 

@ 俄 译 编辑 所 加 ， 


。 D2 。 








于 两 直角 看 来 是 不 可 能 的 .虽然 如 此 ， 但 是 作者 是 完全 正确 的 ， 宣布 存在 有 不 同 于 欧 几 里 得 
的 几何 学 的 可 能 性 是 非凡 的 ， 它 引起 了 “物理 学 者 的 激动 ”， 最 后 导致 建立 爱 因 斯 坦 的 广义 
相对 论 (恰好 相对 论 的 基石 之 一 一 一 引力 质量 和 惯性 质量 相 吻 合 被 匈牙利 奥林匹克 数学 竞赛 
的 创始 人 洛 ， 爱 德 魏 约 希 用 实验 证 实 了 ) . 

根据 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 ， 现 在 我 们 知道 ， 空 间 的 几何 学 由 空间 中 物质 的 分 布 所 确 
定 . 远离 引力 质量 时 ， 空 间 是 “平面 的 "， 它 的 几何 学 以 足够 的 精确 度 可 看 成 是 欧 几 里 得 的 . 
重 物 的 存在 ， 例 如 星体 的 存在 ,使 空间 “ 变 得 弯曲 "了 ,而 且 这 个 曲率 一 般 来 说 是 不 均匀 的 . 
这 种 空间 的 数学 模型 是 黎 曼 创立 的 ， 且 称 之 为 黎 曼 的 几何 学 . 罗 巴 切 夫 斯 基 一 波 约 依 的 非 欧 
平面 处 处 有 不 变 的 负 曲 率 〈 由 这 一 点 可 以 确定 ， 在 $ 26 意 义 下 的 S- 几 何 学 对 于 它 是 成 立 
的 ) ， 其 实 ， 在 欧 氏 平面 上 和 在 “极限 球面 ”上 曲率 处 处 等 于 零 (由 此 确定 了 5 几何 学 的 
存在 ) . 还 可 能 有 不 变 的 正 曲 率 几 何 学 , 它 叫做 黎 曼 几何 〈 不 要 和 黎 曼 的 几何 学 混淆 ， 黎 曼 的 
几何 学 曲率 可 变化 ， 而 且 是 任意 的 ) . 

无 论 是 高 斯 或 波 约 依 都 没有 像 罗 巴 切 夫 斯 基 那 样 充 分 地 研究 非 欧 几何 学 (高 斯 有 意 地 如 
免 公开 或 发 表 这 些 结 果 ) . 新 几何 学 的 基础 是 罗 巴 切 夫 斯 基 1826 年 2 月 1 日 在 喀 山 大 学 学 术 
委员 会 的 报告 中 叙述 的 ， 并 且 于 1829 年 发 表 在 《 喀 出 公报 》 上 , 然后 陆续 发 表 了 《 虚 几 何 学 》 
“1835),《 虚 几何 对 一 些 积分 的 应 用 》(1836) ,《 具 有 完整 平行 理论 的 几何 学 的 新 原理 》(1835 
一 1838) ，《 平 行 线 理 论 的 几何 研究 》(1840) 和 <《 泛 几何 学 》(1855). 但 是 ， 还 没有 等 到 自己 
的 发 现 被 公认 ， 伟 大 的 几何 学 家 于 1856 年 去 世 了 . | 

无 论 是 波 约 依 或 是 罗 巴 切 夫 斯 基 ， 都 相信 他 们 所 发 现 的 几何 学 在 逻辑 上 是 没有 矛盾 的 ， 
即 当 一 个 接 一 个 地 导出 它 的 定理 ， 并 且 把 它们 排 成 任意 长 的 一 串 时 ， 我 们 在 任何 时 候 都 不 会 
遇 到 逻辑 上 的 矛盾 〈 这 恰好 意味 着 可 以 证 明 欧 几 里 得 的 平行 公设 仅 在 欧 氏 几何 中 可 能 成 立 ) . 
但 是 他 们 谁 也 没有 严格 证 明 这 一 点 〈 其 实 ， 正 是 这 一 点 使 得 罗 巴 切 夫 斯 基 曾 试图 用 实验 来 解 
决 问题 ). 到 十 九 世纪 末 ， 通 过 许多 数学 家 的 努力 ， 首 先是 贝尔 特 拉 米 ， 克 莱 因 ， 庭 卡 革 和 和 希 
尔 伯 特 ， 证 明了 两 种 几何 学 一 一 欧 儿 里 得 的 和 罗 巴 切 夫 斯 基 - 波 约 依 的 一 一 的 无 矛盾 性 是 等 
同 的 ， 一 种 几何 学 逻辑 上 矛盾 的 存在 不 可 避免 地 引起 另 一 种 几何 学 逻辑 上 矛盾 的 存在 . 而 且 
如 果 算 术 是 无 矛盾 的 话 ， 也 就 是 说 ， 如 果 从 皮 亚 诺 公 理 系统 〈 见 $3) 出 发 , 我 们 永远 不 会 
导致 膛 辑 上 了 矛盾 的 话 ， 还 可 证 明 两 种 几何 学 是 无 矛盾 的 .这 个 前 提 至 今 仍然 悬而未决 ,但 “这 
完全 是 另 一 回 事 ” 了 ……… 


27 ， 已 知 三 角形 的 面积 S$ 和 项 角 Y ， 相交 于 顶点 C 的 两 边 < 和 4 在 什么 情况 下 能 使 项 
点 CC 所 对 的 边 c 的 长 度 最 小 ? 
【解法 1 】 根 据 余 弦 定 理 
c? 一 0 十 0 一 2a0cos7y 一 (C 一 0) ?十 208 (1 — cosy). 
但 是 


六 absiny=8， 


因此 
一 1 一 COS7Y 
c= (a 0 +45 smy 


* 53 。 





上 式 右 端 第 二 项 是 常数 ， 第 一 项 当 ea 一 时 变 为 零 ， 而 在 所 有 其 它 的 情况 下 都 是 正 的 . 
因此 ， 如 果 三 角形 是 等 腰 的 ， 那 么 c:， 从 而 <， 达到 最 小 值 ， 这 时 

ab/ 

【解法 2 】 我 们 证 明 ， 如 果 三 角形 是 等 腰 的 (a=6)， 那 么 边 c 有 最 小 的 长 度 . 假设 入 dv 
BC 是 满足 本 题 条 件 的 等 腰 三 角形 ， 作 一 任意 的 三 角形 ， 使 其 有 同样 的 面积 ， 且 对 于 这 两 个 
三 角形 ， 角 是 公用 的 ， 新 三 角形 的 边 CA, 比 人 A,BsC 的 边 C4o 长 .我 们 得 到 人 4 81C (图 
25) ， 因 为 点 4, 在 边 C4, 的 延长 线 上 ， 所 以 点 8, 应 该 在 人 4,BsC 的 边 
B,C 上 . 

和 人 4,418, 的 面积 和 和信 A4686B， 的 面积 相等 ， 而 边 4,B, 公用 .因此 
点 4, 和 5, 到 线段 4, 3, 是 等 距 的 ， 即 四 边 形 4,B,B,4, 是 梯形 . 此外， 
LBB,A,>L BiB,Ay= A BAC»>LB,AA, (外 角 大 于 和 它 不 相 邻 的 
内 角 ) ， 

于 是 ， 我 们 将 原 题 化 为 证 明 下 面 的 引 理 . 

引 理 ， 如 果 把 不 等 腰 梯 形 的 角 分 成 两 组 ， 靠 上 底 的 两 个 角 为 一 组 ， 网 2 
靠 下 底 的 两 个 角 为 一 组 ， 那 么 在 每 一 组 角 中 ， 小 角 的 顶点 是 梯形 的 两 个 对 角 线 中 较 长 的 对 角 
线 的 端点 ， 

假设 PQRS 是 不 等 腰 的 梯形 ，PQ/1 SR (图 26) , 且 和 SPQ>4PQR. 

假设 3' 是 顶点 5 关于 底 边 PQ 的 中 垂 线 的 对 称 点 . 点 
5' 位 于 底 边 SR 的 延长 线 上 顶点 R 的 外 边 ， 人 5$' RP 是 
入 SRP 的 外 角 ， 所 以 C5’ RP>> 人 5’ SP>3 3SQ， 根据 
对 称 性 , ZS’5Q= 二 人 S55’ P， 由 于 在 APRS 中 ,人 5’ RP . 
大 于 RS’ 己 ， 所 以 8 P>RP. 因 为 根据 对 称 性 3S' P=3Q， 
”所 以 由 最 后 一 个 不 等 式 得 出 ，SQ>RP， 图 26 

【解法 3 】 我 们 研究 所 有 面积 为 8$， 一 个 角 等 于 给 定 的 角 y 的 三 角形 .如果 在 这 些 三 角 
形 中 ,能 找到 这 样 一 个 三 角形 , 它 的 和 角 y 相 对 的 边 c 比 其 它 的 三 角形 的 对 应 边 都 短 ， 那 么 我 
们 将 所 有 的 三 角形 都 缩小 ， 使 得 在 所 有 的 三 角形 中 ， 和 和 角 yy 相对 的 边 的 长 度 都 等 于 “, 显然， 

被 “缩小 ”后 的 三 角形 的 面积 比 原来 面积 9 要 小 . 
这 样 一 来 ， 我 们 原来 的 问题 化 成 下 面 的 问题 ， 在 所 有 具有 公共 边 以 及 和 它 相 对 的 角 等 于 
给 定 角 y 的 三 角形 中 ， 求 面积 最 大 的 三 角形 . 

这 种 三 角形 的 顶点 C 的 轨迹 是 立 于 这 一 公共 边 的 线段 上 且 其 张 角 为 y 的 圆 弧 .在 所 研究 
的 三 角形 中 ， 顶 点 C 到 公共 边 最 远 的 三 角形 具有 最 大 的 面积 ， 即 顶点 C 为 含 角 yY 的 圆 弧 与 公 
共 边 的 中 垂 线 的 交点 时 ， 三 角形 有 最 大 的 面积 ， 显 然 ， 这 个 三 角形 是 等 腰 三 角形 . 

于 是 ， 在 所 有 具有 已 知 面积 5S 和 顶点 C 的 顶 角 为 y 的 三 角形 中 ,等 腰 三 角形 的 角 Y 所 对 
的 边 基 有 最 小 的 长 度 . 











28 ， 假 设 z 一 2 (2 一 1)， 这 里 2 一 1 是 素数 . 证 明 ; 数 4 的 所 有 不 等 于 nn 本身 的 约 数 
之 和 恰好 等 于 7 

{证 明 】 我 们 写 出 数 n==2'-'q (这 里 的 数 49 二 2 一 1 是 素数 ) 的 一 切 小 于 它 自 己 的 约 数 ( 见 
§ 21) : : 
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1, 2, 2?,.…,， 2?™,， 2 
gq, 2g9, 2°g, *…, 2 "9. 
无 论 是 第 一 行 的 数 ， 或 是 第 二 行 的 数 ， 都 构成 一 等 比 数列 ， 计 算 这 两 个 数列 的 和 ， 我 们 
得 到 
2 一 1 一 9 和 9(02? 一 1 二 7 一 9 
于 是 ， 数 #4 的 一 切 约 数 〈 除 去 本 身 之 外 之 和 等 于 wn， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 


$28. 关于 完全 数 


如 果 正 整数 4 的 小 于 它 自身 的 正 约 数 之 和 等 于 n， 那 么 数 n 叫做 完全 数 ， 欧 几 里 得 就 研 
究 过 这 种 数 (在 他 的 《几何 原本 》， 卷 中 ). 最 小 的 完全 数 等 于 2 (2 人 一 1) 二 6 二 1 十 2 十 3， 

由 公式 4 二 2 (2 一 1) (其 中 p 和 2? 一 1 是 素数 ) 能 够 得 到 的 只 是 偶 完全 数 ， 进 一 步 可 以 
证 明 : 这 个 公式 可 以 得 到 所 有 的 偶 完全 数 ， 直 到 如 今 ， 下 面 的 问题 还 没有 解决 

1) 偶 完全 数 的 集合 是 有 穷 的 还 是 无 穷 的 ? 

2) 存在 奇 完全 数 吗 ? 


29 .如果 值 
xXx=sina, y=sinpg 
给 定 了 ， 那 么 表达 式 
5 一 Sin(cw 十 0) 
在 一 般 情 况 下 有 四 个 不 同 的 值 . 写 出 联系 x+，y 和 z 的 方程 , 但 不 许 包含 根 式 和 三 角 函 数 ， 并 
求 使 s=sin(a+B) 有 少 于 四 个 值 的 x 和 >y 的 值 . 
【 解 】1) 如 果 sing 一 +，sin8 二 y， 那 么 
cosa 二 十 V1 一 x?， cospB= 土 V1 一 y’， 








因此 . 
zs=sin(a+f)=sinacos p+ cosasin 0 
具有 下 面 四 个 值 
z=x/I—y + yYITx, 
rit A A 
sx M1-—y YM 
-82= XV1T YTyY Lx (1) 
方程 


(2— 8) (2 8) (2— 8) (2 2)=0 
的 根 是 2,, 一 z1, 21, 一 22， 去 掉 括号 并 按 zs 的 降 宕 排列 ， 我 们 得 到 


2 一 (2? 十 2z3)z? 十 2?22 二 0， (2) 


zs?+ as3—=2[((xy 1l—y CYIVI~x Y=2 (22 一 2x272 十 32)， 
3718 一 (MT 一 季子 一 (NT 一 2 一 后 一 2 
将 这 些 表 达 式 代入 方程 (2 )， 我 们 得 到 
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g4 一 2 (XI—2Xx yy 2x y? 2 一 0， (3) 
它 便 是 所 要 求 的 方程 . 
2) 方程 (3 ) 有 由 公式 (1 ) 确 定 的 四 个 不 同 的 根 (如 图 27 所 示 ). 如果 
4) 5 一 土 5?， 


b) 2 一 一 2 或 5 一 一 352， 








那么 方程 (3 ?的 根 的 个 数 少 于 4 . 
由 情形 a) 得 
ywWT 一 2 一 0 
或 者 xV1 一 y 二 0. 
第 一 个 等 式 当 y= 二 0 或 x? 二 1 时 成 立 ， 
第 二 个 等 式 当 x 二 0, y ?二 1 时 成 立 . 因 
此 情况 a) 当 x 或 y 取 值 0, 1 或 一 1 时 成 立 ， 图 27 
由 情形 5) 得 


x I 二 yW I 
即 

XO—y)=y (~— Xx’). 
因此 x 二 y? 或 y= 二 土 x. 


30 ， 假 设 4, 3, C, D 是 萎 形 的 项 点 . 我 们 用 
kj 表示 通过 顶点 8, C, DD 的 圆 ; 
;表示 通过 顶点 4, C, DD 的 圆 ; 
k; 表 示 通 过 顶点 4, 3, DD 的 圆 ; 
:表示 通过 顶点 4, B,C 的 圆 . 
证 明 ， 圆 %, 和 ;在 顶点 8 的 交角 等 于 圆 , 和 ,在 顶点 4 的 交角 . 
【 证明】 我 们 注意 ， 两 曲线 在 交点 处 的 夹 角 是 指 过 这 点 所 作曲 线 的 切线 之 间 的 夹 角 . 
我 们 所 要 证 明 的 断言 不 仅 对 萎 形 是 正确 的 ， 而 且 对 任何 是 四边 形 @ (图 28)， 甚 至 对 非 凸 
”四边 形 (图 29〉 也 是 正确 的 .可 用 下 面 的 方法 来 证 实 这 一 点 . 





图 28 图 29 





QO 多边形 叫做 凸 的 ， 如 果 它 完全 包含 了 连接 它 的 任意 两 点 的 线段 ， 
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在 图 28 中 ， 用 相同 字母 表示 的 角 是 相等 的 . 此外， 在 点 4 8, CD 有 下 列 关系 式 
?+ 十 十 s 二 180”， s 十 y 二 t= 二 180°， 
t 十 xX 十 zu 一 180“， UU 十 y 十 + 二 180". 


因此 (7 十 守信 一 全 十] 站 二 (全 于 的 一 (二 ?六 二 0， 
去 掉 等 式 左边 的 括号 ， 我 们 得 到 
2 (X 一 轨 三 


由 此 得 到 x==y， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 
所 有 的 论证 对 图 29 仍 然 有 效 . 
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八 、1904 年 一 1908 年 试题 及 解答 


31 .， 证明， 对 于 圆 内 接 凸 五 边 形 ， 如 果 它 所 有 的 角 都 相等 ， 那 么 它 的 边 也 都 相等 . 
【证 明 】 我 们 证 明 以 五 边 形 A,4, A,A,4, 的 顶点 4,， 4，4 和 4，4，4 为 顶点 的 
三 角形 是 全 等 的 (图 30). A 


事实 上 ， NN 
4 A, 一 A,4, 9 用 A 


此 外 ， 根 据 本 题 条 件 
L444,= /4,4,4, 





和 A1™—— A2 
LAA,4,= /4,4,4,, 图 30 
因为 它们 是 对 应 于 同一 圆 弧 的 圆周 角 . 从 A4,4 4. 和 信 4;4,4, 全 等 推出 


4, 4, = A, 4,. 
用 同样 的 办 法 证 明 ， 可 以 得 到 
AsA= 4,4,= A4,= 4 4,= A;4,. 
所 作 的 证 明 对 于 有 奇数 个 边 的 多 边 形 仍然 有 效 ， 但 是 ， 对 于 有 偶数 个 边 的 多 边 形 ， 本 题 
新 言 是 不 对 的 ， 和 矩形 便 是 一 例 . 








32 . 证明， 当 且 仅 当 方程 


(十 ) 


yi 十 282z 十 … 十 7 二 4 一 3 


没有 非 负 整数 解 时 
Xj 十 2Xy 十 … 十 hx, 二 4a 
没有 正 整 数 解 “4 是正 整数 ) 
【证 明 】 数 x,，x;，…，Xx, 满足 方程 
X1 十 2X3 十 … 十 AIXn 二 0 (1) 
的 必要 充分 条 件 是 ， 数 \y 三 x/ 一 1，yz 王 XYy 一 1，…， 儿 二 Xx, 一 1 满足 方程 
(yi 十 1 二 2607s 十 4) 十 十 Rn(Y, 十 1) 二 a、 
不 难看 出 ， 上 式 … 变 成 下 面 的 形式 
了 二 2 十 十 2 一 4 一 


因此 ， 当 且 仅 当世 是 非 负 整 数 时 * 是 正 整数 . 

这 样 一 来 ， 任 何 一 组 满足 方程 (1) 的 值 (x, ，* ，…，x ) 和 满足 方程 〈2 ) 的 某 一 
组 值 (y;，y;，…，y,) 相对 应 . 不 仅 如 此 ， 而 且 任 何 一 组 值 (2 ， 妃 ，…， 名 )， 除 了 和 
满足 方程 (1) 的 某 一 组 值 (x; ，x;，…，Xx) 相对 应 的 以 外 ,都 不 是 方程 (2 ) 的 解 . 因 
此 , 方程 (1) 和 (2) 具有 相同 组 数 的 解 . 
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n(n+l1) 
2 . 





33 .假设 44: 和 3,8, 是 矩形 的 对 角 线 ，O 是 它们 的 交点 .确定 (并 用 几何 图 形 表 

示 ): 点 己 在 什么 位 置 时 ， 才 能 同时 满足 不 等 式 : 
AP>OP, A,P~OP, B,P>OP, B,P>OP. 

【 解 】 不等式 4 已 >OP 当日 仅 当 点 了 和 和 点 品位 于 线段 440 的 中 型 线 的 同一 侧 时 成 立 
(图 31). 

因此 ， 满 足 本 题 条 件 所 要 求 的 所 有 不 等 式 的 点 了 的 胃 
迹 是 以 线段 O04,，0OB,，O4,;，03, 的 中 垂 线 为 边界 有 昌 包 
含 点 〇 的 半 平 面 所 交 成 的 区 域 的 内 部 .以 线段 04, ,04， 
的 中 垂 线 为 边界 的 半 平 面 所 交 成 的 是 以 这 两 条 直线 为 边界 
的 带子 ， 以 线段 08,，08, 的 中 垂 线 为 边界 的 半 平 面 所 交 
成 的 也 是 以 这 两 条 直线 为 边界 的 带子 . 因此， 满足 本 题 条 
件 要 求 的 所 有 不 等 式 的 点 ? 充满 了 由 两 个 带子 相交 而 成 的 图 31 
平行 四 边 形 的 内 部 ， 根 据 作法 ， 这 个 平行 四 边 形 关于 它 自己 的 对 角 线 一 一 矩形 4 8, 4,B, 的 
对 称 轴 -一 是 对 称 的 .所 以 ， 所 要 求 的 点 了 的 轨迹 是 一 菱形 的 内 部 . 








34 .方程 组 
十 py 一 0， Xx+y=p, 
(其 中 2 和 了 是 给 定 的 自然 数 ) 有 正 整 数 解 (x，y，z) 的 必要 充分 条 件 是 什么 ”再 证 明 . 
这 样 的 解 的 个 数 不 能 大 于 1. 
【 解 】 给 定 的 方程 





x py=n, 2 十 J pr 
中 的 第 二 个 方程 仅 当 P 让 1 时 有 正 整 数 解 (XY，y》，2). 
于 是 ， 我 们 假定 p>1， 满 足 原 方程 组 的 值 * 和 这 时 可 以 表示 成 下 面 的 形式 


一 pe 一 1 7 一 1 
万 一 工 刀 一 | p—1 





万 一 











对 所 有 的 正 整数 = ， 


pi"'— 1 
p—!l 





= 十 Pp 十 … 十 1 
及 | 


Pl 1 二 一 = 一 EE 
万 二 一 六 十 二 


都 具有 整数 值 . 由 此 根据 关系 式 (1) 和 “(2) 推出 ， 当 且 仅 当 数 4 一 1 是 P 一 1 的 信和 数 时 
x 和 具有 整数 值 . 

由 关系 式 (1) 和 (2) 得 到 的 x* 和 儿 仅 在 

p>n >p: 

时 是 正 的 . | 

换 句 话说 ， 数 7 应 该 在 数 的 两 个 连续 的 乘 寡 之 间 ， 而 z 应 该 取 数 的 两 个 寡 指 数 中 最 
小 的 那 一 个 . 

于 是 原 方程 组 有 正 整数 解 的 必要 充分 条 件 是 下 列 三 个 条 件 
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1) .p>1; 

2) (一 1) 是 (p 一 1) 的 倍数 〈 因 此 ?不 能 小 于 2); 

3) 4 不 等 于 数 P 或 p 的 整数 次 响 . 

如 果 所 有 这 三 个 条 件 都 满足 ， 那 么 原 方程 组 有 且 仅 有 一 组 解 . 为 了 得 到 这 一 组 解 ， 必 须 
用 上 面 所 说 的 方法 来 选取 zs， 而 x 和 外 按 关系 式 (1) 和 (2) 算出 . 


. 35 ， 单 位 正方 形 被 平行 于 边 的 直线 分 成 相等 的 9 部 分 , 并且 删 去 正中 间 的 一 部 分 。 剩 下 
”的 8 个 小 正方 形 每 一 个 也 被 平行 于 边 的 直线 分 成 相等 的 9 部 分 ， 正 中 间 的 部 分 也 删 去 . 然后 ， 
对 剩 下 的 每 一 个 正方 形 进行 类 似 的 做 法 ， 假 设 这样 的 做 法 重复 x 次 ， 问 


1) 边 长 为 训 的 正方 形 有 多 少 ? 


2)” 当 # 无 限 增加 时 ， 在 次 之 后 所 删 去 的 正方 形 的 面积 之 和 的 极限 等 于 什么 ? 
【 解 】1) 在 第 一 次 划分 并 从 所 得 到 的 9 个 正方 形 中 删 去 一 个 正方 

形 后 ， 剩 下 8 个 正方 形 (图 32)， 第 二 次 划分 后 得 到 8 x9 个 正方 形 ， 从 

它们 之 中 删 去 8 个 正方 形 剩 下 8 个 正方 形 (图 32). 如 果 这 样 重复 x 次 ， 

那么 将 剩 下 8 个 正方 形 ， 它们 每 一 个 的 边 长 等 于 1/3" 
2) 在 第 2 步 之 后 所 剩 下 的 正方 形 的 面积 之 和 为 


而 删 去 的 正方 形 的 面积 之 和 为 





当 ? 充 分 大 时 ， 量 【-】 可 为 任意 小 ， 为 了 证 实 这 一 点 ， 我 们 来 研究 号 的 倒数 . 数 - 晤 大 
于 1. 数 包 的 任 一 次 乘客 是 由 前 一 次 乘 军 乘 上 《1 二 去) 得 到 的 ， 即 当 寡 指数 ”增加 1 时 ， 


量 (号 ) 比 它 上 一 次 乘 里 增加 埋 倍 ， 因 此 ， 量 (号) 可 以 取 任 意 大 的 值 ， 它 的 倒数 当 充 
分 大 时 可 以 取 任 意 小 的 值 *. 
于 是 ， 当 ?无 限 增加 时 ， 由 原 正方 形 所 删 去 的 正方 形 的 面积 之 和 趋向 于 1 ， 
8$ 29， 贝 努 里 不 等 式 @ 


在 35 题 的 解答 中 ， 所 要 证 明 的 断言 ( 饼 ) -~0 被 并 不 是 更 明显 的 断言 ( 昌 》 一 < 所 代 
逢 ， 从 实质 上 来 说 后 一 个 断言 是 未 证 明 的 ， 精 确 的 论证 可 以 借助 于 下 面 的 初等 不 等 式 来 进 
行 

如 果 a > 一 1 且 ">1， 那 么 
(+a >1+n, 





@ 俄 译 编辑 所 加 . 
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贝 努 里 不 等 式 ). 

为 了 证 明 这 个 不 等 式 ， 我 们 利用 完全 数学 归纳 法 。 对 于 ”= 1， 不 等 式 成 立 ( 归 纳 基础 ). 

假设 它 对 ”一 1 成 立 〈 归 纳 假设 ) ， 即 
(1 十 aa 一 >1 十 (2 一 1)a， 
将 这 个 不 等 式 两 边 乘 以 正 数 1 十 a， 我 们 得 到 
(1 二 +a)" 二 (十 a) (二 a)" 之 (十 a) [1+ (2 一 1)a] 
一 1 十 axN 十 a2? (4 一 1) 之 1 二 an，, 

即 所 要 证 明 的 不 等 式 对 于 也 是 成 立 的 根据 数学 归纳 原理 〈 见 $》3), 贝 努 里 不 等 式 对 所 有 
的 自然 数 4 都 成 立 . 

现在 我 们 有 : 当 n 一 co 时 ， 


36 .在 和 八 48C 的 边 48 上 取 一 点 C, ， 它 在 顶点 4 和 3 之 间 ， 连接 线段 CC, ， 过 顶点 
4 作 平 行 于 线段 CC, 的 直线 ， 和 边 BC 的 延长 线 相交 于 点 4, ， 过 项 点 B 作 平 行 于 线段 CC 的 
直线 ， 和 边 4C 的 延长 线 相交 于 点 8, . 证明， 
1 1 1 
AAt BB To 
【证 明 】 因 为 线段 44,，2BB, 和 CC 平行 〈 图 33) ,所 以 AC4C， 
和 和信 8,48B 相似 ， 人 CBC, 和 信 4,84 相似 . 
由 对 应 边 的 关系 
CC, : BB8= AC, : 4B, 
CC,: A,A=C,B: AB 








得 到 








CC, CC _ AC+HCB_ AB_| 图 33 
44 BB AB ~ “AB 
于 是 
1 1 __l 
AATHA- CO,, 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 


37 ， 证 明 ， 任意 一 个 角 的 正弦 和 余弦 可 以 用 有 理 数 表示 , 在 而 且 仅仅 只 有 在 下列 情况 
下 : 这 个 角 的 半角 的 正切 或 者 是 有 理 数 ， 或 者 是 不 确定 的 . : 
【证 法 1 】 因 为 


> A 
sina = 2c0s3 Sin- ， (1) 


cosa 一 cos: — sin’$ ， (2) 





os P24 : 20 
1 Cos 了 十 Sin 了 ， (3) 


。 61 ， 





所 以 








» a 全 "0 到 
2sin3 Cos : SS 7 Sn 
Sin w 一 ， Cosa= ， 
3 0 3 . 2 
coOS 十 Sin ?一 Cos 二 十 Sin2 一 
2 2 2 十 2 


如 有 果 tg 六 7 是 确定 的 ， 因而 cos 忆 与 不 为 零 ， 那么 右边 的 表达 式 的 分 子 分 母 可 以 用 cos? 


于 是 ， 在 这 种 情况 下， 关系 式 


2tg 了 1-tg’$ 
Sina 三 一 一 一 一 ， COSaw 一 
1+ tg’ 可 l+tg 5 


是 正确 的 . 


如 果 tg 儿 取 有 理 数 值 ， 即 可 以 表示 成 两 个 整数 的 比 w/w 的 形式 ， 那 么 
Sinw 一 一 


了 
a » 5S0S4 二 天 5 二 7 


于 是 ， 如 果 !g 防 是 有 理 数 ， 那么 sing 和 cosa 也 是 有 理 数 . 


a 
开除 


如 果 te 志 是 不 确定 的 ， 那 么 cos 乞 = 0， 因 此 sin 儿 = 土 1 将 这 些 sin4 和 conS 的 值 代 
入 到 关系 式 (1) 和 (2) ， 我们 得 到 sina= 0，cosa== 一 1， 于 是 ,在 这 种 情况 下 , 和 前 一 


种 情况 一样， sina 和 cosa 也 具有 有 理 数 信 . 
现在 我 们 来 证 明道 命题 ， 由 关系 式 (1) 一: 3 ) 推出 
1 十 cosa 二 2cos: 殷 
和 


sina 一 te& 
1 十 cosw ‘82- 


因此 如 果 sinw 和 cos x 具有 有 理 数 值 ， 且 1 十 cosa 不 等 于 零 ， 那 么 sg 人 也 具有 有 理 数 信 


如 果 1+cos a 二 0， 那 么 由 关系 式 ‘5) 有 cos 儿 = 0， 因 而 霹 仿 不 确定 . 


【 证 法 2 】 我们 借助 于 单位 圆 来 确定 角 的 三 角 函 数 . 这 时 cosa 二 x+，sina 二 yy， 其 中 广 


各 7 是 单位 图 周 上 的 点 P 的 坐标 (图 34). 
由 圆心 角 和 贺 筷 角 之 间 的 关系 得 .A240 二 所 ,如 果 直 线 


AP 的 斜率 等 于 训 ( 即 如 果 tg 信 一 zm)， 那么 直线 8P 的 斜率 等 于 


一 充 ， 如 果 sing 和 cosa 是 有 理 数 ， 那 么 直线 4P 的 斜率 〈 即 


tg 也 是 有 理 数 ， 反 之 ， 如 果 w 是 有 理 数 ， 那 么 当 写 出 直 ~ 
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线 4P 和 83P 的 方程 


2 二 mm(X 十 1) 和 和 y= 一 超 (x 一 1) 
时 ， 不 难 求 出 它们 的 交点 了 的 坐标 是 有 理 数 .因此 ，sina 和 cosa 是 有 理 数 . 


38 ， 在 获 形 的 边 上 向 外 作 正 方形 ,这些 本 方形 的 趾 心 古 K、Z、M、N. 证 明 ; 四 边 形 XLMN 
古 小 方形 . . 
【 证 法 1 】 萎 形 以 及 和 在 它 边 上 向 外 作 的 正方 形 所 构成 的 图 形 关于 菱形 的 对 角 线 是 对 称 
的 ， 即 关于 两 个 相互 垂直 的 轴 是 对 称 的 ， 于 是 四 边 形 KZAM N 对 于 这 两 个 轴 也 是 对 称 的 ， 因 
为 它 的 顶点 不 在 对 称 轴 上 ， 所 以 四 边 形 *ZMNN 是 和 矩形， 并 且 它 的 中 心 和 对 称 轴 〈 莹 形 的 对 
角 线 ) 的 交点 〇 相 重 合 . 

为 了 完成 证 明 ， 只 须 证 明 算 形 *KXZMNN 的 对 称 中心 O 和 顶点 的 连 线 和 萎 形 的 任 一 对 角 
线 构 成 45 "的 角 (图 35) ， 这 实际 上 是 对 的 ， 因 为 四 边 形 4K80 的 对 角 ABOA 和 ABKA 都 
是 直角 ， 于 是 4K BO 内 接 于 一 圆 ， 因此 .56OK= /BAK=45., 

【证 法 2 】 我 们 证 明 更 一 般 的 断言 代替 菱形 ， 我 们 研究 任意 的 平行 四 边 形 43CD .在 
它 的 一 个 边 上 ， 例 如 在 BC 上 ， 作 一 个 正方 形 ， 而 在 这 个 正方 形 的 每 一 个 边 上 作 和 平行 四 边 
形 4B8CD 全 等 的 平行 四 边 形 ， 如 图 36 所 示 . 正方 形 的 一 个 顶点 发 出 的 但 又 不 和 正方 形 的 边 重 





图 35 图 36 

合 的 两 个 平行 四 边 形 的 边 相 等 且 相 互 垂直 ， 我 们 将 这 些 由 正方 形 的 一 个 顶点 发 出 的 每 一 对 边 ， 
补充 成 一 个 正方 形 . 在 边 8C 上 作 正 方形 所 得 到 的 图 形 当 绕 着 中 心 民 旋转 90 "时 ,又 得 到 了 它 
自身 ， 而 在 平行 四 边 形 的 边 43 上 所 作 的 正方 形 的 中 心 天 旋转 到 在 边 CZ 上 所 作 的 正方 形 的 
中 心术 这样 一 来 ， 汶 KLM 是 等 腰 直 角 三 角形 . 当 围 绕 平行 四 边 形 的 中 心 旋转 180° 时 , 八 K 
ZM 和 A.MNK 重合 ， 因此， 四 边 形 XLM NN 是 正方 形 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 

【证 法 3 】@ 我 们 仍 对 43CDD 是 平行 四 边 形 的 情形 来 证 明 本 题 ， 设 4C 与 38D 相交 于 OO， 
LZ.MN KK 是 以 边 8C CD， D4,45 向 外 作 的 正方 形 的 中 心 (图 37). 


在 ，C4P 中 ， 点 O 和 工分 别 是 边 C4 和 CP 的 中 点 ， 所 以 OZ 之 市 4P， 在 人 DRB 中 ， 





@ 系 中 译 者 所 加 . 
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点 N 和 0 分别 是 边 DR 和 DB 的 中 点 ， 所 以 ON 上 却 RB. 因 为 


ARL PB ， 所 以 APBR 是 平行 四 边 形 ， 于 是 4P2RB.， 因 此， 
线段 OE 和 ON 都 和 R83 平行， 于 是 N、O、 工 在 一 直线 上 , 是 






OL=ON= 方 RB，NLLRB， 同 理 可 证 , 点 M、O、K 在 一 直 


线 上 , OM=OK= 廊 DQ, 有 MK4DQ. 


对 于 八 4QD 和 八 4BR 来 说 ， 如 果 将 八 4QD 绕 点 4 旋转 
90° 便 和 和 八 4BR 重 合 ， 于 是 R81 DQ， 且 RB DPQ. 由 上 面 的 8 图 37 
证 明 便 可 推出， MKINL, 有 OZ=OM=ON=OK. 于 是 四 边 形 太 LM NN 是 正方 形 . 


注 ， 当 4B8CD 不 是 平行 四 边 形 ， 而 是 任意 四 边 形 时 ， 本 题 断 言 不 再 成 立 了 ， 但 是 不 管 483CD 是 同 四 
边 形 或 非 凸 的 四 边 形 ， 仍然 有 MK LN ZL 和 MK=NL. 

我 们 把 它 叙 述 成 下 面 的 命题 . 

命题 、 设 48CD 是 任 一 四 边 形 〈 吕 的 或 非 吓 的) ， 分 别 以 边 3C，CD，DA，48 为 边 长 作 正 方形 ， 
而 且 这 些 正方 形 是 这 样 作 的 ， 当 我 们 沿 着 正方 形 的 边 从 8 走 到 C， 再 从 C 走 到 D， 吕 走 到 4，4 走 到 38 时， 
所 作 的 正方 形 总 在 我 们 的 右 〈 左 ) 手边， 如 果 这 些 正方 形 的 中 心 顺 次 为 ZL，M，N，K ， 那 么 LN 和 MK 垂 
直 且 相等 . 

我 们 简单 给 出 证 明 如 下 . 

设 3 刀 是 四 边 形 48CD 的 一 条 对 角 线 ， 而 且 完 全 东 在 48CD 内 (图 38、39). 设 点 O 是 8D 的 中 点 ， 





于 是 OK 1/ DQ， 且 OK= 专 PQ，ON 1 RB， 且 ON 一 睫 RB， 由 于 将 八 4DQ 施 转 90° 后 ， 将 和 和信 4RB 重 





图 38 图 39 
合 ， 所 以 DQ 1 RB， 且 DQ= RB， 于 是 OK | ON， 有 日 OK= ON. 同 理 可 证 ,， OM | OL, OM= OF. 
由 于 我 们 对 这 些 正方 形 的 作法 的 规定 ， 于 是 当 OK 绕 点 O 按 某 一 方向 旋转 90" 和 ON 重合 时 ，O MH 绕 点 
0 也 按 这 一 方向 旋转 90“ 和 OLZ 重 合 。 这 就 是 说 ,将 人 OK M 旋 转 90 "时 ， 它 和 AO NL 重合， 于 是 MK 和 LN 
垂直 且 相 等 . 


39 . 假设 0 ， U7, 是 数 1， 2， “1 2z 的 某 种 排列 ， 证 有 明 : 如 果 半 是 奇数 ,,: 则 乘 
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积 
(01 — 1) (a ~— 2 (0,— 7) 
是 偶数 . | 
【证 法 1 】 设 x 二 2x 十 1(% 是 某 一 个 整数 ) 表 示 乘 积 
(2 — 1) (as 一 2… (au 一刀) 
的 因子 的 个 数 . 
每 一 个 因子 包含 两 个 数 ， 被 减 数 和 减 数 . 在 这 些 数 中 有 多 少 个 奇数 呢 ? 
在 被 减 数 中 和 减 数 一 样 ， 都 有 (ET TD 个 奇数 ， 即 
1 一 2x1l 一 1， 3=2xXx2~—1, …, 7=2(k+ 1 一 1 . | 
这 样 一 来 ， 在 所 研究 的 表达 式 中 ， 总 共有 2 (十 1 一 2+ 1 个 奇数 .但 是 由 于 只 有 * 个 因 
子 ， 所 以 至 少 有 一 个 因子 包含 两 个 奇数 ， 奇 被 减 数 和 奇 减 数 ， 这 样 的 因子 是 偶数 ， 因 而 整个 
乘积 是 偶数 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 太 
【证 法 2 】 因 子 的 总 个 数 是 奇数 ， 而 这 些 因子 的 和 等 于 零 (w 一 D) 十 (2 一 2) 十 … 十 (2 一 
一 27) 二 0, 零 为 偶数 ， 如 果 所 有 的 因子 都 为 奇数 ， 那 么 它们 的 和 应 该 是 奇数 . 因此， 至 少 有 一 个 
因子 是 偶数 ， 于 是 因子 的 乘积 是 偶数 . 


8 30， 狄 里 希 利 原理 @ 


在 解 题 时 (例如 在 39 题 证 法 1 中) 常用 到 一 个 原理 ， 它 可 直观 地 叙述 如 下 : 如果 有 多 于 
三 根 的 火柴 ， 那 么 无 论 我 们 怎样 把 它们 装 到 三 个 火柴 愈 中 去 ， 至 少 有 一 个 火柴 盒 装 有 多 于 一 
根 的 火柴 ， 这 个 原理 〈 所 谓 狄 里 希 利 原理 ) 可 比较 抽象 地 叙述 成 下 面 的 形式 ， 如 果 把 多 于 
个 的 物体 放 在 ”个 位 置 上 ， 那 么 至 少 在 一 个 位 置 上 有 多 于 一 个 的 物体 . 


40 .假设 和 9 是 两 个 奇 整数 . 证 明 ;， 方程 
2 十 20xr 十 29 一 0 
不 可 能 有 有 理 根 , 
【证 明 ]】 1) 车 PP 和 9 是 奇数 ， 则 方程 
xX? 十 2px 十 29= 二 0 
的 根 不 可 能 是 奇数 . 
事实 上 ， 当 x 是 奇数 时 ， 二 次 三 项 式 x’ 十 2px 十 29 的 最 高 次 项 x* 具 有 奇数 值 ， 而 它 的 线 
性 部 分 2px 十 29 是 偶数 .因此 ， 当 x 是 奇数 时 ， 二 次 三 项 式 x 十 2px 十 29 取 奇数 值 ， 因 此 不 
可 能 为 零 . 
2) 二 次 方程 
2X2? 十 2Px 十 29 一 0 
的 根 不 可 能 是 偶数 . 
事实 上 ， 如 果 是 偶数 ， 那 么 x? 十 2px 能 被 4 整除 ， 而 这 时 常数 项 被 4 除 时 余 2 . 因此 ， 
Xx? 十 2PX 十 2g 被 4 除 时 也 余 2 ， 从 而 不 可 能 变 为 零 . 
3) 二 次 方程 
@ 在 我 国 常 称 为 “ 抽 慑 原则 ”， 一 一 中 译 者 注 
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Xx? 十 2pX 二 29 一 0 
的 根 不 可 能 是 有 理 分 数 ， 
事实 上 .给 定 的 方程 不 难 变 成 下 面 的 形式 
(十 D7 =p’ ~ 20. 
如 果 x 是 有 理 分 数 ， 那 么 + 十 P 也 是 有 理 分 数 ， 它 的 平方 不 可 能 等 于 整数 ?一 29 尺 


8 31， 整 系数 代数 方程 


4 题 的 后 一 部 分 证 明基 于 下 面 的 事实 ， 有 理 分 数 的 平方 不 可 能 是 整数 ， 它 是 下 述 结论 的 
特殊 情况 : 
如 果 代数 方程 
2 十 0 二 0 
的 系数 都 是 整数 ， 那 么 它 的 有 理 根 也 都 是 整数 
下 面 的 证 明 适用 于 任意 次 的 方程 ， 为 了 简单 起 见 只 研究 它 在 二 次 方程 的 情形 . 
设 具 有 整 系数 4 和 5 的 方程 


Xi art+ b=0 


有 有 理 根 ， 它 (按照 定义 ) 可 以 表示 成 * 一 寺 ， 其 中 ” 和 * 是 整数 ， 而 且 * 不 为 零 . 我 们 约 


定 ，” 和 s 是 互 素 的 ， 即 除 1! 外 ， 没 有 其 它 正 的 公约 数 (如 果 不 是 这 样 ， 数 + 和 * 可 约 去 不 
为 1 的 公约 数 ). 


将 + 二 代入 到 给 定 的 二 次 方程 且 乘 以 s， 我 们 得 到 
zj 十 C13 十 2052 一 0 ， (1) 
由 此 
7 二 一 (ar 二 bs)s. (2) 
如 果 s 的 绝对 值 大 于 1 ， 那 么 存在 一 个 素数 2 ， 它 能 整除 数 ; . 但 这 时 由 于 关系 式 (2)， 
数 7 也 能 被 整除 ， 像 了 $ 2 中 所 表明 的 ， 这 只 有 在 + 能 被 整除 时 才 有 可 能 ， 这 样 一 来 ， 素 
数 2 便 是 数 7 和 s 的 公约 数 . 这 与 7 和: 互 素 的 假设 矛盾 . 


于 是 ，» 的 绝对 值 不 可 能 大 于 1 ，; 又 是 整数 ， 因 而 只 能 等 于 1 ， 这 样 一 来 ，x== 闻 只 能 
是 整数 . 


41 ， 证 明 ， 写 48CD 内 任 一 点 了 到 平行 四 边 形 最 近 的 顶点 的 距离 不 超过 .A3C 的 外 接 
圆 半 径 &. 

【证 法 1 ] 因为 二 48CD 关 于 自己 的 中 心 是 对 称 的 ， 所 以 ,不 失 一 般 性 ， 可 以 假定 点 P 
在 人 48C 内 ， 或 在 边 4C (平行 四 边 形 的 对 角 线 ; 上， 如 果 我 们 能 证 明 线 段 了 24，28，PC 中 最 
短 的 一 个 不 超过 个 483C 的 外 接 圆 的 半径 ， 那 么 原来 的 断言 便 被 证 明了 .， 于 是 ， 如 果 我 们 证 
明了 下 面 的 定理 ， 问 题 使 解决 了 . 

三 角形 内 或 三 角形 的 一 边 上 的 任 一 点 了 到 离 它 最 近 的 项 点 的 距离 不 超过 外 接 圆 的 半径 
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我 们 先 证 明 如 下 的 引 理 ， 

位 于 直角 三 角形 内 或 它 的 边 上 的 任 一 点 了 到 和 斜 边 的 两 个 端点 中 的 任意 一 点 的 距离 不 超过 
斜 边 的 长 . 

如 果 点 己 在 直角 A46C 的 斜 边 上 , 引 理 的 断言 显然 成 立 . 

如 果 点 在 直角 和 4BC 内 (图 40) 或 在 它 的 一 个 直角 边 上 , 那 女 在 
人 A4BP 中 ,PAB 与 PB4 之 和 不 大 于 90". 因此 ， 人 ABP 中 最 大 d 
的 角 是 <A4PB8， 它 所 对 的 边 48 大 于 边 4P 和 BP. 全 

现在 我 们 利用 引 理 来 证 明 前 面 的 关于 任意 三 角形 43C 的 定理 . 图 各 

假设 4，3，C 是 所 研究 的 三 角形 的 项 点 〈 图 41 和 42)，4' ，B' ，C' 是 对 边 的 中 点 ，O 
是 外 接 圆心 ， 位 于 和信 428C 内 或 它 的 边 上 的 点 P 分 布 在 直角 三 角形 40B8'，B' OC，CO4' ， 





图 41 图 42 

4'OB，BOC' ,，C'O4 内 或 在 这 些 三 角形 的 某 一 个 的 边 上 . 例如 , 假设 点 己 在 直角 和 A4O8B 
内 ， 这 时 ， 根 据 我 们 所 证 明 的 引 理 得 

AP <AO=R. 

【证 法 2 】 只 要 证 明证 法 1 中 的 定理 就 行 了 ， - 

假设 O 是 和 48C 的 外 接 圆心 ， 如 果 点 已 和 点 O 重合 ， 那 么 定理 的 断言 显然 成 立 . 如 果 

点 己 蜡 于 点 CO ， 那 么 作 线段 CO 的 中 垂 线 ， 这 条 直线 或 者 把 三 角形 分 成 两 部 分 〈 图 43) ,或 者 
C 





图 所 

是 两 个 半 平 面 的 边界 ,, 其 中 一 个 半 平面 完全 包含 了 三 角形 (图 44)， 在 这 两 种 情况 下 , 点 P 至 
少 和 A 人 4BC 的 一 个 顶点 分 布 在 线段 PO 的 中 重 线 的 同一 侧 ， 这 个 顶点 到 点 P 的 距离 小 于 这 
个 顶点 到 外 心 0 的 距离 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 . : 


42 .假设 有 理 数 子 的 十 进 制 小 数 形 式 是 ， 


= 0. kkk 
证 明 : 在 数列 
0 一 10 六 一 妨 ， 01=10:— (10k + 2), 
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0 一 10 二 一 (10? 包 十 108 十 已 )，… 


中 至 少 有 两 个 重合 . 
【证 明 】 我 们 取 表 示 有 理 数 的 万 久久 的 严 位 ， 因 此 数 


-一 k, 
0. 色 名 ,二 鸡 + 才 + + 作 107 


不 大 于 rr/s， 而 这 个 数 加 上 1/10" 则 显然 超过 ~/ ， 


r kk k, 
0 < (B+ Ta + 人 
将 不 等 式 乘 以 10"， 我 们 得 到 非 负 数 


10"7 一 $5 (10" 向 十 10" 下 和 十 … 十 包 ) 
人 


中 - 训 





0, 二 





小 于 1. 因此 ， Om 的 分 子 只 能 取 数 0， 1， 2 ， ”9 5 一 1 中 的 某 一 个 . 换 名 话说 ， 序列 c，， 
0;，…，6。，… 的 每 一 项 可 以 视 它 的 分 子 等 于 数 0 ，1 ，2 ，.…，* 一 1 中 的 哪 一 个 来 分 成 s 
类 . 但 这 时 ， 在 前 *+1 项 中 一 定 能 找到 两 个 相等 的 , @ 


_ 证明， 如 果 4 和 “是 两 个 奇 整数 ， 那 么 ， 在 而 且 仅仅 只 有 在 “一 4 能 被 > 整除 时 ， 
六 才能 被 之 效 除 
”” 【证 明 】1) 大 家 知道 ，w 一 如 可 以 表示 成 数 4 一 2 十 ab 十 如 和 数 8 一 a 6 的 乘积 如 
果 B 能 被 > 整除 ， 那么 乘积 43 也 能 被 >" 整除 . | 
2) 因为 和 六 是 表 数 ， 所 以 4 一 好 十 ob 十 大 也 是 奇数 ， 因 此 4 和 和 2 是 互 素 的 ( 见 823). 
但 这 时 乘积 468 可 以 被 2 整除 仅仅 在 8 能 被 2 整除 的 时 候 才 有 可 能 


44 . 证明 当 ” 字 2 时 ， 任 意 直角 三 角形 的 斜 边 长 的 关 次 客 大 于 直角 边 的 地 次 寡 之 和 ， 
【证 明 ] 由 于 斜 边 < 大 于 直角 边 4 和 中 的 任何 一 个 ， 因 此 
er= +h eimai+bic-? >a +. 


45 ， 在 圆 内 有 两 个 不 同类 型 的 内 接 正 十 边 形 ， 一 个 十 边 形 ( 正 凸 的 ) 是 这 样 作 的 ， 圆周 
”被 分 成 十 个 相等 的 部 分 以 后 ， 用 直线 段 连接 相 邻 的 分 点 ， 另 一 个 十 边 形 ( 正 星 形 的 ) 这 样 作 . 
首先 圆周 被 分 成 十 个 相等 的 部 分 ， 然 后 将 每 一 个 分 点 和 与 它 相 距 3/10 圆 周 的 分 点 相连 接 . 证 
明 ， 星 形 正 十 边 形 的 边 长 和 正 凸 十 边 形 的 边 长 之 差 等 于 圆 的 半径 . 
【证 明 】 在 四 边 形 48OK 和 DEHK (图 45) 中 ， 对 边 彼此 平行 . 

因此 

AB= KO, HE =KD, 
由 此 得 到 

HE—AB=-KD— KO=OD. 








@ 最 后 这 句 话 可 由 8$30 的 狄 里 希 利 原理 推出 , 
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九 、1909 年 一 1911 年 试题 及 解答 


46 .， 证明， 在 三 个 连续 的 自然 数 中 ， 最 大 的 数 的 立方 不 可 能 等 于 其 它 两 个 数 的 立方 和 . 
【证 明 】 文 假设 ”一 1，2，2 十 1 是 三 个 连续 的 自然 数 ， 如 果 其 中 最 大 的 数 的 立方 等 于 
前 面 两 个 数 的 立方 和 ， 那 么 
(28 十 1)37 一 到 十 (2 一 1)7， 
或 者 同样 的 ， 
十 3? 十 37 十 1 二 下 十 一 322 十 37 一 1， 
由 此 得 到 
2 二 #7 (x 6). 
等 式 右 边 的 数 仅 当 2?>> 6 时 才 是 正 的 ， 但 这 时 它 不 可 能 等 于 2 ， 因 为 
n(n— 6)>36> 2. : 


8 32， 关 于 费 尔 蕊 大 定理 


46 题 的 断言 是 费 尔 马 给 出 的 〈 未 加 证 明 ) 下 述 定理 的 特殊 情况 ， 这 个 定理 是 ; 
对 任意 的 自然 数 4>2， 方 程 
XxX" 十 六 二 2 
没有 正 整 数 解 . . 

已 经 证 明了 这 个 (以 费 尔 马 大 定理 而 著称 的 ) 定理 对 于 所 有 * 过 5500 是 成 立 的 ， 但 是 在 
“一般 情况 下 证 明 费 尔 马 大 定理 的 所 有 尝试 至 今 始终 是 毫 无 成 效 的 ， 对 于 某 些 特殊 的 情形 却 不 
难 证 明 费 尔 马 大 定理 ，46 题 的 下 述 推广 就 是 如 此 

任何 三 个 构成 等 差 数列 的 整数 x，y，z 不 满足 方程 

XX 十 六 二 各， 
这 里 的 指数 zx> 1 是 奇 整数 . 
设 * 一 7) 一 和，s 一 十 dg， 其 中 7 和 4 是 某 整数 ， 将 方程 
(一 们 "十 加 一人 十 d) (1) 


所 有 的 项 除 以 妈 且 用 + 来 表示 有 理 数 改 ， 方 程 (1 ) 变 成 


(一 1 十 如 一 (十 1， 
去 掉 括 弧 并 合并 同类 项 ， 得 : . 
Pr—2Clt 一 2C3 人 一 一 2 一 0. (2) 
因为 这 个 方程 最 高 次 项 的 系数 等 于 1， 而 其 余 的 系数 都 是 整数 ， 所 以 方程 (2 ) 的 一 切 有 
理 根 只 能 是 整数 〈 见 $31). 
但 是 “〈 与 4 题 所 研究 的 方程 一 样 ) 无 论 是 奇 整数 或 偶 整 数 的 上 都 不 满足 方程 《2 ). 因 此 ， 
方程 《2 ) 在 有 理 数 范围 内 无 解 ， 故 无 任何 整数 7 满足 方程 (1 ). 
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47 . 证明， 任何 一 个 锐角 的 弧度 值 小 于 这 个 角 的 正弦 和 正切 的 算术 平均 值 . 

【证 明 】 假 设 2 是 单位 圆 的 弛 48 的 量 值 ， 我 们 过 点 4 作 强 48 的 切线 .用 吕 表 示 这 个 
切线 和 半径 O08 的 延长 线 的 交点 ， 用 C 表示 这 个 切线 和 过 点 3 所 作 的 弧 48 的 切线 的 交点 

(图 46)， 因 为 单位 圆 的 扇形 O48 和 人 048， 人 OAD 的 面积 分 别 是 
了 9 ， 六 sing ， tgp, 
那么 必须 证 明 
CE 十 soip ) . 
四 边 形 OACB 包含 扇形 OAB、 因 此 ， 如 果 我 们 能 证 明 


our B 一 二 (S048+ $0) 4 





2 
那么 问题 的 断言 便 是 正确 的 了 . PP 0 
将 不 等 式 两 边 乘 以 2 并 将 Sosce 移 到 右边 ，Sao 移 到 左 《 
边 ， 我 们 将 不 等 式 变 为 图 46 


Soscg ~— SAvs <SAor— Sorce 
或 同样 的 
Aca< Acpa， (*) 

人 4CB8 和 人 CDB 具有 公共 顶点 3， 且 底 边 4C 和 CD 在 同一 直线 上 ， 因 此 ， 这 两 个 三 角形 
从 公共 顶点 所 作 的 高 是 相等 的 ， 于 是 为 了 证 明 不 等 式 〈* ) (从 而 证 明 原 来 的 不 等 式 ) ,必须 证 
明 4C <CD， 但 这 个 不 等 式 是 正确 的 ， 因 为 在 直角 入 CDB 中 ， 斜 边 CD 大 于 直角 边 C8， 
而 C8=A4C. 

从 我 们 所 引 的 解答 中 不 难 证 明 如 下 的 更 一 般 的 定理 ， 任 意 一 个 锐角 的 弧度 值 小 于 这 个 角 
的 正弦 和 正切 的 调和 平均 值 这 个 断言 比 47 题 所 证 明 的 断言 要 强 ， 因 为 两 个 不 同 正 数 的 算术 
平均 值 大 于 它们 的 调和 平均 值 . 太 

因为 sinp 和 tg9 的 调和 平均 值 可 以 变 成 








in 2 cos 史 
2 2sing _ 2252 ,9 
1 1 1 十 COS9 2 29 2， 
一 COS 下 
sing tg9p 2 
那么 必须 证 明 
9 <2tg 仿 . 


但 是 这 个 不 等 式 可 由 不 等 式 
S 遍 形 048 Soc 
推出 ， 因 为 扇形 O48 的 面积 等 于 方 p， 而 四 边 形 O4CB 的 面积 等 于 tg 多 ， 这 是 由 于 四 边 形 





O4C8 的 面积 的 一 半 等 于 上 二 tg 多 ， 即 是 和 4CO 的 面积 
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3 33. 关于 两 个 数 的 调和 平均 值 


数 少 和 过 的 算术 平均 值 的 倒数 叫做 两 个 数 。 和 2 的 调和 平均 值 4， 由 这 个 定义 有 








1 1/1 1 
计 = 立 ( 计 + 去 》 
即 
.hh= 2 222 
1 了 2 十 也 
Tt 
在 47 题 的 证 明 中 我 们 利用 了 : 两 个 不 同 正 数 的 算术 平均 值 大 于 它们 的 调和 平均 值 . 
这 个 断言 的 正确 性 可 如 下 推出 ， 因 为 (根据 假设 ) 42 拓 2，2 十 2 全 0， 所 以 差 
a+6 2ab (a+b) mda (a—b)’ 
2 ~ aftp 2(a+2) 2 二 
是 正 的 


” ”48 ， 假 设 4, ，3, 和 C ,是 三 角形 438C 的 边 BSC、C4 和 和 48 上 的 高 的 垂 足 ， 妈 是 高 的 交 
点 、 证 明 ， 如 果 必 48C 不 是 直角 三 角形 ， 那 么 和 三 角形 4 3, C, 所 有 三 边 〈 或 它们 的 延长 线 ) 
都 相 切 的 四 个 圆 的 圆心 分 别 和 点 4，3，C， 好 重合 当 三 角形 43C 是 钝 角 三 角形 和 三 角形 
4BC 是 锐角 三 角形 时 有 什么 不 同 ? 

【证 明 】 如 果 八 48C 是 直角 三 角形 ， 那 么 它 的 两 个 高 的 垂 足 和 直角 顶点 相 重合 ， 且 对 
人 和信 A1 B,C 来 说 ， 本 题 的 断言 是 不 对 的 . | 

如 果 A46C 是 锐角 或 钝 角 三 角形 ， 那 么 断言 的 证 明 已 详细 叙述 在 第 9 题 的 解答 “I. 和 
I_ ) 和 8 中 


49 ， 如 果 
?十 十 c? 二 1， 
且 z，2，c 是 实数 试 证 : 


一 二 <<cbp 十 1 十 cas<L 


【 证明】 我 们 来 证 明 不 等 式 
一 (a+b 二 cy<2(abr bcet cea) 扫 2(002 十 六 十 c) (1) 
对 任何 实数 <，2，c 都 成 立 ， 当 把 关系 式 扣 十 如 十 ?二 1 代 入 (1) 并 将 三 个 括号 前 的 系数 除 
以 2 ， 我 们 便 可 得 到 本 题 的 断言 . 
不 等 式 (1) 不 难 从 下 面 两 个 明显 的 不 等 式 推出 : 
2(cp 士 pc 十 cg) 十 (2 十 好 十 c2) 一 (2 十 0 十 c) ?之 0， 
2(@2 十 妇 十 c2) 一 2(C2 十 pc 十 cg 人 一 (4 一 及 十 (一 < 十 (一 四 >0. 
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50 .假设 <，2，c，d 是 整数 ， 且 数 
CC， pc 十 cd， ba 
都 能 被 某 整 数 4 整除 证明 ， 数 be 和 a4 也 都 能 被 x 整除 . 
【证 法 1 】 我们 已 经 知道 ， 每 一 个 正 整数 可 以 分 解 为 素数 乘 宕 的 乘积 ， 而 且 每 一 个 正 整 
数 仅 有 一 个 (如 果 不 计 因子 的 排列 顺序 ) 这 样 的 分 解 式 ， 素 数 在 给 定 的 数 的 分 解 式 中 的 最 高 
次 寡 是 这 个 给 定数 的 因子 〈 见 8 7). 
如 果 考 虑 到 这 个 说 明 并 注意 到 8 21 中 所 说 的 , 那么 50 题 的 断言 可 以 用 下 面 的 方式 来 叙述 : 
如 果 在 数 
ac, bc+ ad, bd (1) 
的 任何 一 个 公约 数 4 的 标准 分 解 式 中 ， 某 个 素数 p 的 指数 是 + ， 那 么 在 数 bc 和 ad 的 分 解 式 
中 ， 数 bp 的 指数 不 小 于 +. 
因为 《1)〉 中 的 每 一 个 数 都 能 被 x 整除 ， 而 * 能 被 p' 整除， 所 以 
ac= pp’ A, bet ad= p' B, bd= p' CC, (2) 
其 中 4，23，C 是 整数 ， 因 此 
(be) (ad)= (ac) (bd)=p’' AC. 
后 一 个 等 式 仅 仅 在 那 种 情况 下 才 可 能 成 立 ， 如 果 在 数 姑 和 4 的 分 解 式 中 ， 至 少 有 一 个 
数 的 分 解 式 包 含 素数 户 的 指数 不 小 于 ” . 
但 根据 关系 式 “2 中 间 那 个 关系 式 ， 这 将 意味 着 数 4c 和 ad 中 的 每 一 个 部 和 被 六 整除 ， 
即 在 数 bc 和 “4 的 每 一 个 的 分 解 式 中 ， 素 数 2 的 指数 都 不 小 于 > . 
【证 法 2 ] 将 恒等式 . 
(Bc—ad)’= (ct ad)’— 4abcd 
左右 两 边 用 过 除 ， 我 们 得 到 
(=) -全 . 2 01) 
由 本 题 条 件 推 出 ， 在 变换 后 的 恒等式 〈( 1》 的 右 端 是 整数 .左边 的 有 理 数 的 平方 仅 在 数 


bc—ad 
u 


的 本 身 是 整数 的 情况 下 才能 为 整数 〈 见 40 题 的 证 明和 8$ 31). 
此 外 ， 由 关系 式 ( 1) ， 整 数 














pc 十 CQ 1 一 bc— ad 


$= 
u > u 


的 平方 差 等 于 偶数 ， 因 此 ， 数 ; 和 + 或 者 同 为 偶数 ， 或 者 同 为 奇数 ， 这 就 意味 着 
bc _ s+t ad _ st 
u 


u 2 2 
是 整数 .这 样 一 来 ， 数 bc 和 a4 都 能 被 整除， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 








51. 在 三 角形 48C 中 ，_LC 等 于 120°, 夹 这 个 角 的 两 边 CB 和 CA4 的 长 度 等 于 a 和 % 
求 <C 的 平分 线 长 (用 边 a 和 4 的 长 来 表示 ). 
. 【解法 1 】 假 设 在 人 48C 中 ， 人 人 C 用 Y 来 表示 ，B. 是 人 C 的 平分 线 CD 的 长 (图 条 ). 
个 48C 的 面积 等 于 组 成 它 的 人 4CD 和 八 DPC 83 的 面 身 的 和 ， 因 此 


ti). 
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absiny = ap. sin 芦 二 bB. sin 
即 


2absinY cosY = B. (a+ Db) sin 攻 . 
因为 Y 关 0， 所 以 

1 yy /ly 

亏 cos 世 一 于 ( 评 + 二 ) 图 47 
当 ?Y 三 120" 时 ， 我 们 得 到 








yy_, ol 
Cos 万 一 C0560 一 -了 


即 





【解法 2 】 假 设 忆 是 任意 的 人 48C 的 边 4B8 上 的 一 点 〈 图 47) . 通过 项 点 4 作 平 行 
线段 CD 的 直线 和 边 BC 的 延长 线 相交 于 点 4 ， 通 过 顶点 从 行 于 线 甩 CD 对 站 和 边 4 
C 的 延长 线 相交 于 点 B 这 时 ( 见 36 题 ) 

A + 六 (1) 

如 果 顶 点 C 的 项 角 Y 等 于 120"，CD 是 这 个 角 的 平分 线 (图 47) ， 那 么 

/8B,BC=/ BCD=60°, 

BBC= /DCA= 60°. 
因此 ， 八 8CB, 是 等 边 三 角形 ， 且 BB,== BC . 类似 地 可 以 证 明 44,== 4C .所 得 到 的 等 式 可 
将 关系 式 〈1) 化 为 下 面 的 形式 








< 万 = = 琵 + 旋 ， (2) 


S$ 34. 关于 诺 模 图 
1) 计算 透镜 焦距 的 诺 模 图 ， 关 系 式 
二 + 二 = 
与 透镜 公式 具有 相同 的 形式 ， 透镜 到 物体 的 距离 ” ， 透 镜 到 所 成 的 像 的 距离 7 和 透镜 的 焦距 
/之 间 的 依赖 关系 式 为 
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1 ， 工 1 


. r, rr, 三 

在 51 题 中 所 求 得 的 关系 式 和 透镜 公式 之 间 的 类 似 ， 可 以 使 我 们 用 直观 和 而且 非 常 简单 的 方 
法 来 描述 r, ，+, 和 /之 间 的 依赖 关系 . 

在 120" 的 角 的 两 边 和 它 的 角 平 分 线 上 于 好 刻度 “ 即 进 行 划分 ) ， 使 得 能 取 7;, ， 7+; 和 的 
不 同 的 值 (图 48) . 有 了 这 样 的 图 ， 就 可 以 根据 任意 两 个 量 的 值 毫 无 困难 地 求 得 第 三 个 量 的 
值 ， 例如 知道 了 x, 和/ ， 要 求 r;， 事实 上 ， 为 此 只 要 在 
和 /了 的 刻度 线 上 取 读 数 对 应 于 物 距 和 焦距 的 线段 ， 通 过 两 
线段 的 端点 引 一 直线 ， 读 出 直线 和 7; 刻度 线 的 交点 的 72 值 . 
例如 ， 从 图 48 看 到 ， 如 果 f= 2，z, 二 3， 那么 r+, 二 6. 

为 了 提高 读数 的 精确 度 ， 直 尺 可 以 用 画 在 任何 一 张 透 
明 材 料 上 的 直线 来 代替 . 图 48 

这 种 描述 不 同 的 依赖 关系 并 且 由 一 些 景 的 数值 可 以 容易 地 求 得 其 它 量 的 数值 的 图 叫做 诺 
模 图 (来源 于 希腊 词 v6ko00 一 一 规律 和 7YpaxkX 一 一 所 有 画 上 的 或 写 上 的 ) ， 数 学 的 一 个 专 
门 分 支 一 一 诺 模 术 -- 一 - 从事 诺 模 图 的 研究 . 

在 描述 三 个 量 的 依赖 关系 的 诺 模 图 中 ， 特 别 方便 的 是 使 所 有 三 个 量 彼此 对 应 的 值 总 是 在 . 
一 直线 上 的 那样 一 种 诺 模 图 ， 图 48 所 表示 的 正 是 这 种 诺 模 图 . 

2) ”关于 计算 二 次 方程 的 根 的 诺 模 图 ， 图 49 所 画 的 诺 模 图 能 够 对 给 定 的 系数 p 和 9 的 值 
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计算 二 次 方程 
2 十 PPz 十 9 一 0 (1) 
的 实 根 . 
为 了 了 解 怎 样 作 诺 模 图 ， 我 们 从 下 面 的 说 明 开始 . 
从 解析 几何 知道 ， 在 坐标 轴 上 截 距 为 “和 “的 直线 的 方程 具有 形式 


志士 二 = (2 1) 


换 句 话说， 点 〈a 0 ) ， 0， 人 以 及 其 坐标 满足 方程 (2 的 点 (x+，y》) 在 一 直线 上 . 
方程 (1 ) 经 过 不 太 复 杂 的 变换 以 后 可 以 写成 
一 /六 一 4 二 =1 
或 者 表示 成 更 一 般 的 形式 





72. 9 .p_i 
a 3 fb 2 
其 中 a 和 6 是 任意 选取 的 常数 . 


写成 这 种 形式 的 方程 〔“1 ) 和 方程 《2 ) 的 区 别 仅仅 是 w 8，x 和 y 分 别 用 全， 分， -< 


一 妃 来 代替， 换 句 话说 ， 诺 模 图 的 方程 是 这 样 构 作 的 ， 使 点 


在 一 直线 上 . | 
这 样 ， 为 了 计算 方程 1) 的 实 根 ， 可 以 作 有 三 种 刻度 的 诺 模 图 ， 这 些 刻 度 使 在 它们 上 
面 的 相应 变量 的 值 总 是 在 一 直线 上 上 ， 可 以 用 下 面 的 方法 来 作 这 些 刻 度 . 


这 样 来 画 2 的 刻度 ， 使 ”的 值 标 在 横 坐 标 轴 上 坐标 为 ( 乞 ，0) 的 点 
这 样 来 画 9 的 刻度 ， 使 9 的 值 标 在 纵 坐 标 轴 上 坐标 为 ( 0， 作 ) 的 点 . 


这 样 来 画 = 的 刻度 ， 使 = 的 值 标 在 平面 上 坐标 为 ( 一 笠 ， 一 各 ) 的 点 ， 使 = 取 各 种 不 同 
的 值 ， 我 们 得 到 某 一 条 曲线 . 
由 关系 式 


a 


Xx 二 一 一 一 人 
人 和， J 一 一 外 
消去 变量 2 ， 我 们 可 以 得 到 它 的 方程 . 它 具 有 形式 





一 如 x* (抛物线 方程) 
所 有 三 种 刻度 表示 在 图 49 中 (a 二 12，p=24， 取 len 作 为 长 度 单位 》， 


假设 要 求 方程 
#7— 32— 10=0 
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的 根 . 借助 于 诺 模 图 ， 可 以 这 样 做 ,在 p 和 4 刻度 线 上 找 出 标 着 = 一 3，4 二 一 10 的 点 ， 连 
接 这 两 点 成 直线 ， 看 看 所 作 的 直线 和 z 刻度 线 的 交点 的 值 是 多 少 ， 它 们 就 是 我 们 所 感 兴趣 的 
方程 的 根 〈 在 我 们 所 研究 的 情形 ，z 一 5，22 一 一 2)， 

如 果 二 次 方程 的 系数 的 值 〈 精 确 的 或 近似 的 》 为 

P= —6.4, 4 一 4.9， 
那么 利用 诺 模 图 ， 我 们 得 到 一 个 根 的 近似 值 3, = 一 5.5， 因为 这 个 方程 的 根 之 和 等 于 6.4, 所 以 
另 一 个 根 的 近似 值 是 z, 一 0.9.， 在 图 49 所 表示 的 诺 模 图 中 ， 它 所 在 的 那 一 部 分 没有 画 进去 ， 
因此 由 诺 模 图 直接 求 出 ;是 不 可 能 的 . 

所 作 的 诺 模 图 可 以 做 数 的 乘法 例如， 用 下 面 的 办 法 可 以 求 出 数 包 = 一 2 和 2 三 5 的 乘 
积 ， 连接 z 刻度 线 上 标明 2 = 一 2 和 2 一 5 的 两 点 成 直线 ， 并 确定 这 直线 和 4 刻度 线 的 交点 
所 对 应 的 4 的 刻度 值 是 多 少 ， 这 个 数值 就 是 乘积 #1z;， (在 所 研究 的 例子 中 ,9 二 3%1%, 二 一 10， 

使 诺 模 术 成 为 独立 学 科 的 创始 人 是 法 国 的 数学 家 多 卡 尼 (1862 一 1938) . 





52 . 证 明 ; 如 果 &a， b, c 和 4， 8B, C 是 满足 关系 式 
aC—2bB+c4=0 和 cac 一 刀 >>0 


的 实数 ， 那 么 
AC—B’:<0. 
【 证明】 显然 我 们 只 要 证 明 等 式 
aC+cA= 26B (1) 
和 不 等 式 
ac pb， AC >B’ (2) 
不 能 同时 成 立即 可 . 
事实 上 ， 从 不 等 式 (2) 推出 
acAC >bB’. _ 
关系 式 (1 ) 可 将 所 得 到 的 不 等 式 变 成 下 面 的 形式 
“4acAC > (aC+eA)’, 
或 同样 的 
0 > (aC—cA)’, 


但 这 个 不 等 式 吓 不 能 成 立 的 ,因为 实数 的 平方 总 是 非 负 的 . 


53 .在 正八 边 形 P, PP,P,P;P PP 的 外 接 圆 上 
任 取 一 点 Q， 证明， 点 Q 到 八 边 形 的 对 角 线 PP;， 
已 D，PP，PPs 的 距离 的 四 次 方 之 和 与 点 Q 在 圆 
周 上 的 位 置 无 关 . 

【证 法 1 】 假 设 点 8 在 正八 边 形 的 外 接 圆 的 弧 P 
-P; 上 (图 50).， 假设 O 是 八 边 形 的 中 心 , 而 点 4, 8B， 
C, 了 D 是 从 点 Q 作对 角 线 P,P;,， PsPs,， PsP,, PsP 
的 垂 线 的 垂 足 ， 四 边 形 48CD 是 一 个 正方 形 , 因 为 它 
们 的 顶点 在 以 OQ 为 直径 的 圆 上 ， 而 且 它 的 边 48 、 图 50 
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8C，C 对 点 的 张 角 为 4"， 正方 形 的 大 小 与 点 & 在 圆 上 的 位 置 无 关 , 因 为 它 的 外 接 圆 的 
直径 4 等 于 正八 边 形 P PP PP PP Ps 的 外 接 圆 的 半径. 
于 是 ， 为 了 证 明 原 来 的 断言 只 需要 证 明 下 面 的 断言 就 够 了 ; 正方 形 外 接 圆 上 的 点 Q 到 正 
方形 项 点 的 距离 的 四 次 方 之 和 与 点 Q 在 圆 上 的 位 置 无 关 . 
事实 上， 假设 ?是 点 Q 到 正方 形 项 点 4，B3，C,， 人 DD 的 距离 的 四 次 方 之 和 ， 那 么 
3S=Q4 二 Q8 +TQCc +QD 一 
=(QA’+QC DY) + QB +QD 一 2 [QQ4QC + QB QD)]. 
根据 勾 股 定理 ,，Q4? 十 QC’ 二 4C?，QB? 十 QD 一 8D’?， 因 为 4C:==J，BD’ 一 4 (4d 是 正 
方形 的 外 接 图 的 直径 ， 也 是 正八 边 形 外 接 加 的 半径 ) ， 所 以 前 两 个 括号 的 和 (等 于 2d: ) 不 依 
赖 于 点 Q 在 正方 形 483CD 的 外 接 圆 上 的 位 置 ， 包 含 在 方 括号 中 的 项 等 于 直角 三 角形 4QC 和 
3QD 的 面积 二 售 的 平方 和 .假设 mw 和 是 这 两 个 三 角形 的 由 顶点 Q 所 作 的 高 ， 这 两 个 高 的 
垂 足 在 边 4C 和 3D 上 ，4C 和 BD 都 是 正方 形 48CD 的 对 角 线 . 因此 线段 4C 和 BD 的 长 
等 于 正方 形 48CD 的 外 接 圆 的 直径 4. 于 是 ， 包 含 在 方 括 号 中 的 项 可 以 用 下 面 的 方式 来 表示 


(ACm)’ + (BD.n)’= oO 全) . 





由 此 看 出 








与 点 Q@ 的 位 置 无 关 . 

【证 法 2 ] 不 失 一 般 性 ， 我 们 假设 外 接 加 的 半径 等 于 1， 用 OO 表示 圆心 ,， 2，a，，a :， 
qq;，Qs 表示 半径 OQ ，OP,，OP,，OP,，OP, 和 半径 OP 之 间 的 角 (图 51). 这 时 a = 0， 
qz 二 45”，Qj 二 90*，aqy 二 135”， 点 Q 到 通过 圆心 且 和 半径 OP 的 夹 角 为 a 的 直线 的 距离 
等 于 





= lsin (P 一 wa)|. 
因此 ， 本 题 条 件 中 所 说 的 那些 距离 的 四 次 方 之 和 可 以 表示 成 
f 9)= sin’ (9—a,)+ sin’ (一 wy ) 十 
十 Sin4 (pg—a;)+ sin’ (P 一 ay )， 
正弦 的 四 次 方 可 以 通过 倍 角 的 三 角 函 数 来 表示 ( 见 $ 9): 


sin? Xx 二 王 (1 一 COS22) ， 





sin4x 一 于 (1 一 2cos2x 十 cos22xz) 一 于 [1 一 2cos2z 十 于 (1 十 Cos4x)]. 
这 样 一 来 


sin 二 一 总 一 总 cos2x 十 导 cosdx. 


在 所 得 到 的 表达 式 中 ， 用 
| p— 0°, 9—45, Pp—90, 9p— 135° ” (1) 
来 代 圭 x， 分 别 用 
29, 29— 90", 29— 180°,， 29— 270°. 
149, 49—180°, 49— 360°,， 49p— 540° 
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来 代 符 2 和 4x 
在 了 人 中， 第 一 排 的 角 的 余弦 包含 有 系数 一 广 ， 第 二 排 的 角 的 余弦 包含 有 系数 言 。 但 


是 ， 第 一 排 的 角 的 余弦 之 和 与 第 二 排 的 余弦 之 和 -- 样 ， 都 等 于 零 ， 因 为 有 关系 式 cos(Cx 一 
一 1807) 二 一 cosx, 所 以 ,在 每 一 个 和 中 ， 余 纺 相 互 抵消 了 . 因此，/ 9) 二 闻 且 与 9 无 关 , 即 
与 点 Q 在 圆 上 的 位 置 无 关 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 ， 


8$ 35， 三 角 多 项 式 的 一 个 性 质 


”和 角 % 的 函数 
fp)=ay tacospt+ bsingi+ .t+ ar coskg + bsinkg 

叫做 次 三 角 多 项 式 ，53 题 所 证 明 的 关于 四 次 三 角 多 项 式 的 断言 是 下 面 的 定理 的 特殊 情况 ; 

如 果 / (9) 是 次 三 角 多 项 式 ，as 是 /Go ) 的 常数 项 ，6 一 一 人 ，z 二 k， 那 么 

fo+toO+f +20)+.+ f+ = nao. 

如 果 f/f (8) 二 a， 定理 必定 成 立 ， 此外， 如 果 定 理 对 于 三 角 多 项 式 六， 六 成 立 , Ci; 和 C， 
是 任意 的 常数 ， 那 么 它 对 三 角 多 项 式 Cf 十 C:f ;也 成 立 ， 由 此 推出 ， 对 于 我 们 所 研究 的 定 
理 只 要 对 / (9) 是 三 角 函 数 cosmp，sinp ，…，coskgp，sinkgp 中 的 任何 一 个 进行 验证 就 可 以 


了 .这 样 一 来 ， 剩 下 的 我 们 只 要 证 明 ， 如 果 9 二 -名 -，0 <1<n， 那 么 








cosy (9+0)+cosi (PD 二 2909) 十 … 十 cosL (P+ n0)= 0， 
sinl (p 二 9) 二 sin7 (十 290) 十 … 十 sin7 (p+ NM ) 一 0. 
我 们 来 证 明 ， 如 果 ?是 任意 的 整数 ， 但 不 是 数 # 的 倍数 ， 这 些 等 式 是 成 立 的 . 为 了 简单 
起 见 ， 记 作 49=w，10 王 8， 上 面 所 说 的 断言 可 叙述 如 下 : 
如 果 a 是 任意 的 角 ，B 是 不 为 2 整数 们 的 角 ， 但 2 是 2 的 倍数 ， 那 么 
cos(a+pB)+ceos(at+ 28)+.+ cos(e 十 20)= 0， (1) 
sin (a 二 8B) 二 sin (a 二 + 26) 十 … 十 Sin (a 十 28) 二 0. (2) 
为 了 证 明 ， 我 们 在 平面 上 引进 直角 坐标 系 ， 并 且 从 
某 点 P。 出 发 沿 着 倾斜 角 为 a 十 有 的 直线 取 一 个 单位 长 
的 线段 P, P，( 图 52) ， 由 线段 PsP) 的 端点 出 发 沿 着 倾 
斜 角 为 & 十 26 的 直线 取 单 位 长 的 线段 P,P 了;， 然 后 沿 着 
倾斜 角 为 a 十 36 的 直线 取 单 位 长 的 线段 了 2;P;， 等 等 ， 
一 直到 沿 倾 斜 角 为 a 十 8 的 直线 上 取 单 位 长 的 线段 P, ， 
P,， 根据 作法 ， 点 Pes 和 P= 1，2，…,n) 的 横 
坐标 的 差 等 于 cos(w+A)， 而 纵 坐 标的 差 等 于 
sin (a 十 kB). 这 样 一 来 ,点 Po 和 PP, 的 横 坐 标的 差 和 关系 
式 (1 ) 的 左边 的 表达 式 相 重合 ， 而 这 两 个 点 的 纵 坐 标的 差 和 关系 式 (2 ) 的 左边 的 表达 式 相 
重合 ， 必 须 证 明 点 P, 和 PP, 重合 . 
我 们 来 研究 任意 的 线段 43.， 如 果 它 绕 着 点 4 沿 着 正方 向 旋转 角 8 ， 那 么 它 和 线段 4C 
重合 (图 53)， 因 为 角 8 不 是 2r 的 整数 倍 ， 所 以 点 3 不 会 和 点 CC 重合， 因此， 在 把 角 84C 
的 边 拉 伸 (或 压缩 ) 的 同时 ， 我 们 将 它 沿 平 面 这 样 移动 ， 使 点 8 和 点 Ps 重合， 点 C 和 点 记 
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重合 (图 53)， 这 时 点 4 变 到 这 样 一 个 点 OQ ， 当 绕 
着 点 O 旋转 角 8 时 ， 点 Po 和 点 Pi 重合 ,而 线段 忆 。 
P, 变 到 线段 P,P,. 

每 绕 着 点 O 旋转 角 6 一 次 ,单位 线段 的 倾斜 
角 就 增加 6， 绕 着 点 O 旋转 了 角 G，28，…，,28 以 C 
后 ， 点 Po 变 到 了 点 P,，P;，…，P,. 但 是 因为 角 
nB 等 于 2z 的 整数 倍 ， 所 以 点 P, 和 Ps 重合， 这 就 
是 所 要 证 明 的 . . | 图 53 


nD 


~ 
ob 
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8$ 36， 关 于 正 多 边 形 和 它 的 重心 0 


在 $ 35 中 所 证 明 的 等 式 (1) 和 (2 ) 有 下 面 的 几何 解释 ， 就 像 在 8$ 16 中 那样 ， 我 们 将 

利用 复数 ， 数 
$= COs(at+ kB)+isin (+ 8) | : 
分 布 在 圆心 为 的 单位 圆周 上 [cos: (a 十 #8) 二 sin? (十 #8) 二 1] ， 且 从 点 改 到 习 w 的 弦 所 
对 的 弧 的 长 度 都 为 6 ， 因 为 ，…，z 是 正 ? 边 形 一 一 一 般 来 说 是 星 形 的 〈 见 8 14) 一 一 的 
顶点 ， 容 易 证 实 ， 通 过 点 O 和 到 的 直线 是 这 个 边 形 的 对 称 轴 . 如 果 我 们 关于 这 个 轴 作 一 镜 
像 反 射 ， 那 么 4 边 形变 到 自身 ， 因 此 它 的 重心 仍然 不 变 关于 重心 见 $ 56)， 因 此 , 重心 在 每 
一 根 对 称 轴 上 ， 因 而 和 点 〇 重合 .因为 重心 由 公式 
十 8 十 十 加 
n 





各 





确定 〈 这 就 是 $ 56 中 的 公式 (1)， 只 是 另 一 种 表示 方法 )， 我 们 有 
gj 十 82 十 … 十 8, 二 0， 
将 的 值 代入 并 且 将 实 部 和 虚 部 分 开 ， 就 得 到 8 35 中 的 (1) 和 (2). 


54 .证 明 : 如 果 2 是 大 于 1 的 整数 ， 那 么 ?十 1 不 可 能 被 2” 整除 . 
【 证明】 我 们 证 明 较 强 的 断言 ， 数 3" 十 1， 当 n 是 偶数 时 ， 能 被 2 整除 ， 当 是 奇数 时 ， 
能 被 2 整除 ， 但 在 两 种 情形 中 ， 都 不 能 被 数 2 的 任何 更 高 次 窜 整 除 . 
为 了 证 明 这 一 点 ， 只 要 证 明 下 面 的 就 行 了 ， 任 何 奇数 的 平方 被 8 除 时 余 1 ， 事 实 上 ， 假 
设 “ 一 24 1， 这 时 2 二 (hk 十 1) 十 1 这 个 等 式 的 右边 的 第 一 项 能 被 8 整除 ， 因 为 两 个 连续 
的 自然 数 和 十 1 中 总 有 一 个 是 偶数 . 
我 们 利用 这 个 引 理 来 解答 本 题 ， 如 果 是 偶数 (n= 2m )， 那 么 
3 一 3 一 (3 7 一 84 十 1， 
因此 
3 十 1 一 2(042 十 1 ， 
如 果 寻 是 奇数 〈2= 2m 十 1)， 那 么 
3 十 1 二 "1 十 1 二 3(84 十 1 二 1 二 4(64 十 1). 
因为 44 十 1 和 64 十 1 是 奇数 ， 所 以 本 题 的 ( 较 强 的 ) 断言 被 证 明了 . 
@” 俄 译 编辑 补 加 
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十 、1912 年 一 1913 年 试题 及 解答 


55. 由 数字 1，2，3 组 成 位 数 , 且 在 ?位 数 中 , 1，2，3 的 每 一 个 至 少 出 现 一 次 . 问 这 
样 的 x 位 数 有 多 少 个 ? 

【 解 】 如 果 在 所 构成 的 数 中 ， 不 要 求 数字 1，2，3 中 的 每 一 个 至 少 出 现 一 次 ,那么 本 题 的 
答案 等 于 3 个 元 素 重 复 n 次 的 排列 个 数 ， 即 3"( 见 $ 4). 
但 是 本 题 的 条 件 要 求 我 们 从 所 有 只 包含 三 个 数字 1, 2, 3 的 位 数 的 集合 中 除去 下 面 的 : 
1)” 仅 由 三 个 数字 1，2，3 中 的 两 个 数字 组 成 的 数 . 这 样 的 数 有 3 (2 一 2) 个 ( 见 题 4 的 解 


答 ) ， 


2) 仅 由 三 个 数字 1，2，3 中 的 一 个 数字 组 成 的 数 ， 这 样 的 数 有 3 个 
内 些 ， 总 共有 3 一 3(2 一 2 一 3 二 3 一 3 X2 十 3 
个 满足 本 题 条 件 的 4 位 数 妈 . 





$37， 包 念 和 排除 的 公式 


1) ”关于 将 物体 按 某 些 特征 分 成 类 ， 如 果 我 们 从 研究 下 面 比较 一 般 的 具有 基本 意义 的 问 
题 入 手 ， 那 么 解答 55 题 的 基本 思想 就 变 得 更 清楚 了 . 

我 们 假设 有 N 个 物体 . 用 a, b,c 表示 这 些 物体 中 的 某 些 物体 所 具有 的 特征 . 设 和 N。 表 示 
至 少 具有 特征 a 与 它们 是 否 具有 特征 2 和 c 无 关 ) 的 物体 的 个 数 . 其 次 用 NM 表示 全 少 具有 
特征 a 和 5 的 物体 的 个 数 ， 用 Ni 表示 同时 具有 特征 4a,b,c 的 物体 的 个 数 .记号 N,。，N.。， 
Nc， Ns 具有 类 似 的 意思 .我 们 打算 回答 的 问题 如 下 : 如 果 知 道 了 数 N ,N,N。, NN。 ,Ns， 
Ns， Nw， Nar ， 那么 在 给 定 的 N 个 物体 中 ， 不 具有 特征 a, 2,c 中 任何 一 个 特征 的 物体 
有 多 少 个 ? 

这 个 问题 可 以 作 直 观 的 几何 解释 (图 54). 假设 所 说 的 物体 是 平面 
上 的 点 ， 特 征 < 表示 “点 在 曲线 4 内 "(a 的 点 也 可 在 曲线 4 的 本 身 < 
上 ). 类 似 地 ， 特 征 6 表示 点 在 曲线 引 内 ,特征 < 表 示 点 在 曲线 C 内 ， 
我 们 感 兴趣 的 问题 用 几何 的 语言 可 叙述 如 下 ， 如 果 知 道 有 多 少 个 点 在 
曲线 4 、 曲 线 8 、 曲 线 C 内 , 有 多 少 个 点 同时 在 曲线 4 和 BB，4 和 
C,，B 和 C 内 ， 有 多 少 个 点 同时 在 所 有 的 三 个 曲线 内 , 那么 在 给 定 的 
N 个 点 中 有 多 少 个 点 在 曲线 4，B,C 外 ? 、 图 

为 了 回答 这 个 问题 ， 把 它 分 成 若干 部 分 是 方便 的 ; 

1， 在 给 定 的 N 个 物体 中 ， 有 多 少 个 物体 不 具有 特征 a? 

答案 是 显然 的 : 

N—N, 

(在 图 54 中 ， 这 些 物体 对 应 于 曲线 4 以 外 的 点 ). 

2 .在 具有 特征 5 的 NM 个 物体 中 ， 有 多 少 个 物体 不 具有 特征 a? 
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(1) 





这 个 问题 和 前 一 个 问题 不 同 的 仅仅 是 N 要 用 N， 来 代替 ， 而 数 N 对 应 于 Ns， 因此 ， 
NN 个 物体 中 不 具有 特征 a 的 物体 的 个 数 为 
Ws 一 No (2) 
(具有 特征 5 但 不 共有 特征 a 的 物体 所 对 应 的 点 在 平面 (图 54〉 的 哪 一 部 分 ? ) 
3. 在 N 个 给 定 的 物体 中 ， 有 多 少 个 物体 既 不 具有 特征 a, 也 不 具有 特征 2? 
在 除去 具有 特征 a 的 物体 以 后 ， 剩 下 和 N 一 NN。 个 物体 ， 还 必须 从 这 些 物体 中 除去 具有 特 
征 6 但 不 具有 特征 a 的 物体 在 回答 问题 2 时， 我 们 求 得 了 这 种 物体 的 个 数 ). 剩 下 
N—N.— (NN, —Na) =N— Na — Nt+Noap (3) 
个 物体 . (在 图 54 中 ， 对 应 的 点 分 布 在 哪里 ? ) 
4， 在 具有 特征 < 的 Nc 个 物体 中 ， 有 多 少 个 物体 既 不 具有 特征 4, 也 不 具有 特征 8? 
从 关系 式 (3) (用 Ne 代替 N ) 我 们 得 到 
Ne 一 Ne 一 No 十 No . (4) 
(在 图 54 中 ， 对 应 的 点 分 布 在 哪里 ? ) 
5 ， 这 样 一 来 ， 在 入 个 物体 中 ， 有 
N—N,— Nt Na — (Ne— Nac — Noct Nige) 
个 ， 即 
N—N~— Ns — Nt+Nst Nt Noe — Nope (5) 
个 物体 不 具有 特征 a,5,c 中 任何 一 个 特征 
2) 将 所 得 到 的 结果 用 于 解答 55 题 ， 我 们 取 位 数 作 为 给 定 的 “物体 ”, 在 这 些 = 位 数 的 
记 法 中 只 有 数字 1，2，3. 设 特征 a 表示 在 数字 中 没有 1， 特征 5 表示 没有 2 ， 特 征 表 示 没 
有 3. 这 时 


N=3", Ne ~ NWN, = N. =2", 
Nos = Nee = Nec = 1, Nase 二 0. 
利用 关系 式 (5) ,我 们 求 得 问题 的 答案 
3 一 3X2" 十 3， 
3) 推广 . 公式 65) 不 难 推广 到 有 任意 个 特征 的 情况 . 
从 推广 的 公式 直接 推出 下 面 的 断言 : 
有 一 个 4 位 数 的 集合 ， 在 这 些 n 位 数 的 记 数 法 中 只 有 数字 1， 2 ，…,， ,而 且 每 个 数字 


至 少 出 现 一 次 ， 那 么 这 个 集合 含有 
有 一 CE 一 D" 十 CECR 一 2 一 …… 十 (一 47C 和 4 

个 元 素 . 

当 《 之 9 时 ,如 果 数 不 是 在 十 进 制 系统 中 记 的 ， 而 是 在 基数 大 于 的 系统 中 记 的 ， 上 述 断 
言 仍然 成 立 . 

当 n 二 时， 得 到 有 趣 的 恒等式 ， 在 这 种 情形 中 ， 每 一 个 数字 1,，2, …, (二 2) 在 数 中 
出 现 一 次 且 仅 仅 一 次 ， 而 所 有 的 ”位 数 仅 仅 是 数字 1，2，…, ”的 排列 次 序 不 同 ， 这样 一 来 ， 
当 n 二 时 ， 所 有 的 数字 都 不 同 的 4 位 数 的 集合 含有 mn! 个 元 素 ， 因 此 

mm—Ci(n—1)"+C2(n—2)" 一 十 (一 1)”C*! 二 n1. 


56. 证 明 : 对 任意 的 自然 数 ”， 数 
81 ， 





4 一 5 十 2 X3 十 1 
能 被 8 整除 . 
【证 法 1】 当 == 1 时， 本 题 断 言 是 正确 的 ， 因 为 
| A 二 5 二 2 二 1=8: 
因此 ， 剩 下 的 要 证 明 ， 如果 4, 能 被 8 整除， 那么 4,… 也 能 被 8 整除 ( 即 利 用 数学 归纳 法 ). 因 
A,=5" 十 2X3"-' 十 1， 
A =5""+2X3"+1==5X5" 二 6 X3" /十 1 
所 以 
A 一 A 二 4C5" 十 3"). 
数 5" 十 3" 等 于 两 个 奇数 之 和 ， 所 以 它 自己 为 偶数 ， 因 此 乘积 4C5" 十 3") 能 被 8 整除 .因为 
根据 归纳 假设 ，A4, 能 被 8 整除 ， 所 以 4,;, 也 能 被 8 整除 ,这 就 是 所 要 证 明 的 . 
【证 法 2】 数 4, 可 以 表示 成 下 面 两 种 形式 ， 
4 一 (5 十 3 一 (3 一 1)， 《1) 
4 一 5(5 7 十 3 一 (3 一 1)， (2) 
当 w 是 奇数 时 ， 利 用 关系 式 (1)， 当 n 是 偶数 时 ， 利 用 关系 式 (2)， 在 两 个 关系 式 中 ， 两 项 中 
的 第 一 项 是 数 5 十 3 = 8 的 倍数 ， 第 二 项 是 数 3: 一 1 = 8 的 倍数 ， 因 为 当 上 是 奇数 时 ， 和 数 
at 十 0 能 被 a 十 5 整除 ， 当 8 是 偶数 时 ， 差 数 c* 一 1 二 c* 一 1 能 被 c? 一 1 整除 . 因此， 对 任 
何 2，4, 都 能 被 8 整除 . 


57 证明， 四边形 的 对 角 线 当 而 且 仅 当 它 的 两 对 边 的 平方 和 等 于 四 边 形 的 其 它 两 对 边 
的 平方 和 时 才 相 互 垂 直 . 
【证 法 1】 本 题 断言 ， 四 边 形 483CD 的 对 角 线 8DD 和 它 另 一 条 对 角 线 4C 垂直 , 当 且 仅 
当 | . 
AB:+ CD’= AD’:+ CB’, 
即 
AB’~ CB’= AD’~CD’. 
假设 4, 8, C 是 平面 上 三 个 固定 的 点 ， 我 们 研究 满足 上 面 所 写 出 的 关系 式 的 点 忆 的 轨 
迹 . 显然 ， 点 8 本 身 属于 这 个 轨迹 ， 这 样 一 来 ， 原 来 的 问题 (在 改变 表达 方式 的 情况 下 ) 化 
成 证 明 下 面 的 引 理 . 
假设 在 平面 上 给 定 两 个 点 4 和 8. 动 点 了 满足 条 件 : 景 PA4? 一 PB? 是 一 个 常数 ， 则 点 P 
的 轨迹 是 垂直 于 线段 48 的 直线 . 
由 点 了 作 PT 48, 垂 足 为 了 ， 我 们 来 证 明 ， 差 PA? 一 PB? 仅 仅 与 点 7 的 位 置 有 关 ， 而 
且 当 点 了 向 线段 48 的 任 一 端点 移动 时 ， 这 个 差 PA4 一 PB 的 值 也 改变 @ 事实 上 , 根据 勾 股 
定理 (图 55) ， 





PP4 一 PP 一 (7 A+PT)— (7T B+PT =T A TB?. 


@ 引 理 的 断言 意味 着 ， 
1) 对 于 过 点 了 所 引 的 48 的 生 线 上 的 所 有 点 ?， 量 c= 一 由: 一 PB8' 均 相等 ; 
2) 对 于 所 有 不 在 这 个 垂 线 上 的 点 Q，Q4: 一 QB 二 . 
第 二 点 可 如 下 证 明 ，P4? 一 历 : 一 7 一 7 一 245.F7 随 着 7 了 的 改变 而 改变 ， “一 俄 译 者 注 . 
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当 点 了 在 线段 48 上 两 个 不 同 的 位 置 时 ， 差 74: 一 7B: 的 值 不 可 能 相同 . 事实 上， 设 线段 
48 的 中 点 是 二， 那么 对 于 和 点 等 距 的 点 了 来 说 , 差 了 4 一 7B? 的 
绝对 值 相 等 ， 但 是 对 于 在 点 的 不 同 的 两 侧 的 点 7 来 说 , 这 个 差 具 有 
不 同 的 符号 ， 并 且 在 点 5， 这 个 差 变 为 0. 例如 ， 车 点 工 在 线段 4B 
Fe DN 的 靠近 点 8 的 那 一 半 上 (图 55)， 

TA—7TB=(AF+FT)— (AF— FT)’= 4AF .FT, 
因为 8F 二 4F， 如 果 考 虑 到 线段 4F == 4 的 长 度 不 信赖 于 点 了 的 

图 55 位 置 ， 那 么 引 理 就 被 证 明了 . 

本 题 原 来 的 断言 不 难 由 引 理 推出 ， 四 边 形 的 边 满足 关系 式 a 十 ec? 二 5 十 4? 当 且 仅 当 (图 

56) 


4 8 


a1— b= dc? . 
根据 所 证 明 的 引 理 ， 这 意味 着 顶点 8 和 吃 应 该 位 于 和 线段 4C 垂直 的 同一 直线 上 ， 换 句 话 
说 ， 四 边 形 48CD 的 对 角 线 8D 和 4C 应 该 相互 垂直 ， 

由 此 推出 ， 如 果 久 链 四 边 形 的 对 角 线 之 间 的 来 角 在 某 一 个 位 置 是 直角 ， 那 么 它 在 所 有 其 
余 的 位 置 也 都 是 直角 . 





图 56 图 57 
【证 法 2】1) 首先 仅 对 凸 四 边 形 来 证 明 本 题 的 断言 、 为 此 利用 下 面 的 三 角形 的 边 长 之 
间 的 关系 ， 在 任何 一 个 三 角形 中 ， 锐 角 所 对 的 边 的 平方 小 于 其 它 两 边 的 平方 和 ， 钝 角 所 对 的 
边 的 平方 大 于 其 它 两 边 的 平方 和 .〈 这 个 不 等 式 可 由 余弦 定理 推出 ， 但 也 可 以 用 纯 几 何 的 方法 
来 证 明 它 们 ， 而 不 用 三 角 学 . 在 $38 中 就 正 是 这 样 做 的 .) 
假设 2,2,c,4 是 四 边 形 的 边 ， 而 p,q,7,s 是 对 角 线 被 其 交点 所 分 成 的 线段 的 长 度 (图 57). 
如 果 对 角 线 不 相互 垂直 ， 那 么 我 们 选取 这 样 一 种 表示 法 ， 使 
线段 p 和 + 之 间 的 夹 角 为 钝 角 ， 这 时 ， 由 于 三 角形 的 边 的 平 
方 之 间 的 不 等 式 
a’> p’+ 7’, br gq’, 
Cc’>g’ 十 55， dC s+ pr. 
因此 
Qc 之 户 十 gq? 十 7? 十 s? 泛 1 十 7 
如 果 四 边 形 的 对 角 线 相互 垂直 ， 那 么 由 勾 股 定理 ， 所 有 
的 不 等 式 都 变 成 等 式 ， 这 样 一 来 ， 四 边 形 的 对 角 线 相互 垂直 
当 而 且 仅 当 它 的 边 长 满足 关系 式 A 
a 十 c? 二 十 2. | 58 
2) 现在 假定 48CD 是 给 定 的 非 凸 的 四 边 形 ， 用 a, 6,Y,5 来 表示 它 的 项 角 ， 并 假定 
4>>180” (图 58). 
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假设 D' 是 顶点 D 关 于 对 角 线 4C 的 对 称 点 ， 四边形 48CD’ 的 边 等 于 原来 的 四 边 形 
ABCD 的 边 ， 当 且 仅 当 顶 点 8 在 直线 DD’ 上 时 ， 对 角 线 BD' 和 对 角 线 4C 垂 直 , 因为 由 于 对 
称 性 ，DD’ 4 AC.， 因此 ， 当 且 仅 当 原 来 的 四 边 形 483CD 的 对 角 线 8DD 垂直 于 4C 时 四 边 形 
4BCD' 的 对 角 线 8D’ 垂直 于 对 角 线 4C. 这 样 一 来 ,关于 对 角 线 作 反 射 时 ， 四 边 形 的 边 长 仍 
然 不 变 ， 而 且 还 保持 它 的 对 角 线 的 乖 直 性 (或 不 垂直 性 ) . 

考虑 到 这 一 点 ， 只 要 证 明 经 过 有 限 次 关于 对 角 线 的 反射 ， 每 一 个 非 凸 的 四 边 形 可 以 变 成 
凸 四 边 形 就 行 了 .对 于 四 四边形 ， 所 要 证 明 的 断言 已 经 证 明了 ( 见 1) )， 由 此 便 可 得 出 结论 ， 
对 于 原来 的 四 边 形 48CD， 断 言 也 是 成 立 的 . 

我 们 研究 四 边 形 48CD’ 的 凸 角 ( 即 小 于 180° 的 角 ). 线段 4C 和 边 48 以 及 CB 之 间 的 
夹 角 至 少 有 一 个 应 该 是 锐角 . 例如， 我们 假设 84C 是 锐角 .这 时 

BAD’=2/ BAC 
是 凸 角 ， 因 为 根据 问题 的 条 件 ，4>180"， 对 于 原来 的 四 边 形 的 顶点 DD, 外 部 所 构成 的 人 4DC 
等 于 AD’'C， 它 是 山 的 ， 它 与 角 6 之 和 为 360”， 角 6 与 四 边 形 48CD 的 其 它 三 个 内 角 之 和 
也 为 380*， 所 以 它 与 这 个 和 相等 因此， 新 的 四 边 形 4BCD' 的 凸 角 满 足下 面 的 关系 式 
D’AB>a, ZABC= 6p, LCD’A= a+pB+7y>Y, 
且 
ZLZD’AB+/ /ABC+/LCD’ A>at+pB+ (lat+B+Yy). 

这 样 一 来 ， 在 对 于 对 角 线 作 反射 时 ， 凸 钊 之 和 所 增加 的 量 比 原 来 四 边 形 两 个 最 小 的 角 之 
和 还 大 ， 而 且 无 论 哪 一 个 凸 角 都 不 减 小 . 因此 ， 等 于 四 边 形 凸 角 之 和 的 角 在 经 过 有 限 次 关于 
对 角 线 的 反射 之 后 不 再 是 凸 的 了 . 这 意味 着 ， 原 来 的 ( 非 凸 的 ) 四 边 形 48CD 变 成 了 是 的 (还 
可 见 $517 女 


§ 38. 关于 三 角形 的 边 和 角 的 一 个 关系 


在 57 题 中 说 到 的 四 边 形 的 对 角 线 相互 垂直 的 必要 充分 条 件 ， 可 以 由 下 面 的 常用 的 定理 推 
出 : 

如 果 两 个 三 角形 有 两 边 对 应 相等 ， 那 么 第 三 边 所 对 的 角 较 大 的 三 角形 的 第 三 边 也 较 大 . 

我 们 将 定理 中 所 说 的 两 个 三 角形 这 样 来 放 :， 两 个 相等 的 边 重合 ， 而 另 两 个 相等 的 边 从 公 
共 项 点 出 发 , 设 48C 和 4BC’ 是 这 样 的 三 角形 , 且 4C 二 4C“( 图 59). 

我 们 假设 BAC 二 人 BAC’ . 这 时 边 4C' 通过 LBAC 的 内 
部 ， 且 CAC' 的 平分 线 和 线段 8C 相交 于 某 点 D， 线 段 CD 和 
C’' DD 关于 和 CAC’ 的 平分 线 是 对 称 的 , 因此 CD 二 C’D. 这 样 一 来 

BC= BD+DC=BD+DC’ >BC’, 

这 就 是 所 要 证 明 的 . 

这 就 意味 着 , 在 边 为 4,8.c 的 三 角形 中 , 边 c< 大 于 或 小 于 以 4a,5 为 
直角 边 的 直角 三 角形 的 斜 边 ， 取 决 于 e 所 对 的 角 是 钝 角 或 是 锐角 . 
57 题 中 所 说 的 等 式 由 色 股 定理 推出 . 图 59 





58 . 证明: 如果 是 任意 大 于 2 的 自然 数 ， 那 么 
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(lxX2xX3 XxX...Xn)’>n. 
【 证明】 我 们 研究 乘积 
1ixn, 2x(n—1), 3X(2 一 2)， …) (n—1)xX2, 7#X1l. 
乘积 中 的 任何 一 个 ， 从 第 二 个 开始 ， 到 倒数 第 二 个 为 止 ， 都 大 于 第 一 个 (和 和 最 后 一 个 ) 
乘积 ， 如 果 ”一 A>1， 那 么 
(&B 十 1) (2 一 外 一 有 (CN 一 有 ) + (nm— Rk) 人 > 有 XL 十 (2 一 到) 一 72， 
由 此 推出 ， 上 面 写 出 的 所 有 乘积 的 积 当 ”2 时 大 于 n*， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 


59 .假设 O 和 9O' 是 立方 体 两 个 相对 的 顶点， 将 立方 体 的 不 包含 点 O 和 0 的 六 条 楼 的 
中 点 连接 起 来 . 证 明 : 立方 体 的 这 些 棱 的 中 点 在 一 平面 上 且 是 正六 边 形 的 顶点 . 

【证 明 】 假 设 O 和 0’ 是 立方 体 的 对 角 线 相对 的 端点 ，4，B，C 是 从 顶点 OO 发 出 的 棱 
的 端点 ，A’,，B8’, C’ 是 从 顶点 O' 发 出 的 棱 的 端点 ， 因 此 O4WO’4’， 等 等 . LZ， M’', N,L， 
M,N' 是 楼 8C，CA’，A’B，BC’，C’A4，4B’ 的 中 点 (图 60). 

线段 

O’M, O'N’, O’'L, O'M’, ON，0， 

OM, ON’, OL, OM’, ON, OL’ 
相等 ， 因 为 立方 体 所 有 的 侧面 是 全 等 的 正方 形 ， 而 这 些 线段 全 
在 每 一 个 侧面 中 连接 一 个 项 点 和 由 这 个 项 点 所 相对 的 顶点 发 下 
. 的 两 个 边 的 中 点 所 得 到 的 . 

这 样 一 来 ， 点 1，N' ，7Z，1M'，N， 志 位 于 以 立方 体 的 
顶点 O 和 O' 为 中 心 ， 而 半径 相同 的 两 个 球面 上 ， 因 此 ，. 这 些 
点 位 于 一 个 和 线段 DO' 垂直 的 平面 上 , 它们 构成 内 接 于 两 个 球 图 60 
面 所 交 成 的 圆 内 的 六 边 形 的 顶点 . 

剩 下 的 还 要 证 明 这 个 六 边 形 的 边 相 等 .这 可 如 下 导出 ， 例 如 ,线段 MN’ 是 人 B'4C’ 的 
中 点 连 线 ， 从 而 等 于 侧面 4C’O’ B 的 对 角 线 的 一 半 ， 类 似 的 断言 对 于 六 边 形 其 它 的 边 也 是 
成 立 的 . 





60 ， 假 设 4 是正 整 数 < 和 4 的 最 大 公约 数 ，d’ 是正 整数 a 和 2 的 最 大 公约 数 .证 明 : 数 


aa’， ab’, ba’，, bb’ 
的 最 大 公约 数 等 于 dd’. 
【证 法 1 ] 假设 : 、 
a=ad, b=bd, a’=ad’, b=bd’. (1) 


这 时 a, 和 5,， 同 样 /和 5;/， 都 是 互 素 的 数 ( 见 § 23) ， 
由 关系 式 ( 1 ) 推 出 
aa’ =dd’aiai, ab’=dd’aibi, ba’ =dda’bai, bb’ =dd’ bibi. 
因此 ，dd’ 是 数 ea ，ab ，ba’ ，bb' 的 公约 数 . 其 最 大 公约 数 大 于 ad’' 仅仅 在 数 
Aaia), ab), ba, bb) . (2) 
有 公共 素 约 数 的 时 候 ( 见 $ 22) . 我 们 假定 这 个 素 公 约 数 是 存在 的 ， 并 用 p 来 表示 . 因为 4a, 和 
2 是 豆 素 的 数 ， 所 以 它们 两 个 之 中 能 被 p 整 除 的 数 不 会 多 于 一 个 .假定 a 不 能 被 整除 . 因 
为 乘积 w2; 能 被 整除 ， 所 以 它们 之 中 的 某 一 个 因子 一 定 能 被 这 个 素数 整除 〈 见 》2. 1) 中 


。85 ， 





所 证 明 的 定理 )， 因 此 ， 数 4 应 该 能 被 p 整 除 . 对 数 a 进行 类 似 的 讨论 : 它 能 被 2 整除 仅仅 
在 妨 能 够 被 p 整除 的 情况 下 才 有 可 能 ， 但 是 ， 数 4 和 不 可 能 同时 被 p 整 除 ， 因 为 它们 是 互 
素 的 ， 这样 一 来 , (2 ) 中 的 数 的 最 大 公约 数 不 可 能 大 于 1. 
【证 法 2 】 如 果 (7, m,…) 是正 整 数 1, m, … 的 最 大 公约 数 , 那么 ( 见 8 39 的 关系 式 (1)) 
(al ab’, ba’, bb’)=((aa’, ab’), (ba’, bb’)). 
但 是 〈 见 8 39 的 关系 式 ( 2 )) 
(aa’ ,ab’ )=a (a ,b’)=ad’, (ba’ ,bb’)=b (a ,b’ )=bad’. 
因此 
(aa’ ,ab’ ,ba’ ,bb’)= (ad’ ,bd’)= (a,b)d’, 
即 
(aa’ ,ab’ ,ba’ ,bb’ )=dd’, 
这 就 是 所 要 证 明 的 .六 


8$ 39， 关 于 最 大 公约 数 的 两 个 定理 


在 解 60 题 时 ， 我 们 利用 了 最 大 公约 数 的 下 面 两 个 性 质 ， 
(1, my dy, rm) C0, mo) 1, mm ,1 )) (1) 
和 
(kl, km, '**)=k (1, m,.). (2) 
关系 式 ( 1 ) 和 (2 ) 的 成 立 是 显然 的 ， 因 为 如 果 将 正 整 数 1, m, … 的 最 大 公约 数 分 解 成 素 
数 的 乘 窒 ， 那 么 在 分 解 式 中 ， 每 一 个 素数 训 的 寡 指 数 等 于 在 数 六 m，… 的 分 解 式 中 p 所 具有 
的 罕 指 数 A4，k,… 中 最 小 的 数 . 
关系 式 ( 1 ) 意 味 着 数 
和， Ky: A, AH， a | 
中 最 小 的 数 可 以 这 样 来 求 ， 先 对 两 组 数 1，A, … 和 1 ,J ,… 分 别 确定 每 一 组 数 中 最 小 的 
数 ， 然 后 再 从 得 到 的 这 两 个 数 中 取 较 小 的 数 . 
关系 式 ( 2 ) 意 昧 着 ， 如 果 从 数 1，A, … 中 选取 最 小 的 数 ， 并 将 它 加 上 x 就 是 数 
Xx 十 AA， Xk, 
中 最 小 的 数 . 
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十 一 、1914 年 一 1918 年 试题 及 解答 


61. 点 4 和 8 位 于 圆 让 上， 用 另 一 个 圆 尼 的 弧 连 接 4 和 8， 此 圆 弧 将 圆 * 的 面积 分 成 
两 个 相等 的 部 分 ， 证 明 ， 连 接点 4 和 8 的 圆 "的 弧 的 长 度 大 于 圆 * 的 直径 . 

【证 明 】 圆 * 的 所 有 直径 都 和 图 * 的 弧 相 交 ， 因 为 要 不 然 的 话 ， 弧 423 不 能 把 圆 4 的 面 
积分 成 两 个 相等 的 部 分 (图 61) . 因此 ， 圆 4 的 圆心 O 在 圆 呈 内 (如果 点 O 在 圆 必 外 ,那么 
通过 它 可 以 引 一 条 不 和 弧 48 相交 的 直线 ， 即 找到 了 一 条 不 和 弧 
4B 相 交 的 圆 * 的 直径 ， 这 是 不 可 能 的 ). 

于 是 线段 4O 通过 圆 的 内 部 ， 此 国 # 的 站 全 4C 和 
4B 相交 于 菜 点 D，、 点 DD 属于 某 一 个 半径 O 

因为 白 4 的 长 度 大 于 线段 4D 和 DB 的 长 度 之 和 ， 所 以 和 
们 只 要 证 明 DB8>DC 就 行 了 . 但 这 个 不 等 式 可 如 下 推出 ， 以 人 D 
为 圆心 ，DC 为 半径 的 圆 在 圆 * 内 @. 





62 .假设 所 有 满足 条 件 
一 1 之 Xx 之 十 1 
的 + 满足 不 等 式 
一 1 之 ax’? 十 bx 十 c 之 十 1 
(系数 4a，b,，c 是 实数 ). 证 明 ， 对 所 有 这 些 *， 
一 4 之 2ax 十 b 十 4. 
【证 明 】 二 次 三 项 式 
f (x)=ax:+bx+e 
的 导 函 数 
f/f’ (Xt)—2axt+b 
是 线性 函数 ， 它 的 图 形 是 直线 ， 因此， 函数 f(x) 在 闭 区 间 一 1 之 x 之 1 上 的 最 大 值 和 最 小 值 
在 这 个 区 间 的 端点 上 达到 .这样 一 来 ， 剩 下 的 只 要 证 明 ， 值 
ff’ (1)=24a+6b, f/f’ (1)=—2a+b 
中 的 任何 一 个 都 不 可 能 大 于 4 和 小 于 一 4. 
根据 本 题 的 条 件 ， 当 一 1< Xx<1 时 ， 一 1 之 ax? 十 bx 十 c 之 1， 在 不 等 式 中 , 令 x+ 等 于 1， 
0， 我 们 得 到 





1]<atb+c< 1 . (1) 
和 一 1<c< 1， 由 此 还 可 得 到 
—1<—c<1. (2) 
将 不 等 式 (1 ) 和 (2 ) 两 边 分 别 相 加 ， 得 到 
@ 还 可 指出 ， 加 名 的 狐 4D 和 DB 大 于 它们 所 对 应 的 弦 4D 和 D8， 因此 
ADB==AD+DB->-AD+DB==AOTOD-+DB>AO+OB=AC. 一 一 俄 译 者 注 . 
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-2<atb<2. (3) 
将 不 等 式 (3) 对 于 4 十 b 和 a 一 8 的 情形 两 边 分 别 相 加 ， 我 们 得 到 
一 4 过 (2 十) 十 (一 0)< 4， 


一 2 入 4 和 2. (4) 
由 不 等 式 (3) 和 (4) ,我 们 得 到 一 4 所 24a 士 6 过 4， 即 
—4<2a+b<4, —4<—24+b< 4， (5) 
这 就 是 所 要 证 明 的 广 


$ 40. 关于 净 比 雪夫 多 项 式 的 马尔 科 夫 定理 


将 62 是 证 明 的 断言 应 用 到 契 比 雪夫 多 项 式 
T,(x)=2x’—1 
和 和 它 的 导 函 数 
Ts(xX)=4x. 
两 个 函数 的 图 形 画 在 图 62 中 . 
多 项 式 7,(x) 和 一 7s(x) 不 同 于 所 有 其 它 的 当 
一 1 之 x 之 1 时 满足 不 等 式 一 1 之 f (x) < 之 1 的 二 次 多 项 
式 f(x). 
和 仅 满足 不 等 式 
—4</’(1)<4 
的 其 它 /7(x) 的 导 函 数 不 同 , 契 比 雪夫 多 项 式 T(x) 
的 导 函 数 在 区 间 的 端点 满足 等 式 
Ti1(1)=—7Ti(—1)=4. 
事实 上 ， 由 于 在 题 62 的 解答 中 所 引出 的 不 等 式 (3) 
和 (4) ,等 式 图 62 
f'(1)=2a+b= 4 
只 可 能 在 那 种 情况 下 成 立 ， 如 果 a 土 b 二 4 二 2 ， 即 如 果 





4 二 2， b=0. 
这 时 由 不 等 式 (1 ) 我 们 得 到 2 十 c 之 1， 即 
Cc 二 1. 


因为 我 们 知道 < 之 一 1， 所 以 c 二 一 1， 这 样 一 来 ， 如 果 了 (1) 一 4 我们 便 得 到 契 比 雪夫 多 项 
式 7;(x) 一 27Y:? 一 1] . 
类 似 地 ， 若 初始 的 等 式 取 作 
f(D=4, f/f/D)=-4, CrD= 一 4， 
我 们 分 别 得 到 多 项 式 一 T,(x)， 一 T(x)，Ts(X). 
我 们 提 一 下 ， 我 们 所 证 明 的 断言 仅仅 是 下 面 的 4.4. 马 尔 科 夫 〈1856 一 1922) 定 理 的 特 
殊 情 况 : 
如 果 有 具有 实 系数 的 4 次 多 项 式 
f 4)= At orax 二 十 dx" 
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对 所 有 的 一 1 <x< 1 满足 不 等 式 
一 1< Jr)< 1， 
那么 它 的 导 函 数 满足 不 等 式 
— Wf (xX) =a ta 二 Wax 7 
仅 当 x 一 十 1 或 x 一 一 1 而且 仅仅 当 /xx) 和 契 比 雪夫 多 项 式 了 "(x) 重 合 或 者 仅 和 它 相差 
个 符号 时 ， | f(x) | 可 以 达到 自己 的 极限 值 . 


63. 圆 和 人 和 八 4BC 的 边 BC, CA, 4B 交 于 4,，4; 8 Bz Ci, Cs. 证明; 如果 由 点 4,B,， 
C, 作 BC, CA, 423 的 垂 线 相交 于 一 点 ， 那 么 由 点 4， BB, C; 所 作 BC ,CA4，48 的 垂 线 也 相 
交 于 一 点 . 

【 证明 】 我 们 假设 由 点 久 ，8,，Ci 对 人 4BC 的 边 所 作 的 垂 线 相交 于 一 点 M (图 63) . 

因为 加 的 圆心 O 在 线段 CC: 的 中 垂 线 上 ， 
所 以 ， 若 由 点 C, 作 边 48 的 垂 线 , 这 个 垂 线 和 线 
段 OM 的 延长 线 交 于 点 N ,那么 NO 一 OM. 类 
似 的 断言 对 于 由 点 4; 和 8B, 所 作 的 三 角形 的 边 的 
冬 线 也 是 成 立 的 . 

因此 ， 由 点 4;，B;，Cz 对 三 角形 的 三 边 所 
作 的 三 根 垂 线 相交 于 点 M 关于 O 对 称 的 点 N， 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 图 63 








a 假设 4, B,C 是 给 定 的 实数 . 证明: 总 可 以 找到 这 样 的 数 v, 使 得 对 于 任何 n>v， 

有 不 等 . 
An’+ Bn+C< nt 
【 证明】 首先 我 们 证 明 不 等 式 
1N1 =n(n—1)(n—2)(n—3)..2X1>n(n—1)(n—2) 

对 任意 的 下 整数 二 都 成 立 . 

事实 上 ， 如 果 2>>4， 那 么 24! 可 以 表示 成 两 个 下 整数 n(x 一 1) (2 一 2 ) 和 (x 一 3)! 的 乘积 
的 形式 ， 其 中 (x 一 3)!1 之 1， 此 外 ， 不 等 式 加之 n(n 一 1) (n 一 2) 当 等 于 1,2,3 时 也 成 立 ， 
因为 它 左边 的 值 为 1, 2, 6 ， 而 右边 的 值 为 0, 0, 6. 

这 样 一 来 ， 我 们 只 要 证 明 下 面 的 事实 就 够 了 ， 存 在 这 样 的 正 整 数 v， 使 得 当 Nn 之 vv 时， 差 

D=n(n~—1) (nx~2)— (An’+ Bnt+C ) 





是 焉 的. 
将 右边 的 括 弧 去 掉 并 合并 同类 项 ， 可 以 将 刀 变 为 、 
厂 一 了 一 (RN 十 97 十 7) ， 
其 中 RR，5S, 了 7 是 与 4 无 关 的 系数 . 
如 果 正 整 数 v 这 样 选取 ， 使 它 大 于 系数 R、5、 了 中 的 任何 一 个 ， 那 么 
RW 二 Sn+T Cv (n+1). 
由 此 《因为 太守 加 一 1 二 (n 一 1) (mw? 十 x 十 1) ) 得 到 不 等 式 
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D>n—1) (22 十 好 十 1 一 二 02 十 1 十 1 一 (2 一 一 vv) (m+n+1). 
这 样 一 来 ， 不等式 DD 二 0 对 任何 整数 w 二 vy 都 成 立 . 


65 ， 设 三 角形 完全 在 某 一 个 多 边 形 内 ， 证明， 三 角形 的 周 长 不 超过 多 边 形 的 周 长 . 
【证 明 】 将 三 角形 的 边 48, BC 和 CA 分 别 往 顶 点 4, 8 和 C 的 外 边 延 长 ， 使 其 与 多 边 
形 的 周 界 相交 (图 64)， 交 点 上 、M 和 N 把 多 边 形 的 周 界 分 成 CLUH ),(CMN),CVZ) 三 部 分 . 
大 家 知道 ， 每 一 条 折线 都 比 和 它 具有 公共 端点 的 直线 段 长 ， 
因此 . 
(LM)+MB>LA++AB, 
(MN)+NC>MB+BC, 
(NL)+LA>NC+CA. | 
将 这 些 不 等 式 两 边 分 别 相 加 并 去 掉 同 时 包含 在 左边 和 右边 的 图 64 
线段 ， 我 们 得 到 不 等 式 
(CLM)+ (MN)+NL)>AB+BC+CA. 





66 . 证 明 ， 内 接 于 平行 四 边 形 的 三 角形 的 面积 不 可 能 大 于 这 个 平行 四 边 形 的 面积 的 一 
半 . 

【 证 阴 】 第 一 种 情形 ， 假 设 三 角形 的 两 个 顶点 4 和 B 在 平行 四 边 形 的 一 条 边 KZ 上 (图 
65 和 66) . . 





图 65 图 66 
如 果 5 是 八 4BC 的 面积 ， 姑 是 边 4B 上 的 高 ，5’ 是 平行 四 边 形 的 面积 , n 是 平行 四 边 形 
的 边 KL 上 的 高 ， 那 么 


S=im.A4B, SS’=n.KL, 





2 
因为 
m< 1， AB<KL, 
所 以 
5< 方 5 7 
第 二 种 情形 .假设 三 角形 的 顶点 在 平行 四 边 形 的 不 同 的 边 上 (图 67). 这 时 ， 在 三 角形 的 
顶点 之 中 ,一 定 有 两 个 项 点 在 平行 四 边 形 的 两 个 相对 的 边 上 .假设 项 点 4 在 边 KZ 上 ， 顶 点 


B 在 对 边 MN 上 , 顶点 C 在 边 KN 上 . . 
通过 顶点 C 作 一 条 和 边 KZ 以 及 MN 平行 的 直线 .假设 忆 是 这 条 直线 与 三 角形 的 边 48 
的 交点 ，E 是 它 与 平行 四 边 形 的 边 LM 的 交点 . 


。 90 ， 





根据 上 面 在 第 一 种 情形 所 研究 的 》 的 证 明 ，A 4C 的 面积 不 大 于 已 KZLEC 的 面积 的 
_ 半 ，ACDB 不 大 于 口 CEM N 的 面积 的 一 半 ， 由 此 推出 ， 整 个 人 48C 的 面积 不 超过 口 
KLMAN 的 面积 的 一 半 . 


67. 证明; 方程 
1 1 1 
x + X—a 十 文王 太 一 0 
(其 中 “和 是正 数 ， 有 两 个 实数 根 ,而 且 一 个 根 在 名 和 竺 之 间 , 另 一 个 根 在 一 癌 和 一 锯 之 间 . 
【 证明】 首先 我 们 证 明 方 程 











二 + 二 二 二 十 元 寺 0 C1) 
有 两 个 根 . 去 掉 分 母 以 后 ， 我 们 得 到 

/xz) 一 3x 一 2(4 一 0)Y 一 40 一 0. (2) 
这 个 方程 的 负 根 大 于 数 一 2 ,而 正 根 小 于 数 a ,因为 当 x 等 于 一 6,0, 4 时 ,二 次 三 项 式 / (x) 的 


值 
fb)=b(ato), f(0)=—ab, f(a)=a(atb) 
的 符号 交替 改变 ， 这 两 个 根 是 满足 原来 方程 的 ， 因 为 去 掉 分 母 时 可 能 产生 的 增 根 只 能 等 于 . 
—6b, 0, a.@ 
将 正 根 为 代入 到 原 方程 ， 得 到 
1 1 1 
大 十 TTo aH 
它 左 右 两 边 所 有 的 项 都 是 正 的 ， 由 于 


1 1 
Xa—x ' 








所 以 x 了， 从 而 更 加 及 这 也. 


另 一 方面 ， 由 于 鸭 志 力 十 和， 所 以 元 之 元 二 大 ， 且 由 方程 





得 到 不 等 式 


由 此 推出 改过 务 ， 
用 同样 的 方法 不 难 证 明 对 于 负 根 的 不 等 式 大 


注 全 ”在 上 面 的 解答 中 ， 在 证 明 方程 ( 1 ) 有 两 个 不 同 的 实数 根 时 ， 利 用 了 连续 函数 的 性 质 ， 现 在 我 们 
仅仅 用 初等 数学 的 知识 来 证 明 这 一 点 . 





全 ”在 上 面 证 明 原 方程 有 两 个 不 同 的 实 根 时 、 用 到 了 连续 函数 的 性 质 . 一 一 中 译 者 注 . 
@ 系 中 译 者 所 加 ， 
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首先 ， 方 程 (2 ) 和 方程 (1) 是 同 解 的 ， 因 为 在 去 掉 分 母 时 可 能 产生 的 增 根 只 可 能 是 += 一，0，4a， 
而 我 们 不 难 验证 这 些 值 不 是 方程 《2) 的 根 
方程 〈2) 有 两 个 不 同 的 实数 根 ， 因 为 它 的 判别 式 
[2 (4— 26)]— dx3x(—ab) 一 4 (2 十 ap 十 天) 0. 
另外 ， 由 于 方程 〈2) 的 常数 项 一 罗 < 0 ， 所 以 方程 (2， 的 两 个 根 ， 一 个 为 正 实数 ， 男 一 个 为 负 实 数 . 
这 样 一 来 ， 我 们 便 证 明了 方程 (1， 有 两 个 不 同 的 实数 根 ， 而 且 一 个 根 为 正 实数 , 另 一 个 根 为 负 实 数 . 


3841. 拉 格 尔 定理 


在 67 题 A 
1 
X—a 
的 特殊 情况 ， 其 中 a/，a;，…，a, 是 不 同 的 实数 . 
不 难 证 明 ， 方程 (1》 有 ”一 1 个 实 根 ， 如 果 记 号 是 这 样 选取 的 : 2<2<…<a 那 么 在 
任何 一 对 数 之 间 





(1) 


(0 2) ， (Cd 3) ， (41 0 ) 
包含 方程 〈1) 的 一 个 且 仅 仅 一 个 根 
法 国 数学 家 拉 格 尔 〈1834 一 1886) 解决 了 更 深刻 的 问题 ， 能 否 指出 方程 4) 的 根 @% 在 
区 间 (a;，&,1) 内 的 分 布 情况 . 这 个 根 是 否 能 随意 靠近 区 闻 的 端点 . 
下 面 的 定理 给 出 了 这 些 问 题 的 答案 : 
如 果 将 区 间 (4, ,a,,) 分 成 4 个 相等 的 部 分 ， 那 么 包含 在 4 和 4,, 之 间 的 根 a 永远 也 不 
会 落 在 紧 靠 着 区 间 端 点 的 两 个 部 分 的 任何 一 个 之 中 . 





如 果 z2= 3 且 
a 二 一, =0, Q@=a, 
那么 拉 格 尔 定理 得 出 与 67 题 的 角 答 相 同 的 结 
论 . a 
函数 
和 
f(x)= 二 万 + 诗 十 二 上 一 | ， 
的 图 象 和 方程 (x) = 0 的 根 表明 在 图 68 中 . V 
利用 我 们 在 67 题 的 证 明 中 所 用 的 方法 不 难 i 
证 明 拉 格 尔 定理 A 
2 乡 
i 
68.， 在 三 角形 48C 中 , 角 CC 的 平分 线 交 2 
边 48 于 D. 证 明 ， 线段 CD 的 长 度 小 于 边 oA 1b 
CA 和 CB 的 几何 平均 值 . 
【证 法 1 】 假设 是 边 4C 上 这 样 的 点 ， 
使 ， 图 68 


LEDC=/ABC. 
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这 样 的 点 〈 图 69) 实际 上 是 存在 的 ， 因 为 <4BC < 人 LADC (ZADC 是 和 BCD 的 外 角 ， 而 
LABC 是 这 个 三 角形 的 和 它 不 相 邻 的 一 个 内 角 ). C 

入 BCD 和 人 CDE 相似 ,因为 ,除了 ZEDC= 人 LABC 之 外 ， 
它们 在 项 点 C 处 的 顶 角 是 相等 的 (注意 ,CD 是 人 ABC 的 角 


ACB 的 平分 线 ) . 写 出 对 应 边 的 比 ， 得 到 E 
CB:CD=CD:CE, Bg 4 

或 D 
CD’=CE.CB<CA.CB, 图 69 

这 就 是 所 要 证 明 的 . 


【证 法 2 】1) 在 每 一 个 三 角形 中 ， 边 *，2 的 长 度 ,它们 的 夹 角 Y，, 夹 角 的 平分 线 /之 间 
有 关系 式 


1/1 
二 cos 党 = 吉 (二 + 证) | (1) 
( 见 51 题 的 解法 1 ). 
假设 给 定 三 个 正 数 4,5 和 1， 那么 三 


平分 线 长于 当 而 和 公公 当下 而 条 件 成 立时 才能 作出; 如果 接 公式 (1) 缸 出 的 多 的 人 
改 小 于 1， 即 如 果 . 
i (2) 











成 立 的 时 候 . 
2) 如 果 在 不 等 式 〈2) 的 右边 , 数 亏 上 和 二 的 算术 平均 值 用 它们 的 几何 平均 值 来 代替 ， 
那么 不 等 式 更 加 成 立 . 坟 因 此 ， 在 每 一 个 三 角形 中 





}>/ 于 
即 
[<Va. (3) 

不 等 式 (2) 对 于 下 面 的 作 图 是 必要 而 充分 的 ;对 于 给 定 的 三 个 正 数 e, ,1, 可 以 作 一 个 三 
角形 ， 使 得 三 角形 的 两 个 边 长 等 于 4a 和 6，, 这 两 个 边 所 夹 的 角 的 平分 线 的 长 为 7 但 不 等 式 (3) 
仅仅 是 必要 的 ， 而 不 是 充分 的 例如， 如果 4 二 3, -6 二 13， 那 么 

wW ab 一 V3xl3 >6, 

而 且 





1/1,1Y 4111 1Y 8 1 
去 ( 二 + 去 ) = 去 ( 上 + 二 ) =59> 刁 . 

因此 ， 若 /= 二.6， 则 不 满足 不 等 式 (2)， 虽 然 这 时 满足 不 等 式 (3). 
3 42， 柯 西 不 等 式 


对 于 任意 的 正 数 x) ,x;、…, x 的 几何 平均 值 


MXiXz 和 


。 93 。 





不 超过 算术 平均 值 


Xj 十 Xz 十 … 和 十， ， 
n 


即 有 不 等 式 





7 en) 





a 
{Xi 十 Xj 十 … 十 x 
ce : 序 - ， 


而 且 等 号 仅 当 xX/ 二 X, 二 … 二 xX, 时 才能 成 立 . 

我 们 利用 完全 数学 归纳 法 并 耳 首 先 对 二 2”(m 是 任意 的 正 整数 ， 的 情况 来 证 明 这 个 柯 
西 不 等 式 . 

我 们 从 4 二 2 开始 .因为 x; 和 x; 是 正 数 ， 所 以 不 等 式 





(3) 


Xx; 
M Xi1Xz < 5 


等 价 于 不 等 式 


Xi1Xs < (4 ) (4) 
由 ( -二 2) 减 去 x,x;， 我 们 得 到 


:+ 2 2 XX;, 2 
(2 
利用 不 等 式 (4) 并 且 将 它 用 到 4 个 (n==2? 二 4) 数 的 情况 : 


2 2 
ee 








在 不 等 式 ( 4) 中 ,用 一 与 半 放 * 代 赫 x 与 x;， 我 们 得 到 





Xx ,Xs 二 xa <( Xj 十 Xs 十 ;十 Xs ) 
2 2 - 4 . 


这 样 一 来 ， 前 面 的 不 等 式 可 以 变 为 
( Xj 十 Xs 十 YX; 十 Xs ) 
4 . 





XI1 XI XI XI 


并 且 在 这 种 情况 下 ， 等 号 仅 当 1 一 YY2 一 3 一 《4 时 成 立 . 
由 此 ， 对 于 n=8 的 情况 我 们 得 到 不 等 式 





/十 XY 十 区 3 十 ){ ;十 XX 十 XX; 十 8 ) 
也 


(TI ) (YX ) 二 ( \ 


在 不 等 式 ( 4 ) 中 ， 用 数 Xz/，Xx;，Xx;， Xs 和 Xs， Xs, 7， 2 的 算术 平均 值 代替 x) 和 x,， 
我 们 得 到 不 等 式 
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Xi 十 :十 XX 十 x4 Xs 十 Xs 十 Xy 十 Xs 
4 . 4 ~ 





( 1) 一 4 十 43 十 Xz 十 4 十 MX6 十 4 十 Xe ) 
8 . - 





信 


因此 ， 对 于 8 个 正 数 有 不 等 式 





X1X2X3X4X5X6X7X6 < 


( Xj 十 全 ;十 XX; 十 Xj 十 Xs 十 Xo 十 XX; 十 广 。 ) 
8 。 


继续 使 每 次 增加 一 倍 ， 我 们 对 于 4，8，16，…，2”，… 个 数 证 明了 定理 . 

对 于 任意 的 x， 可 用 下 面 的 方法 来 证 明定 理 ， 例 如 , 设 x=5. 对 于 给 定 的 数 再 补充 
8 一 5 一 3 个 数 ， 这 些 数 的 每 一 个 都 等 于 5 个 给 定数 的 算术 平均 值 上 根据 前 面 证 明 的 
( 区 和 二 ) = 





XXX < 


因此 
XXX Rs. 

”关于 几何 平均 值 和 算术 平均 值 的 定理 是 柯 西 (1789 一 1857〉 首先 叙述 和 证 明 的 . 

如 果 正 数 x+, +;，… ,x, 这 样 变化 , 使 得 它们 的 和 或 者 它们 的 乘积 为 常数 ， 那 么 对 于 所 证 
明 的 不 等 式 还 可 补充 下 面 两 个 定理 

任意 多 个 正 因子 这 样 变 化 ， 使 得 它们 的 和 为 常数 而 其 它 是 任意 的 ) .， 当 所 有 的 因子 相 
等 时 ， 这 些 因 子 的 乘积 达到 它 的 最 大 值 . 

任意 多 个 正 的 被 加 项 这 样 变 化 ， 使 得 它们 的 乘积 为 常数 《而 其 它 是 任意 的 ) . 当 所 有 的 
被 加 项 相等 了 时， 这 些 被 加 项 的 和 达到 它 的 最 小 值 . 


8$ 43， 琴 生 不 等 式 


丹麦 数学 家 琴 生 〈1859 一 1925) 一 步 一 步 重 复 柯 西 的 所 有 论证 ， 证 明了 下 面 比较 一 般 的 
定理 . 
设 f(x) 是 这 样 的 函数 ， 使 得 
f xD + f(D 2f (HH) 
对 于 数 轴 上 给 定 区 间 (可 能 是 无 穷 的 ) 的 x, 和 x 总 是 成 立 的 .这 时 ， 对 于 这 个 区 间 中 任意 
的 x;，x;，…，Xx。， 有 不 等 式 


(1) 





f(x) + fx2) tt fr ) nf ( YX 十 YX 十 .… 十 Ai ) 


n 


(2) 


(如 果 在 () 中 ， 等 号 仅 当 x 二 x; 时 成 立 ， 那 么 在 (2) 中 等 号 也 仅 当 x) 二 x 二 … 二 x 时 
成 立 . ) | 
作为 特殊 情况 ， 由 琴 生 不 等 式 可 以 推出 在 上 一 节 中 所 证 明 的 柯 西 不 等 式 . 此 外 ， 僻 生 不 
等 式 还 可 对 早先 研究 的 两 个 问题 给 出 新 的 解答 
1) 事实 上 ， 对 于 任意 的 正 数 * 和 x*: 有 不 等 式 


XjX; < (A ) 
TR? Ns 2 ， 
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将 它 对 任意 大 于 1 的 底 取 对 数 ， 我 们 得 到 


log% 二 log 为 之 21og 了 方 帮 


因此 ， 我 们 可 以 利用 琴 生 不 等 式 断言 ， 对 任意 的 正 数 为， 六 ，…， 为 有 不 等 式 


log%+logzxs+.… + logx,<inlog 世 + 如 二 于 加. 


这 是 § 42 中 的 不 等 式 (2) 取 对 数 后 的 形式 . 
2) 设立 和 因 是 两 个 正 的 锐角 .这 时 〈 见 $9) 


sin wsinzs = 二 | COS (Xi — Xs) —cos(n tnt) | ， 


入 十 和 1 


Sin? 7 去 [ 1 一 cos (x+ ws) | ， 











因此 
sinz 扩 二 总 — Sin x Sin x; 一 1 ~ C0s 6 一 因 ) =sin:2 5 .. 
2 2 2 
这 样 一 来 
| ， ,2X 十 ty 
sinx,sinxs < Sin 一 7 
将 这 个 不 等 式 对 任意 大 于 1 的 底 取 对 数 ， 我 们 得 到 
log sinzx, 十 log sinx,<< 2 1logsin 7 


因此 ， 在 这 种 情况 下 我 们 可 以 利用 琴 生 不 等 式 ， 于 是 ， 对 于 任意 多 个 正 的 锐角 有 不 等 式 


logsinzx;+logsinx,+:…++logsinx, < 


<<zlogsin 五 二 区 二 一 本 为 


即 


。 、， ， 、 Xi 十 和 十 .十 世 
Sin Xsinxa :SINX,<< Sin OQ 
9 


、 而且 等 号 仅 当 轧 王 2 一 … 一 罗 时 成 立 . 
如 果 z2z= 3， 且 冯 十 加 十 为 一 可 ， 即 如 果 xt+，xs，x; 是 三 角形 的 角 的 一 半 ， 那 么 


。 ， » 。 你 
SIN x SiN xzSin x; <sin 6 一 


这 个 不 等 式 在 11 题 的 证 法 2 中 证 明 过 (利用 欧 拉 定 理 ) . 

3) 琴 生 不 等 式 可 以 解答 14 题 . 

事实 上 ， 如 果 和 xy 是 包含 在 0" 和 180 之 间 的 两 个 角 ， 那 么 
石林 交 


oo| 一 


7 





十 洲 
Cos 3 2 
3» 


sinxt sinw,= 2sin 5 2 9 Sin 


这 样 一 来 ， 我 们 可 以 利用 琴 生 不 等 式 断 言 ， 对 于 包含 在 所 指出 的 范围 内 的 任意 多 个 角 %， 
X22, Xs 有 不 等 式 
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例如 ， 函 数 y==x， y= 二 x ，y 三 (4 之 0) 是 是 的 ,而 函数 y= 一 x?，y= 二 一 xXx，y 二 [gx 
是 四 的 .函数 y= sinx 在 区 间 0 之 x 之 x 上 是 四 的 ， 而 在 区 间 < x 近 2z 上 是 凸 的 . 线性 函 
数 y 二 ax 十 6 是 仅 有 的 这 样 一 种 函 
数 ， 它 同时 既是 是 的 又 是 四 的 . 
现存 我 们 用 分 析 的 语言 引出 上 
面 所 给 出 的 定义 . | 
定义 在 某 一 个 区 间 上 的 钨 数 
三 A(X) 岂 做 凸 的 ,如 果 对 于 它 的 
定义 域 中 的 任意 的 x,，xj 以 及 任意 
的 a, pf, a>0,p>0,a+pB=1, 
有 不 等 式 图 70 
f(axntpBr) af (x) +B x). ' (1) 








用 不 等 式 
f lax Br) af (x) 4Bf Cro) (2) 
来 代替 不 等 式 (1) 可 以 得 到 町 函 数 的 定义 . 
我 们 来 证 明 这 个 定义 等 价 于 上 面 所 给 出 的 几何 的 定义 ， 事实 上， 假设 4(%,f (x)) 和 
B(x,/ (2) 是 我 们 的 函数 图 形 上 的 点 (图 70 4 和 56). 点 C 是 弦 4B 上 这 样 一 个 分 点 ， 它 把 
AB 分 成 比 4AC:CB 二 fp:qa， 当 a 二 p= 二 1 时 ,点 CC 的 坐标 为 (gx 十 Bxzyaf Cx) 十 BFCX2)). 
当 a 沿 着 一 个 方向 跑 扬 区 间 0 <a< 1， 而 = 1 一 a 沿 相反 的 方向 跑 遍 这 个 区 间 时 ,点 C 跑 
遍 整 个 弦 48B. 
在 图 形 上 取 横 坐标 为 x= a 十 Bx 的 点 M . 它 的 纵 坐 标 等 于 /az 十 xD， 函数 当 而 且 
仅 当 点 W 不 在 点 C 上 面 时 是 凸 的 〈 图 70,c; 两 个 点 具有 同样 的 横 坐 标 ) ,而 这 正好 意味 着 不 等 
式 (1) 成 立 ， 同 样 地 ， 函 数 的 凹 性 意味 着 点 M 不 在 C 的 下 面 〈 图 70,2) ， 即 (2) 成 立 . 


显然 $ 43 中 的 不 等 式 (1) 是 我 们 的 不 等 式 (2) 相 应 于 = = 去 的 特殊 情况 . 不 仅 如 此 ， 


如 果 f (x) 连续 并 且 对 所 有 的 x 和 zx 满足 $43 中 的 不 等 式 (1), 那么 它 在 我 们 的 定义 的 意义 下 
是 丫 的 ， 因 此 对 于 四 也 数 来 说 ， 存 $ 43 中 所 证 明 的 不 等 式 是 正确 的 ， 而 对 于 凸 函 数 也 有 类 似 
的 不 等 式 ， 只 是 将 符号 之 变 成 沁 ， 此 外 ， 这 些 不 等 式 还 可 推广 . 
假设 y= f (x) 是 号 的 或 四 的 函数 .这 时 对 于 它 的 定义 域 中 的 任意 的 x，xs，…，xx 和 任 
意 的 @，@，…，@， 之 0 i 二 1 ，2，…，7P ow 二 1 ,如 果 j 太 xz) 是 凸 的 , 则 有 不 等 式 
f axt tt ox,) af xX) + a fx) ， (3) 
如 果 它 是 四 的 ， 则 有 不 等 式 
faiXit tT or) of Xt oo fF,). {4) 
这 两 个 不 等 式 也 叫做 琴 生 不 等 式 ，( $ 43 的 不 等 式 (2) 可 由 (4) 当 由 =… 一 = 二 时 得 
到 . ) 我 们 只 证 明 不 等 式 (3) ， 用 数学 归纳 法 来 进行 . 
当 w= 1 时 ，(3) 是 显然 的 ,我们 假设 它 对 某 一 个 % 是 正确 的 , 且 给 定 x, wy, ;一 1,2， 
n+1, o>0, S wa 一 1 令 


二 ， T= tty, 


QA 二 二 十 a， 一 ar 
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(如 果 对 于 i 二 1, 2,…, zw， ai 二 0， 那么 没有 什么 要 证 明 的 了 . ) 这 时 
faixitt qtr) = faxit Pr) Laf (zi)+ Bf (Tz) = 
=af (Qixit tt GN) + a f X41) < 
<alaf xD) tt of CX) + orf (Xn4i) = 
= rf xX) Tt ao Kn) + Arr f Xn) 
《在 这 里 我 们 利用 了 对 于 的 不 等 式 (3 ) 和 同性 的 定义 (1)) ， 这 样 一 来 ,(3) 对 n 十 1 是 正 
确 的 ， 而 根据 数学 归纳 原理 ,证 明了 对 所 有 的 自然 数 # 都 是 正确 的 . 
如 果 直 接 验 证 定义 (1) 和 (2 )， 可 能 有 些 困难 ， 但 是 如 果 我 们 利用 微分 学 ， 那 么 困难 的 
度 将 会 大 大 减低 . 
如 果 在 某 一 个 区 间 内 ， 二 阶 导数 /”(x) 之 0 (相应 地 , 和 0)， 那 么 在 这 个 区 间 内 ,函数 
(xz) 是 凸 的 〈 相 应 地 ， 是 凹 的 ) . 
事实 上 ， 利 用 有 限 增 量 公式 我 们 求 得 
af (Xi)+ BFCX))— faxit BBX)=al f(x)— faxit+ Bx) )+ 
+ BCf xs) ~ faxit BX) 一 ac 一 ax 一 xz) 十 
十 Cj ct 一 ad 一 DBx) 一 ap[0 Cc)~—f’ (ec)) (xs— Xi)= 
一 wa (c) (cs 一 cr) Cr 一 2 )， 、 
其 中 2<c< axi 十 Bxs<cs<<x; 和 cj<c<ez. 因 此 左边 的 符号 和 /* 的 符号 重合 , 因而 当 
/之 0 得 到 (1)， 当 /*<0 得 到 (2). 


例如 ， 函 数 ?一 nx 是 凹 的 ， 因 为 光一 一 点 <<0， 因 此 


InCasxit: dt or) ax onr,= In Cx woo) ， 
由 此 推出 


a 
WX 十 … 十 Co > 和 


时 
(Xi>0, Qi 之 0， > ai 一 1)， 
1 一 


它 是 柯 西 不 等 式 〈$ 42) 的 推广 . 
所 有 上 面 的 讨论 可 以 毫 无 困难 地 搬 到 多 元 函数 中 去 〈 还 可 见 $ 65) . 


69.， 将 数 : 
1, 2, 3, 4, 5 

用 任何 方法 分 成 两 组 . 证 明 ， 总 可 以 在 某 一 组 中 找到 这 样 两 个 数 ， 它 们 之 差 与 这 一 组 中 的 某 
一 个 数 相同 . 

【 证明】 我 们 试图 把 数 1, 2, 3, 4, 5 分 成 这 样 两 组 ， 使 得 在 任 -组 中 ， 任何 两 个 数 之 差 
都 不 和 这 一 组 中 的 数 相等 . 

数 2 和 4 不 能 分 在 一 组 ， 因 为 4 一 2 一 2 . 

数 1 不 能 和 2 分 在 一 组 ， 因 为 2 一 1 二 1， 央 此 ， 数 1 只 能 分 在 包含 有 4 的 那 一 组 . 

因为 4 一 1==3， 所 以 3 只 能 和 2 同一 组 . 

于 是 ， 数 1 和 4 应 该 分 在 一 组 ， 数 2 和 3 应 该 分 在 另 一 组 . 

但 是 剩 下 的 数 5 不 能 属于 这 两 组 中 的 任何 一 组 ， 因 为 5 一 1 二 4， 而 5 一 2 二 3. 
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70 ， 给 定 方程 组 
7 一 2X 一 4 一 0， 
yxXy+xX’ b=0, 
其 中 a,， 5 是 整数 ，x 和 yy 是 未 知 数 . 证 明 :， 如 果 有 某 一 组 有 理 数 满足 这 个 方程 组 ， 那 么 它们 
应 该 是 整数 . 
【证 明 】 我 们 研究 方程 组 


yy 一 27 一 0 一 0 ， C1) 

y’—Xxy+x?—b=0. (2) 
由 方程 (1 ) 推 出 

Xx 二 1 


将 这 个 表达 式 代 入 到 方程 (2 )， 我 们 得 到 
+ 


去 掉 括 昕 并 合并 同类 项 ， 这 个 新 的 方程 变 为 
3y=420—@?, 








或 者 
(3J) 2 一 3 (40 一 02) . (3) 

现在 假设 x 和 ) 是 满足 方程 式 (1) 和 (2 ) 的 有 理 数 ， 因 而 也 满足 方程 式 ( 3 ). 

因为 4，5 是 整数 ， 所 以 方程 (3 ) 的 右边 是 整数 . 它 可 以 和 有 理 数 3y 的 平方 相等 仅仅 是 
在 3y 不 是 分 数 而 是 整数 的 情况 下 才 有 可 能 〈 见 40 题 和 8 31) . 

此 外 ， 方程 (3 ) 的 右边 的 数 能 被 3 整除， 而 这 只 有 在 数 3y 能 被 3 整除 时 才 可 能 ( 见 § 2)， 
也 就 是 说 ， 只 有 当 y 是 整数 时 才 有 可 能 . 

由 方程 (3 ) 还 可 推出 ， 数 4 和 yy 要么 同 为 偶数 ， 要 么 同 为 奇数 ， 因 此 


y—a 
2 


二 





是 整数 . 


71 ， 在 十 进 制 中 ,位 数 大 于 一 的 某 数 的 平方 ， 其 十 位 数字 等 于 7 ， 这 个 数 的 平方 的 个 位 
数字 等 于 多 少 ? 

【 解 】 我 们 证 明 ， 在 十 进 制 中 ， 如 果 某 数 平方 的 十 位 数字 是 奇数 ， 那 么 这 个 数 的 平方 的 
个 位 数字 等 于 6 . 

设 “是 数 “在 十 进 制 记 数 法 中 的 个 位 数字 ， 这 时 ea 十 c 是 偶数 ， 而 < 一 “能 被 10 整 除 ， 因 此 
4 一 0? 二 (4 十 Cc) (4a 一人) 能 被 20 整 除 ， 从 而 数 ?和 c 的 个 位 数字 相同 ， 十 位 数字 同 为 偶数 或 同 
为 奇数 . . 

在 十 进 制 中 ， 一 位 数 的 平方 的 十 位 数字 为 奇数 的 仅仅 只 有 4?=16 和 6? 一 36， 无 论 在 哪 
种 情况 下 ， 个 位 数字 都 等 于 6 因此， 在 十 进 制 记 数 法 中 ， 任 何 一 个 数 的 平方 2 的 十 位 数字 
为 奇数 ， 仅 仅 只 有 在 4 的 个 位 数字 为 4 或 6 时 才 有 可 能 .然而 这 时 数 公 的 个 位 数字 等 于 
6 . 

本 题 条 件 中 所 说 的 数 是 存在 的 ， 例如，24? 王 576，26? 一 676 就 是 这 样 的 数 . 
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72. 在 圆 内 给 定 两 点 4 和 8. 证 明 ， 存 在 这 样 一 个 圆 “〈 实 际 上 ， 有 无 穷 多 个 ) , 它 通 
过 点 4 和 8 ,是 完全 在 圆 * 内 . 

【证 明 】 连 接 圆 4 的 圆心 O 和 点 4. 如 果 以 线段 04 的 任意 
一 点 C 为 圆心 ， 以 C4 为 半径 画 一 个 圆 (图 71) , 那么 这 个 圆 完全 在 
圆 上 内 @. 

如 果 作 线段 48 的 中 垂 线 ,那么 它 或 者 和 线段 O4 相 交 ， 或 者 
和 线段 08 相交， 以 交点 C 为 圆心 ， 以 CA 二 C3 为 半径 所 画 的 
贺 通 过 两 个 给 定 的 点 4 和 8 ， 且 (根据 上 面 所 证 明 的 ) 完全 在 贺 
上 内 . 图 71 





73. 假设 4C 是 平行 四 边 形 48CD 的 较 长 的 对 角 线 , 从 顶点 C 引 边 48 和 4D 的 垂 线 
CE 和 CF ,分别 和 48 与 4D 的 延长 线 相交 于 点 £5 与 .证 明 ; 
AB.AE+AD.AF = AC’. 

【 证明】 由 顶点 8 向 对 角 线 4C 作 垂 线 , 重 足 为 G (图 72)， 
对 角 线 中 较 长 的 对 角 线 4C 将 平行 四 边 形 分 成 两 个 钝 角 三 角形 
ADC 和 4BC , 因此 点 G 在 顶点 4 和 C 之 间 的 4C 上. 

直角 三 角形 4EC 和 4GB 是 相似 的 ,因为 和 E54C = 人 GAB. 

直角 三 角形 4FC 和 CGB 也 相似 ,因为 和 F4C = ZGCB. 

在 相似 的 三 角形 中 ， 对 应 边 成 比例 ， 于 是 我 们 得 到 





图 72 AC:AE=AB:AG, AC:AF= BC:GC， 
由 此 得 到 
AB:.AE= AC:AG, BC.AF=AC:GC, 
最 后 可 以 得 到 
AB-AE +BC.AF = AC.(AG +GC). 
但 是 
BC=AD, AG+GC= AC, 
因此 
AB. AE + AD:AF = AC,, 
这 束 古 所 要 让 明 的 . 


从 所 得 到 的 关系 式 中 ， 作 为 特殊 情况 可 以 推出 勾 股 定理 ， 如果 平行 四 边 形变 成 矩形 ， 那 
么 这 个 关系 式 变 成 
AB’+ BC’= AC? 
(还 可 见 § 51). 


74. ”假设 x,y,s 是 三 个 不 同 的 自然 数 , 按 上 升 的 次 序 排列 ， 且 它们 的 倒数 之 和 仍然 是 
整数 ， 求 x+,，y ,2. 


XYLS, 击 二 广 + 襄 一 4 
@ 假设 点 P 是 这 个 圆 上 的 任 一 点 ， 那 么 OP<OC+ CP=OC 十 CA 二 O04, 而 Oh 小 于 圆 k 的 半径 ,所 
以 点 P 在 贺 内 . 一 一 中 译 者 注 . 
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首先 我 们 指出 ， 对 于 任何 *,y,z 有 


4 一 二 十 六 + 二 二 十 十 却 + 去 一 2 ， 





因此 ，a = 1. 
但 这 时 
1 
这 时 ， 对 于 Xx,y,z 的 倒数 的 方程 变 为 





1,1_1 
yts7 2, 
由 此 得 到 
1-1 -2 
yy, 
因此 2<y<4， 即 y=3. 
最 后 ， 由 方程 
1 1 1 
柱 十 本 十 部 二 1 
求 得 zs 一 6. 


这 样 一 来 ,本 题 具 有 唯一 的 解 : < 一 1，x 一 2，y 一 3，z 一 6， 


75 ， 假设 对 任何 实数 x， 有 
ax’ 十 2bpxX 十 Cc 之 0， 
Px’+29x 十 7 之 0， 
其 中 a,b,c; 2,9,? 都 是 实数 . 证 明 ， 对 任何 实数 x， 
apx’+2bqx 十 cr 之 0. 
【证 明 】1) 引 理 .如 果 对 于 所 有 的 实数 x， 二 次 三 项 式 
f(xX)= ax’+26x 十 cD0， 
那么 数 a,c,ac 一 5 都 是 非 负 的 . 
为 了 证 明 这 个 引 理 ， 我 们 利用 下 面 的 容易 验证 的 恒等式 ; 
Qa1(z) 一 (Cox 十 b)2 十 ac 一 上 2 一 (ax 十 妇 ? 一 (82 一 4c)， 
1"， 用 反 证 法 可 以 证 明 系 数 4 是 非 负 的 . 


(1) 


(2) 


假设 e < 0， 这 时 由 不 等 式 (1) 推 出 ， 对 所 有 的 x 的 值 ，a (x) 之 0， 如 果 考 虑 到 恒 等 


式 (2) ,那么 所 得 到 的 不 等 式 就 是 


(ax + 6b)’< bac. 


但 是 这 是 不 可 能 的 . 事实 上 ， 总 可 以 找到 这 样 一 个 数 MM > 1 , 它 同 时 又 大 于 数 如 一 aec， 如 果 


过 满足 方程 ax 十 6 二 M， 那 么 
(ax +b)’= M’ > Mb —ac. 
2” 系数 c 不 可 能 是 负 的 ， 因 为 由 于 有 不 等 式 (1) ,所 以 
Cc 二/(0) 之 0. 
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3"， 关于 数 ac 一 8: 的 非 负 性 ， 我 们 对 于 4a 0 和 a = 0 (我 们 已 经 知道 ,a 不 可 能 
零 ， 的 情形 用 不 同 的 方法 来 证 明 . 
如 果 a >0 ， 取 > 满足 方程 cx 十 5 二 0， 那么 由 恒等式 (2) 推出 
af (XxX)=ac— bb, 
因为 4( 汪 0，/(x) 之 0， 所 以 
ac— b> 0,; 


~ 


\ 于 


这 就 是 所 要 证 明 的 . 
当 4 二 0 时， 二 次 三 项 式 赔 化 为 
f(xX)=2bx+te, 
而 且 系 数 5 应 该 等 于 零 . 事实 上 ， 如 果 系 数 5 不 等 于 零 ， 那 么 函数 / (x) 二 2bx 十 c 可 以 取 任 
何 正 值 和 负 值 但 是 如 果 a4= 二 0,， 5b 一 0， 孝 么 ac 一 58? 二 0. 
因此 在 这 种 情况 下 ， 数 ac 一 b? 也 是 非 负 的 ， 
2) 谤 引 理 .如果 
40, c>0, ac—b>0, 


那么 二 次 三 项 式 
f(xX)=ax’+2bx 二 Cc 之 0 
对 所 有 的 实数 x 都 成 立 . 
由 恒等式 (2) 推 出 ， 对 于 x 所 有 的 值 
| af (XxX) 之 ac —b’, 
又 因为 4c 一 如 之 0 ， 所 以 
-af (x)>0. . 
当 4> 0 时， 由 上 面 的 不 等 式 推出 f(x) 之 0. 当 4a 一 0 时 ， 由 于 ac 一 如 之 0 ,所 以 系数 
6 也 等 于 0. 这 时 对 于 x 的 所 有 的 值 都 有 (x) 二 c， 根 据 条 件 ， 系 数 c< 是 非 负 的 . 
3) ”应 用 引 理 来 证 明 75 题 . 
如 果 对 于 x 的 所 有 的 值 有 
ax’? 十 2bx 十 c 之 0 和 px 十 2gx 十 + 之 0， 
那么 根据 所 证 明 的 ( 正 ; 引 理 ， 有 
4 之 0,， Cc 之 0， PP 这 0, rr 之 0， 


除 此 之 外 ， 还 有 


ac—b>0, pr—gqg>0, 

即 
CC > 02， pr>gq-. 

. 但 这 时 应 该 有 不 等 式 

ap 之 0,， cr 之 0 

和 
ac. pr > bg’, 

有 
ap.cr— (bg) "> 0. 

由 此 ， 根 据 逆 引 理 可 推出 ， 对 于 x 的 所 有 的 值 ， 有 

apx’+ 20gx 十 cr 2 0, 


这 就 是 所 要 证 明 的 . 
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十 二 、1922 年 一 1923 年 试题 及 解答 


76 . 在 空间 中 给 定 四 个 点 ， 4, 3, C 和 DD， 试 作 一 平面 $， 使 得 点 4 和 C 在 S$ 的 一 
侧 , 点 8 入 在 5 的 另 一 侧 ， 且 点 4, 8B, C, DD 到 平面 5 的 距离 相等 . 

【 解 】 平 面 5 应 该 这 样 来 作 〈 图 73) ， 使 得 它 到 点 

A 和 BB， 5 和 和 C， C 和 和 DD， 

以 及 D 和 4 
的 距离 相等 ， 而 且 每 一 对 点 的 两 个 点 分 布 在 平面 ? 的 不 同 
的 两 人 出， 如 果 平 面 ? 对 前 三 对 点 满足 本 题 的 条 件 ， 那 么 它 
对 第 四 对 点 也 满足 本 题 的 条 件 . 

对 于 分 布 在 平面 两 侧 的 两 个 点 来 说 ， 要 想 使 它们 到 平 
面 的 距离 相等 ， 必 须 使 这 个 平面 通过 连接 这 两 个 点 的 线段 
的 中 点 .这 样 一 来 ， 如 果 平 面 5 通过 线段 48, 38C 和 CD 
的 中 点 ， 那 么 这 个 平面 对 前 三 对 点 满足 本 题 的 要 求 . 因 此 ， 
通过 这 三 个 已 知 点 的 平面 满足 本 题 的 条 件 . 如果 线段 48， 
BC, CD 的 中 点 不 在 一 直线 上 ， 那 么 本 题 的 解 是 唯一 的 . 图 73 
如 果 这 些 点 在 一 直线 上 ， 那 么 本 题 有 无 穷 多 个 解 (通过 线段 中 点 所 在 的 直线 的 任 一 平面 满足 

本 题 的 全 部 要 求 ). 





77 ， 证 明 ， 四 次 多 项 式 x 十 2x’ 十 2x 十 2 不 可 能 分 解 成 两 个 具有 整 系数 4,b,c,4 的 二 
次 三 项 式 x! 十 ax 十 b 和 x ?十 cx 十 4 的 乘积 . 
【证 明 】 二 次 三 项 式 x*:+ ax 十 b 和 x: 十 cx 十 4 的 乘积 可 以 表示 成 
XI 十 (a 十 c)x? 十 (b 二 ac+d)x: 二 (bc+ad)x++ bd. 
如 果 所 得 到 的 四 次 多 项 式 恒 等 于 x 人 二 2x 十 2x 十 2， 那么 


a++c=0， (C1) 
b+ac++d=2, (2) 
pe + ad=2, : (3) 
pd =2. (4) 


根据 本 题 的 条 件 ， 系 数 a,5,c,d 是 整数 ， 因 此 ， 由 关系 式 (4) 推 出 ,在 乘积 54 中， 一 个 
因子 为 奇数 (等 于 土 1) ， 而 另 一 个 因子 为 偶数 (等 于 士 2 ), 例如 ， 假 设 系数 2 为 奇数 ， 而 系 
数 4 为 偶数 . 

这 时 ， 由 关系 式 (3) 推 出 ,乘积 &c 为 偶数 , 由 于 第 一 个 因子 5 是 奇数 ， 所 以 第 二 个 因子 < 
应 该 是 偶数 ， 但 这 是 不 可 能 的 ， 事 实 上 ， 因 为 是 奇数 ， 而 < 和 4 是 偶数 ， 那 么 关系 式 (2) 
的 左边 是 奇数 ， 因 而 不 可 能 等 于 2 六 
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45 爱 森 斯 坦 定 理 


77 题 证 明 的 断言 是 下 述 定理 的 特殊 情况 : 设 
f(x) Arar" 二 :十 Qt 二 
是 具有 整 系数 的 多 项 式 ， 如 果 存 在 这 样 一 个 素数 p, 最 高 次 项 的 系数 a 不 能 被 p 整 除 ,而 所 有 
其 它 的 系数 能 被 p 整除 ， 但 常数 项 不 能 被 p ?整除 , 那么 /x ) 不 能 分 解 为 两 个 低 次 的 整 系数 
多 项 式 的 乘积 . 
这 个 定理 是 赛 涅 曼 (1846) 和 爱 森 斯 坦 〈1850) 证 明 的 ， 通 常 把 它 叫做 爱 森 斯 坦 定理 ， 
虽然 首先 证 明 这 个 定理 的 并 不 是 他 . 


78. 证 明 ， 如 果 w 28，…，7 是 互 不 相同 的 自然 数 , 且 任 何 一 个 都 不 能 被 大 于 3 的 素数 
整除 ， 那 么 


1 ,1 1 
二 十 到 十 …… 十 二 所 3. 





【证 明 】 根 据 本 题 的 条 件 ， 量 
1 
2 


一 二 
3 一 去 十 





的 项 都 是 形 如 -515 的 项 ， 其 中 宕 指数 > 和 * 是 非 负 整 数 〈 见 $ 7 , 如果 + 是 > 和 * 所 取 的 什 
中 最 大 的 值 ， 那 么 8 的 项 可 以 表示 成 等 比 数列 


1 1 、 
1 去， 册 …， 训 (其 和 为 U0) 
和 
1 1 1 、 
1， 林 ,到 到 (其 和 为 了 ) 


的 相应 的 项 的 乘积 ， 换 名 话说 ，5 的 项 包含 在 乘积 


(i 
的 项 之 中 . 因为 在 VV 中 可 能 有 不 属于 5 的 项 ,所 以 S < UV .但 是 0<2,V< 六 ,所 以 5<3 
不 等 式 U <2，V< 包 可 以 下 面 的 方式 来 证 明 ， 
(和 
(1 


79. 三 个 半径 都 为 x 的 圆 相 交 于 一 点 O ， 另 外 两 两 相交 于 点 4, 8, C， 证 明 ， 通 过 点 


SC 
| 


< 
| 
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4, B,C 可 以 作 一 个 半径 仍 为 > 的 圆 
【证 明 】 圆 O83C, OC4 和 O45 的 圆心 0,，O;, O; 到 点 O 的 距离 都 为 > (图 74) ， 这 样 
一 来 ,三 角形 O,O:0; 的 外 接 圆 的 圆心 是 点 O, 半 径 为 x. 因此 
为 了 解答 本 题 ,只 要 证 明 作 48C 和 八 0,Os,O; 全 等 就 行 了 . 

首先 我 们 注意 到 ， 两 个 四 边 形 50;OO0, 和 CO:OO, 都 是 
鞭 形 ， 因 为 它们 所 有 的 边 都 等 于 >. 

由 此 推出 ， 线 段 0;83 和 OsC 都 平行 且 等 于 线段 DO,， 
所 以 O81 0;C， 且 0;8 二 OQ;C， 于 是 ， 四 边 形 8COJO; 是 
平行 四 边 形 ， 从 而 8C= 二 O20;. 同 理 可 证 C4=0O0;O0,，A48= 
O,O;， 这 样 一 来 , A46C 和 入 DO,9;D; 全 等 ， 这 就 是 所 要 证 
明 的 . 











80 .证 明 : 如 果 
ss 一 1 十 g 十 gq? 十 … 十 g" 
1 十 9 (4 ) . (#4 ) 
9 一 1 十 5 十 5 十 … 十 5 ， 
那么 


CN 十 CS 十 Ci 十 十 CS =2"5,. 
【证 法 1 】 只 要 证 明 所 要 证 明 的 恒等式 右边 和 左边 9 (4 二 0, 1,， 2,…，7) 的 系数 相等 就 
行 了 ， 即 只 要 证 明 
Ctri 二 C3 十 二 Crt/ 二 9GCh 十 2"-h-1Ch 十 十 CA (1) 
我 们 对 ”一 上 用 完全 数学 归纳 法 来 证 明 关 系 式 (1)， 
| 当 7 一 上 0 时 ， 关 系 式 (1) 显 然 成 立 . 假设 当 第 一 项 和 最 后 一 项 ( 指 C*+ 和 C; 一 一 中 译 
者 注 ) 的 下 标 和 上 标 之 差 等 于 入 一 1 时 ， 关 系 式 ( 1 ) 成 立 ， 我 们 来 证 明 关 系 式 (1) 对 于 附 标 
差 n 一 & 等 于 NN 的 时 候 也 成 立 . 
关系 式 ( 1 ) 的 左边 可 以 变 成 下 面 的 形式 ( 见 § 5 的 4)): 
(Ck 二 Ch) 十 (Ch 十 Ch) 十 车 (Cs 十 C4) 十 C1 
一 C++2 CCh1 Cht? 二 .十 C1). 
上 式 右边 括 昕 里 的 二 项 式 系数 ， 其 下 附 标 和 上 附 标 之 差 nn (ki1) = k—1=N—1. 
因此 ， 如 果 对 它 应 用 归纳 假设 ， 我 们 可 以 将 关系 式 ( 1 ) 的 左边 变 为 
C8 二 2 C9-IChT 2 2Ch 十 十 CA )， 
但 这 个 表达 式 正 好 就 是 关系 式 (1 ) 的 右边 的 表达 式 ， 于 是 = 关系 小 ( 1) 被 证 明了 . 
【证 法 2 】 我 们 先 证 明 关 系 式 
Clit+Ciysst+Ciszt t+ Cis,—=2"5, (x) 
对 于 g 二 1 成 立 ， 然 后 再 证 明 它 对 于 其 它 的 97 值 成 立 . 
1) ”如 果 g==1， 那 么 5 一 n 十 1，5, 二 n 十 1 ， 因 而 关系 式 ( * ) 具 有 下 面 的 形式 
C 42C2 4 二 (n+1) Ci/=2" (n+1). 1 
利用 可 直接 验证 的 二 项 式 系数 的 恒等式 
ACE 一 (二 DC (k= 1,2, .A+1) 
( 见 $ 5 的 公式 (3))， 当 把 它 用 到 关系 式 (1 ) 的 左边 时 ， 我 们 得 到 
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(十 1)(CC8 二 CC 十 十 CO 一 2” (nt1) 
(二 项 式 系数 的 和 在 § 25，3) 中 有 计算 ). 
2) 现在 假设 9 寺 1.， 将 关系 式 (* ) 的 右边 和 左边 分 别 乘 以 恒等式 
1-4=2 (1- -二 2 ) 
的 右边 和 左边 . 
利用 等 比 数列 的 求 和 公式 ， 我 们 得 到 


+1 
| (1—90s,=1—g"*’, (1 )s,=1— ( ) . 
这 样 一 来 ， 需 要 证 明 的 关系 式 (*) 变 为 
Ciyi (1—9)+Ci (1—g + 二 Ct (1g! )= 
1 十 1 十 9 )” on+i "n+ 
一 2 1 ( 了 |=: (十 9) 


这 个 关系 式 是 成 立 的 ， 因 为 根据 牛顿 二 项 式 的 性 质 ( 见 § 25) 
Cr 十 Co 十 Cr 十 人 十 CC 一 21， 
Chirt+Cirgi+ C2g’ ++ Citig"= (二 9)" 
于 是 ， 关 系 式 (*7 被 证 明 了 六 ， 








$ 46. 关于 恒 等 多 项 式 


1) ”如 果 利 用 下 面 的 定理 ， 我 们 可 以 省 掉 80 题 的 证 法 2 中 研究 9=1 的 情况 的 那 一 部 分 : 

如 果 两 个 次 数 不 超 过 n 的 多 项 式 ， 对 于 自 变 量 多 于 nn 个 的 值 ， 多 项 式 的 值 相 重合 ， 那 么 
它们 对 于 自 变量 所 有 的 值 都 重合 ， 且 在 两 个 多 项 式 中 ， 自 变量 的 同 次 需 的 系数 相等 . 

事实 上 ， 由 这 个 定理 可 以 断定 ， 在 80 题 的 证 法 2 的 第 一 部 分 所 研究 的 9=1 的 情形 可 以 
由 这 个 证 明 的 第 二 部 分 推出 .事实 上 ， 在 恒等式 (*) 的 右边 和 左边 是 4 的 多 项 式 ， 在 证 明 的 
第 二 部 分 证 明 了， 它们 对 于 所 有 g 才 1 的 值 相 重 合 , 即 对 大 于 多 项 式 次 数 的 那么 多 个 g 的 值 是 
重合 的 ， 这 样 一 来 ， 它 们 对 所 有 gq 的 值 都 重合 ， 包 括 4=1 的 情况 在 内 

如 果 利 用 在 8 17，3) 中 所 说 的 定理 , 不 难 证 明 上 面 所 说 的 定理 ,事实 上 ， 如 果 所 研究 的 
多 项 式 的 同 次 短 的 系数 不 相等 ， 那 么 左 在 两 边 之 差 是 不 超过 2 次 的 多 项 式 ， 并 且 和 问题 的 条 
件 相 反 ， 它 不 可 能 对 自 变 量 的 多 于 2 个 的 值 都 取 零 值 . 

2) 在 1 中 所 叙述 的 定理 可 以 建立 代数 方程 的 根 与 系数 之 间 的 关系 〈 韦 达 定 
理 ) . 

如 果 a,，a;，…，a 是 方程 


一 aoX aX 二:… 十 dy.1X 二 a, 二 0 (ao 0) C1) 
的 根 ， 那 么 
ai 十 as 十 … 十 av 一 一 和 
Up 
G2 
ayra3s 十 are 十 … 十 av ya 一 a? 
0 
一 般 地 
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QQ 十 Gate 十 十 QQ 一 
= (k=1, 2, ,0). (2) 
0 


(在 关系 式 的 左边 是 方程 (1 ) 的 所 有 可 能 的 & 个 根 的 乘积 之 和 ) ， 
在 8$17， 2) 中 证 明了 ，/ (x) 可 以 表示 成 形式 
f(xX)=a0 (CXY 一 GCC 一 GE 一 4n) 
( 根 & 不 一 定 是 不 同 的 ) . 去 掉 括 号 并 且 合 并 同类 项 ， 我 们 将 得 到 x"“* 的 系数 等 于 关系 式 (2) 
的 左边 乘 上 《一 1) “ao， 即 多 项 式 的 系数 wx， 这 样 一 来 , 韦 达 定理 (2 ) 可 由 1) 中 所 说 的 关于 
恒 等 多 项 式 的 定理 推出 . 


81 ， 证明， 由 正 整 数组 成 的 等 差 数 列 的 所 有 的 项 不 可 能 都 是 素数 . (除了 赔 化 的 情形 ， 
即 公差 为 零 的 等 差 数 列 ， 它 所 有 的 项 都 等 于 同一 素数 .) 

【证 明 】 如 果 等 差 数 列 的 公差 4 汪 >0 ，a, 是 它 的 通 项 ， 那 么 

d,+;=a,+ sd. 

根据 本 题 的 条 件 ， 数 列 的 公差 4 是 正 整数 ， 数 列 的 第 一 项 不 小 于 1 ， 而 所 有 其 它 的 项 都 
大 于 1. 我 们 在 这 个 数列 中 总 可 以 找到 ea.>1 (实际 上 除了 第 一 项 可 能 例外 以 外 , 其 余 的 项 都 
满足 这 个 条 件 ) . 

当 4, 之 1 和 s=a, 时 ， 





ao: 一 0 十 ad 一 0 (1l+d) 
一 个 复合 数 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 
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十 三 、1924 年 一 1926 年 试题 及 解答 


82， 给 定 三 个 正 数 a,6,c 证明， 如果 对 于 任何 正 整 数 x, 都 可 以 用 w, b,c 做 边 长 作 
三 角形 ， 那 么 所 有 作出 的 三 角形 都 是 等 腰 三 角形 . 
【 证明】 假设 a 之 5 之 c， 那 么 仅仅 当 
a"< 二 er" 
时 , 数 a*,b",c" 才 能 成 为 三 角形 的 边 长 .或 者 把 上 面 的 不 等 式 写作 
a"— 6" ce", 
于 是 (一 六 (00 十 0 十 (1) 
因为 数 2 和 4 都 不 小 于 c ， 所 以 不 等 式 (1) 的 左边 的 第 二 因 式 不 小 于 ne". 于 是 由 不 等 式 
(1) 推出 


(Q@ 一 已 ) nc ce’, 
—b) < ( 
它 吕 以 写成 (4 0) ~ 2) 


上 面 的 不 等 式 要 想 对 所 有 的 正 整 数 都 成 立 ， 只 可 能 4 二 2 ,这 就 是 所 要 证 明 的 . 


83 ， 在 平面 上 给 定 一 点 O 和 一 条 直线 e. 试 求 到 定点 D 的 距离 > 和 到 定 直 线 e 的 距离 
Pp 之 和 等 于 已 知 数 a 的 点 的 轨迹 ( 数 r 和 p 是 正 数 ). 

【 解 】 要 想 使 关系 式 > 十 p 三 4 成 立 ,那么 给 定点 
O 到 给 定 直线 e。 的 距离 不 大 于 a. 

如 果 点 O 到 直线 e 的 距离 等 于 a4， 那么 所 求 的 点 
的 轨迹 是 连接 点 O 和 由 O 〇 作 e 的 垂 线 的 垂 足 之 间 的 
线段 . 

如 果 点 O 到 直线 e 的 距离 小 于 a, 我们 作 和 直线。 
平行 旦 和 。 相距 为 4 的 直线 4, 和 4,( 图 75).， 在 这 种 情 
况 下 ， 所 求 的 轨迹 由 两 个 位 于 直线 4 和 4; 所 构成 的 带 
子 内 的 抛物 线 的 弧 所 组 成 . 

事实 上 ， 在 直线 e 和 4, 所 构成 的 带子 内 ， 到 点 O 〇 
的 距离 为 7 并 且 到 4, 的 距离 为 4 一 p= 二 + 的 点 满足 本 
题 的 要 求 ， 焦 点 O 和 准 线 4 确定 了 位 于 直线 e 和 a， 
之 间 的 带子 内 的 抛物 线 的 弧 . 图 75 

类 似 的 ， 在 直线 e 和 4, 之 间 的 带子 内 ， 以 给 定 的 点 O 为 焦点 , 以 4, 为 准 线 的 抛物 线 的 弧 

上 的 点 满足 本 题 要 求 . 这 个 弧 在 直线 e 和 4 所 构成 的 带子 内 

两 个 抛物 线 昕 的 端点 在 直线 e 上 . 
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S47. 关于 抛物 线 9 
在 83 题 的 解答 中 所 利用 的 抛物 线 的 定义 对 于 每 一 个 钻研 过 解析 几何 的 人 来 说 都 是 知道 
的 ， 但 是 在 中 学 并 不 是 很 普及 的 ， 因 此 我 们 简单 地 提 一 下 . 
到 给 定 的 点 〈 称 之 为 抛物 线 的 焦点 ) 和 给 定 的 直线 〈 称 之 为 它 的 准 线 ) 等 距离 的 点 的 轨 
迹 叫做 抛物 线 . 
由 焦点 作 准 线 的 垂 线 ， 取 它 的 中 点 作为 坐标 原点 ，* 轴 和 准 线 平行 , 轴 通 过 焦点 . 这 时 
准 线 的 方程 是 y 一 一 分 ， 焦 点 的 坐标 是 0， 区 ), 其 中 p 是 焦点 和 准 线 之 间 的 距离 . 


假设 M(x,y) 是 我 们 的 曲线 上 的 任意 一 点 ， 这 时 由 定义 有 





, 2 
(| 
由 此 得 到 
广 pr 
Ty py+A= y+ py+ 有 4 
和 


我 们 得 到 了 通常 的 抛物 线 的 方程 . 


84. ”在 平面 上 给 定 三 点 4, 8, C. 求 作 三 个 圆 句 , 包 , 名, 使 网 已 和 态 相 切 于 点 4, 圆 名 
和 名 相 切 于 点 3， 圆心 和 怒 相 切 于 点 C. 

【 解 】 假 设 O,，O;，O; 是 满足 本 题 条 件 的 三 
个 圆 的 圆心 (图 76). 由 点 4, 8, C 作 这 三 个 圆 的 
切线 ， 那 么 这 些 切 线 是 彼此 相 切 于 这 些 点 的 三 个 
圆 的 根 轴 妆 , 因此 相交 二 一 点 O. 所 有 三 个 线 找 
OA，OB，OC 都 相等 ， 因 为 每 一 个 线段 的 半 方 
等 于 点 O 美 于 这 三 个 胸中 的 基 一 个 较 的 短 雪 换 
名 话说 ， 过 点 4, 8B, C 所 作 的 圆 的 切线 的 交点 O 
和 入 4BC 的 外 接 圆心 相 重 合 . 

显然 人 ADD:O; 的 边 (或 者 可 能 是 它们 的 延长 lg 76 
线 ) 通过 点 4, 8, C 并 且 和 线段 O04, O08, OC 垂直 

这 样 一 来 ， 只 有 这 样 的 圆 才 能 满足 本 题 的 要 求 ， 这 些 圆 的 圆心 00，O:, C,, 我 们 可 以 这 样 
得 到 ;对 于 人 48C 的 外 接 圆 ， 过 点 4， 83, C 作 它 的 切线 ,这 些 切线 的 交点 就 是 0, O;, O;. 不 
难 证 明 ， 用 这 种 方法 所 作 的 圆 实际 上 是 满足 本 题 要求 的 .: 

如 果 信 48C 是 锐角 三 角形 ， 那 么 圆 名 , ,彼此 相 外 切 (图 76). 

如 果 A45C 是 钝 角 三 角形 ， 那 么 两 个 圆 彼此 相 外 切 , 它们 和 第 三 个 圆 相 内 切 (图 77 ). 

@” 俄 译 编辑 补 加 . 
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如 果 A46C 是 直角 三 角形 ， 那 么 本 题 无 解 ， 可 以 证 明 , 在 这 种 情况 下 ， 在 三 个 圆 中 ， 有 
一 个 圆 赔 化 成 一 条 直线 ， 其 余 两 个 圆 在 这 条 直线 的 同一 侧 ， 且 彼此 相 外 切 (图 78) @ 





$48， 点 关于 圆 的 壬 及 两 圆 的 根 轴 ; 


我 们 知道 ， 对 于 由 点 妃 向 给 定 的 圆 所 引 的 所 有 的 割 线 来 说 ,点 了 到 和 辆 的 两 个 交点 的 线 
段 PM 和 PN 的 乘积 是 相同 的 . 这 个 与 制 线 的 方向 无 关 的 乘积 叫做 点 了 关于 圆 4 的 攻 ， 

通常 还 对 割 线 的 线段 PM 和 PN 添加 上 符号 . 指向 同一 方向 的 线段 认为 具有 相同 的 符 
号 ， 指 向 相反 方向 的 线段 具有 不 同 的 符号 ， 如 果 点 在 圆 外 (图 79, a)， 那 么 割 线 的 线段 具 
有 相同 的 符号 ， 并 且 点 已 关 于 圆 上 的 寡 是 正 的 ， 反 之 ,在 圆 t 内 的 点 P 关 于 的 每 是 负 的 (图 
79,2). 如 果 点 2 在 圆 & 上 ,那么 通过 它 所 引 的 割 线 的 线段 , 有 一 个 缩 成 一 点 ,因此 这 样 的 点 关 
， 于 圆 & 的 每 等 于 零 . 

圆 外 任意 一 点 了 关于 的 每 等 于 P 到 “ 
的 切线 的 平方 . 

如 果 制 线 通 过 圆 的 圆心 C ， 那 么 由 点 
P 到 和 圆 的 交点 的 两 个 线段 的 长 等 于 4 十 x 
和 4 一 x, 其 中 4= PC, 而 + 是 贺 & 的 半 
径 ， 因 此 ， 点 已 关于 圆 的 震 等 于 

(d+r)(d—r)=d’—r. 图 79 

关于 两 个 非 同心 圆 等 属 的 点 的 轨迹 是 一 条 垂直 于 两 
圆 连 心 线 的 直线 ， 这 条 直线 叫做 两 圆 的 根 轴 . 

设 4 和 8 是 两 圆 的 圆心 , 和 2 是 它们 的 半径 ,已 是 
平面 上 任意 一 点 ，Q 是 卫 在 线段 48 上 的 投影 (图 30). 

正 象 上 面 所 证 明 的 , 点 了 关于 圆 的 宕 等 于 PA 一 2 
和 PPB’ 一 b?， 因 此 ， 如 果 

图 80 PA’— a’= PB’— b’, 

@ “彼此 由 外 切 ”还 包括 两 圆 与 这 条 直线 相 切 ， 一 一 中 详 者 注 . 
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那么 点 了 属于 两 圆 的 根 轴 . 根据 勾 股 定理 
bi~a= PB— PA’= (QB+ PQ) (AQ PQ’)=QB- AQ: 

正 象 在 57 题 的 证 法 1 中 所 证 明 的 , 差 Q8’ 一 4Q’ 单 值 地 确定 点 Q 在 线段 48 上 的 位 置 . 因此 ， 
关于 两 个 给 定 圆 具有 和 寡 P4’ 一 ca 一 PB? 一 娟 的 点 的 轨迹 是 一 条 垂直 于 它们 的 连 心 线 48 且 
通过 点 Q 的 直线 . 

如 果 两 圆 相 交 ， 那 么 它们 的 根 轴 是 连接 交点 的 直线 . 

事实 上 ， 两 个 交点 属于 到 两 圆 等 稼 的 点 的 轨迹 ， 因 为 它们 关于 每 一 个 圆 的 寡 都 等 于 零 . 

如 果 两 圆 彼此 相 切 ， 那 么 它们 的 根 轴 是 通过 切 点 的 公 切 线 ， 因 为 在 这 种 情况 下 ， 根 轴 通 
过 圆 的 切 点 且 垂 直 于 它们 的 连 心 线 . 

三 圆 btz, ,两 两 所 取 的 根 轴 , 或 者 平行 ， 或 者 交 于 一 点 ， 这 取决 于 三 个 圆 名， 局 ， 名 
的 圆心 在 一 直线 上 或 不 在 一 直线 上 . 

事实 上 ， 如 果 圆 心 在 一 直线 上 ， 那 么 所 有 三 条 根 轴 都 垂直 于 这 条 直线 ， 因 而 是 平行 的 . 
如 有 果 圆 心 不 在 一 条 直线 上 ， 那 么 所 有 三 对 圆 的 根 轴 是 不 平行 的 ， 圆 名, 如 和 名 ,名 的 根 轴 的 交 
点 对 所 有 三 个 圆 具有 等 寡 ， 因 此 属于 圆 名 , 锯 的 根 轴 . (加 名， 名 , 名 两 两 所 取 的 根 轴 的 交点 叫做 
它们 的 根 心 . ) 


85. 假设 a,5, c,d 是 四 个 整数 ， 证 明 ， 差 
b—a,c—a, d—a, d—c,d—b,c—b 
的 乘积 能 被 12 整 除 . 
【证 明 】 如 果 我 们 能 证 明 ， 差 
b—a,c—a, d—a, d—c, d—b, c—b : 
的 乘积 (为 简单 起 见 ， 用 P 表示 它 〉 能 被 4 = 2* 和 3 整除 , 那么 问题 就 解决 了 ， 事 实 上 ， 如 
果 在 乘积 P 中 , 包含 素数 2 的 指数 不 小 于 2 ， 3 的 指数 不 小 于 1 ,那么 ( 见 $7 和 $21 一 23)， 
PP 能 被 12=2x3 整 除 . | 
1) 将 所 有 的 整数 按 它们 被 4 除 所 得 到 的 余数 0，1 ，2 ，3 来 分 成 四 类 .如 果 在 数 
a,b,c,d 中 有 两 个 数 属于 同一 类 ， 那 么 它们 的 差 能 被 4 整除 ， 从 而 数 P 能 被 4 整除， 如 果 数 
a,b,c,4 之 中 ， 任 何 两 个 数 都 不 属于 同一 类 ， 那 么 在 它们 之 中 有 两 个 偶数 和 两 个 奇数 . 两 个 
偶数 之 差 以 及 两 个 奇数 之 差 都 能 被 2 整除 ， 因 此 在 这 种 情况 下 ，P 也 能 被 4 整除 . 
2) ”在 任意 四 个 整数 a,58,c,d 中， 总 可 以 找到 这 样 两 个 数 ， 它 们 被 3 除 时 有 相同 的 余数 
( 见 § 30， 狄 里 希 利 原理 ). 它们 的 差 能 被 3 整除 ， 从 而 乘积 PP 也 能 被 3 整除 . 


86.， 数 1000! 的 末尾 有 和 多少 个 零 ? 
【 解 】 把 数 1000 的 阶乘 ， 即 数 1 
10001 一 1000x999x998x…x3x2xl . 
分 解 成 标准 分 解 式 ， 我 们 来 确定 在 这 个 分 解 式 中 ， 包 含 2 和 5 的 指数 是 多 少 ( 见 $7 和 § 21、 
22, 23). 在 阶乘 10001 的 分 解 式 中 , 数 2 和 5 的 指数 中 较 小 的 一 个 若 为 €, 则 1000! 在 被 10==2 xXx5 
的 乘 蜡 除 时 ， 最 多 能 被 10: 整 除 . 因此 ， 数 1000! 的 末尾 有 个 零 . 
在 数 1，2，3，…，1000 中 ， 每 第 五 个 数 能 被 5 整除 .由 于 
1000 王 5 X200 十 0， 
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所 以 在 1 和 1000 之 间 ， 恰 好 有 200 个 数 能 被 5 整除 . 在 这 200 个 数 中 , 每 第 五 个 数 至 少 能 被 5? 整 
除 . 因为 
200 三 5 X40 十 0， 
所 以 在 200 个 能 被 5 整除 的 数 中 ， 有 40 个 能 被 5? 整除 ， 
继续 用 5 除 ， 我 们 得 到 


40 一 5X8 十 0， 
8 一 5X1 十 3， 
1 一 5X0 十 1.: 


因此 ， 在 整数 1 到 1000 之 内 ， 有 8 个 数 能 被 中 整除 ， 有 1 个 数 能 被 5 整除, 而 没有 任何 一 个 
数 能 被 5 的 五 次 客 或 更 高 次 客 整 除 . 
这 样 一 米 ， 在 数 1000! 的 标准 分 解 式 中 ，5 的 指数 等 于 
200 十 40 十 8 十 1 一 249. 
在 数 1000! 的 标准 分 解 式 中 , 2 的 指数 必定 更 大 ， 因 为 每 第 二 个 数 就 能 被 2 整除 ， 仅 仅 在 
1 到 1000 之 内 的 偶数 就 有 500 个 ， 因 此 数 10001 的 末尾 有 249 个 零 太 





$ 49， 关 于 将 阶乘 分 解 为 乘积 因子 时 素数 的 最 大 乘 知 


在 86 匮 中 ， 我 们 从 数 区 二 1000 和 p 二 5 入 手 得 到 下 面 一 串 等 式 ， 
m= pqt+r: (0<r<p), 
qi= pqzt 7 (0 7,< 站 )， 
qs= pqs+ rs (0<r<p), (1) 
qi-1=p.0+r (0<rn<)), 
它 在 9._/ 中 断 了 ， 后 面 的 4; = 0. 我 们 来 确定 ， 将 m! 分 解 成 素数 的 乘积 时 ,素数 p 在 分 解 式 
中 的 指数 
a = g++ g++ ge. (2) 
由 所 作 的 解答 看 出 ， 同 样 的 论证 对 于 任意 的 自然 数 mw 和 任意 的 素数 p 仍 然 是 有 效 的 . 

如 果 我 们 在 以 2 为 基数 的 记 数 系统 中 来 号 数 m ,那么 ,91, 9:,"…，49x-1 被 p 除 所 得 到 的 
余数 my ra ,六 将 是 P 进 制 的 "数字 ” ,这 意味 着 当 从 关系 式 ( 1 ) 逐 次 消 夫 册 2 i ,1 
时 ， 我 们 可 以 将 数 区 表示 成 形式 

| m= p (pat ra) i r= pir pr re tT przt ri. 
设 $= 二 十 (3) 
将 关系 式 (1) 加 起 来 并 利用 关系 式 (2) 和 (3) ,我 们 得 到 
m+a= patts, 
其 中 a 是 在 阶乘 m! 的 标准 分 解 式 中 所 遇 到 的 素数 P 的 最 大 指数 这 样 一 来 , 我 们 证 明了 下 面 
的 勒 让 德 定理 : 

设 mn 是 任意 的 自然 数 ，p 是 任 一 索 数 . 在 数 m! 的 标准 分 解 式 中 ,包含 p 的 乘 攻 的 指数 等 

于 
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其 中 量 * 表示 将 数 户 在 以 p 为 基数 的 记 数 系统 中 写 出 来 时 所 得 到 的 数字 之 和 . 


87. 证明， 直角 三 角形 的 内 切 圆 半 径 > 小 于 任 一 直角 边 的 一 半 和 和 斜 边 的 四 分 之 一 . 

【证 明 】 由 直角 顶点 C 作 斜 边 46 的 高 ， 其 垂 足 
为 D. E,Ff,G 是 内 切 贺 和 直角 边 4== 8C ,6 二 C4 以 及 
斜 边 “= 48 的 切 点 . 由 这 些 切 点 作 内 切 圆 的 直径 , 其 
男 一 个 端点 分 别 为 £’, F’', G，” (图 81). 

在 任 一 三 角形 内 或 它 周 界 上 的 点 之 中 ， 到 三 角形 
一 边 的 距离 最 大 的 点 是 这 个 边 所 对 的 三 角形 的 顶点 @ 
因此 E’E< AC, F’F <BC (1) 图 81 
和 G’G<CD. 





因为 人 48C 的 外 接 圆 的 半径 不 会 小 于 它 的 任何 一 个 纺 的 一 半 , 于 是 CD 去 二 48， 故 有 


G'G 一 广 48. (2) 
不 等 式 (1) 和 (2) 可 以 写成 
27<b， 2r<a，2r<< 二 < 
因此 ， 内 切 圆 半径 小 于 线段 “ 


1 1 
了 92， 2 A4° 


中 的 每 一 个 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 


88 证明， 对 任意 的 整数 a 和 &b， 方 程 组 
XxX 十 y 十 2z 十 21 二 a， 
| ys 
有 整数 解 . 
【证 法 1】1) 首先 我 们 证 明 ， 如 果 a 二 1，2!%= 0 ， 那 么 方程 组 
X 十 y 十 2zs 十 2t 二 1， 
(1) { 2x ay+s t=0 
至 少 有 一 组 整数 解 . 





@@ 设 2 是 ^48C 内 或 边界 上 的 任 一 点 (图 82). 如 果 点 PP 不 和 4 


重合 ， 那 么 和 PBC 包含 在 ^A48C 之 中 ,于 是 和 PBC 的 面积 
小 于 人 4BC 的 面积 ， 所 以 PQ< 4D ， 其 中 PQ 是 点 P 到 BC AAA 
的 距离 ，4 忆 是 点 4 到 B8C 的 距离 . 一 一 中 译 者 注 . 
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， 114 。 





由 第 一 个 方程 推出 ， 如 果 方 程 组 (1) 有 整数 解 的话 ， 那 么 x 十 y 一 定 是 奇数 . 令 半 = 1 ， 
yy 二 0 ， 那 么 方程 组 (1) 林 有 整数 解 : 
YXY 一 1，y= 王 0，5z 一 一 1，!=1. 
2) 如 果 a=0，2 王 1， 那 么 方程 组 
Xx 十 yy 十 2z 十 2t 二 0， 
(2) (ox ys tm 
也 至 少 有 一 组 整数 解 ， 只 要 注意 到 这 时 一 :是 奇数 就 行 了 ， 方 程 组 (2) 的 一 弓 能 是 
X 一 一 1， yy 二 一 1， 2 二 1,， t= 0. 
3) ”如 果 为 ， 力 ,zis 是 方程 组 (1) 的 任 一 组 解 ，xs, y, zz,t2 是 方程 组 (2) 的 任 一 组 解 ， 
那么 数 | 
x = art bx, 
y=ay + by, 
$= ag b%;, 
t= at,+ bt, 
满足 原来 的 方程 组 
(*+y+2st2t= 0， 
(3) \2x—2y++s—t=b. 
当 把 上 面 所 得 到 的 方程 组 1 和 (2) 的 特 解 取 作 %, yy1, 名 ,三 和 x， yz %, 所 时 ， 我 们 便 得 到 原 
方程 组 的 解 
X=a—b, y=~b, 5 一 一 4 十 0， 1 一 24， 
因为 2 和 “是 整数 ， 所 以 对 于 任意 的 整数 和 2 ,方程 组 (3) 至 少 有 一 组 整数 解 ， 这 就 是 所 要 
证 明 的 . 
【证 法 2 】 将 本 题 条 件 中 给 出 的 方程 组 对 上 和 s 解 出 ， 我 们 得 到 : 


xz 一 言 (一 2 二 28 二 5y 十 4 一 证 27y 十 1 一 二 CoT5+y 一 门 ， 


z= 言 (24 一 b 一 4y 一 50)=4a 一 yy-2t 一 十 (a+ b+y—1). 
如 有 果 这 样 选取 > 和/ 上， 使 得 数 
于 (2 十 4 十 一 四 一 2 
是 整数 ， 那 么 x 和 < 也 将 是 整数 ， 
假设 上 和 “是 任意 整数 ， 把 它们 代 到 最 后 一 个 关系 式 并 对 y 解 出 ， 我 们 得 到 
2》 一 一 4 一 0 十 上 十 32， 


如 果 y 和 +t 象 我 们 所 指出 的 那样 来 选取 ， 那 么 x 和 z 也 是 整数 ， 因 此 原 方程 组 对 任何 整 
数 a 和 4 都 有 整数 解 ， 假 车 1 一 a，w = 0 ,我们 便 得 到 前 面 研究 过 的 特 解 . 妇 





S50. 关于 马 遍 历 无 穷 象 棋盘 的 格子 的 问题 


第 88 题 的 断言 可 以 叙述 为 ， 在 无 穷 的 象棋 盘 上 ， 马 可 以 从 任 一 格 跳 到 其 它 任何 一 格 . 
无 穷 的 象棋 盘 和 通常 的 象棋 盘 (大 小 为 8 x 8 格 ) 不 同 的 是 ; 无穷 的 象棋 盘 包 含有 无 穷 
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多 个 充满 整个 平面 的 格子 . 在 今后 的 讨论 中 ， 用 格子 中 心 来 代替 格子 进行 研究 是 方便 的 . 我 
们 取 任 意 一 个 方 格 的 中 心 作为 直角 坐标 系 的 原点 ， 取 坐标 轴 和 方 格 的 水 平 边 以 及 紧 直 边 平 
行 〈 图 83) .如 果 把 任意 一 个 方 格 的 边 长 取 作 长 度 单位 ， 那 
么 无 穷 象 棋盘 的 格子 的 中 心 构成 平面 上 的 整 点 阵 一 一 具有 整 
数 坐 标的 点 的 集合 . 我 们 可 以 用 数 对 一 -在 走 一 步 的 前 后 ， 
马 所 在 的 方 格 的 中 心 的 坐标 
(或 者 若干 步 ) ， 例 如 ， 在 图 83 中 ， 马 的 8 种 可 能 的 走 法 对 
应 于 下 面 的 数 对 : 











uj,=(1,2), 2 一 (1 一 2)， 

us3= (2,1), Us (2,~—1), 

一 好 二 (一 ]， 一 2)， 一 #2 一 《一 1，2)， 图 83 
一 2 一 (一 2， 一 1)， 一 ay 二 《一 2，1 )， 


上 面 写 的 “ 正 负 ”两 种 走 法 是 相反 的 ， 即 其 中 一 一 种 走 法 的 作用 和 另 一 种 走 法 的 作用 相抵 
消 . 例如 ， 接 连 走 7 步 w,， 然 后 走 5 步 一 uw, 这 时 马 所 在 的 格子 就 是 它 走 2 步 ,后 所 在 的 格 
子 . 如 果 马 重复 走 了 8 步 wu, 之 后 再 走 12 步 相反 的 一 uw, 那么 所 得 到 的 结果 相当 于 马 只 走 4 步 
一 wu,， 如 果 马 从 举 标 原点 出 发 ， 走 了 x 步 uw,， 那么 在 走 完 第 x 步 以 后 ， 它 所 在 的 方 格 的 坐标 
是 (x, 2x). 

填 是， 走 x 步 刀 使 马 从 坐标 原点 走 到 格子 (x, 2x) , 走 y 步 ws 便 走 到 了 属 子 Cy, 一 2)， 
走 z 步 u; 到 格子 (2z, z) ， 走 t 步 u 到 格子 (21, 一 四. 逐次 地 一 个 接 一 个 地 走 完 这 些 步 以 后 ， 
马 从 坐标 原点 走 到 中 心 坐 标 为 

(X 一 77 十 2 十 21， 2X—2y+ 2 一 1) (1) 
的 格子 . 

因为 横 坐 标 x 十 y 十 2z 十 2t 和 纵 坐 标 2x 一 2y 十 s 一 :具有 了 予 先 给 定 的 值 < 和 4b， 所 以 步 数 
XxX，y，2，t 必 须 这 样 选取 ， 使 它们 满足 88 题 解答 中 的 方程 组 (3 ). 

， 这样 一 来 ， 在 题目 解答 中 所 证 明 的 断言 一 一 对 任意 的 整数 4 和 5， 方程 组 (3 ) 都 有 整数 
解 一 一 可 作 另 外 的 解释 ， 在 无 穷 的 象棋 盘 上 ， 马 可 以 从 任何 一 个 方 格 走 到 其 它 任何 一 个 方 
格 . 

这 后 一 个 断言 可 以 直接 证 明 ， 用 不 着 引进 坐标 和 解 方 程 . 

正 像 图 84 所 表明 的 ， 马 走 3 步 可 以 从 任何 一 格 走 到 右边 相 邻 的 格 
子 . 如 果 反 过 来 走 ， 走 3 步 以 后 ， 马 走 到 左边 一 格 .不 难 指出 一 种 走 
法 ， 使 马 走 到 上 边 或 下 边 的 一 格 . 

为 了 走 到 任何 一 个 格子 ， 我 们 只 需 把 走 的 路 径 分 解 成 一 系列 横 的 
走 一 格 和 竖 的 走 一 格 这 些 基 本 走 法 就 行 了 . 这 样 一 来 ， 在 无 穷 的 象棋 
图 84 盘 上 ， 马 确实 可 以 从 任何 一 格 走 到 其 它 任何 一 格 . 





89 .证 明 : 四 个 连续 的 自然 数 的 乘积 不 能 表示 成 整数 平方 的 形式 . 
【证 了 明 】 四 个 连续 的 自然 数 n，7 十 1，7 十 2，7 十 3 的 乘积 可 以 用 下 面 的 方式 来 表示 
(nCnt+1) (n+2) (n+3) 二 (2? 十 31) (nn? 十 3 十 2) 一 
一 (272 十 372) 2? 十 2 (nn? 十 34) 二 (nn? 十 3n 十 1)? 一 1. 
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因此 ， 所 要 研究 的 乘积 包含 在 两 个 连续 整数 
22 十 32 和 7 十 32 十 1 
的 平方 之 间 ， 因 此 它 不 可 能 表示 成 整数 平方 的 形式 . 


90， 当 某 一 个 小 圆 沿 着 半径 比 它 大 一 倍 的 圆 的 里 面 无 滑动 地 滚动 时 ,小 圆 上 的 任 一 点 描 
画 出 什么 样 的 曲线 ? 

【 解 】 在 小 加 如 上 任 取 一 点 M， 我 们 来 研究 小 圆 滚动 时 点 M 所 走 的 路 线 ， 我 们 从 小 加 
的 这 样 一 个 位 置 局 开 始 ， 这 时 点 M 在 不 动 的 外 圆 & 上 (图 85) ， 点 MM 的 初始 位 置 记 作 4. 

我 们 首先 来 研究 ， 当 kr 沿 着 不 动 的 圆 深 动 ， 走 完 大 国 
周 长 的 四 分 之 一 ， 即 由 4 到 4, 时 ， 将 会 发 生 什 么 情况 ， 

圆 六 总 是 和 不 动 的 圆 相 切 的 . 假设 8 是 切 点 . 过 点 8 
引 圆 的 直径 , 则 另 一 个 端点 和 加 的 圆心 O 重合. 

因为 圆 #* 沿 着 无 滑动 地 深 动 , 所 以 圆 的 弧 8M 总 是 
和 圆 t 的 弧 48 相 等 . 弧 4B 和 BM 所 对 的 圆心 角 和 半径 成 
反比 ， 因 此 ， 圆 8 的 弧 4B8 所 对 的 圆心 角 比 圆 必 的 弧 8M 所 
对 的 圆心 角 小 一 半 . 换 名 话说， 圆周 角 65OM 等 于 圆心 角 
5O4， 这 样 一 来 ， 点 MM 在 圆 4 的 半径 O4 上 . 图 

不 仅 如 此 ， 角 OM 作为 圆 * 的 直径 O6 所 对 的 圆周 角 
必定 是 直角 ， 因 此， 由 点 8 作 半 径 04 的 垂 线 ， 则 点 M 和 这 个 垂 线 的 委 足 重合 . 

于 是 ， 当 圆 t 通过 圆 4 的 四 分 之 一 弧 44, 时 ， 点 W 从 4 到 O 地 画 出 圆 的 半径 O04. 

然后 ， 当 圆 #* 沿 着 不 动 的 加 滚动 通过 弧 4, 4 时， 运动 的 情况 和 上 面 所 研究 过 的 情况 
关于 直线 O 4, 是 镜像 对 称 的 ， 因此， 点 M 这 时 画 出 圆 t 的 半径 O04, 

当 圆 r 沿 着 圆 的 下 半 部 分 ( 弧 4; 4; 4) 滚动 时 ， 点 M 以 相反 的 方向 从 4 到 4) 通 
过 直径 44;， 

如 果 运动 继续 下 去 ， 那 么 已 经 到 达 回 的 直径 44: 的 端点 4 的 点 M 又 开始 向 点 4 移动 ， 
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十 四 、1927 年 一 1933 年 试题 及 解答 


91 .假设 .2，c，2% 是 整数 ， 且 与 数 
‘m= ad— bc 
互 素 ， 证 明 ， 对 4ax 十 by 能 被 苔 整除 的 整数 x 和 y，cx 十 47y 也 能 被 区 整除 . 
【 证 法 1 】 假 设 x+ 和 yy 是 使 ex 十 by= mk 的 整数 ， 其 中 为 任意 莹 数 . 因为 加 = 44 一 bc， 
所 以 . | 
ax+ by=k(ad— bce), 
由 此 推出 
a(x— kd)=—b(y+ kc). (1) 
如 果 数 4 和 & 有 公约 数 / 汪 1， 那 么 数 加 二 a4 一 bc 也 能 被 7 整除， 于 是 m 和 a 与 b 不 是 互 
素 的 ,这 与 本 题 条 件 相 违 ， 因 此 4 和 6 是 互 素 的 . 
由 关系 式 (1 ) 推出 ， 数 上 和 7 十 姑 的 乘积 能 被 2 整除 .因为 因子 和 数 4 互 素 ， 所 以 
第 二 个 因子 y 十 kc 应 该 能 被 4 整除 ( 见 $ 21 一 23)， 于 是 


y 十 tc 一 /ca， 
其 中 /是 某 一 个 整数 . 
将 y 十 ==14a 代 入 到 关系 式 ( 1) ， 我 们 得 到 
. Xx— kd= —12, 
因此 x=pd—ilb. y=—kc+tia. (9) 
而 这 时 cx 十 dy =1(ad—bc)= Im, 
即 cx 十 4y 能 被 加 整除 . , 


因此 ， 对 于 ax 十 2 能 被 整除 的 那些 整数 值 x 和 来 说 ，cxz+ 47 也 能 被 严整 除 . 
反 过 来 也 是 对 的 ， 对 于 cx 十 dy 能 被 加 整除 的 那些 整数 值 * 和 来 说 ，4x 十 by 也 能 被 加 整 


除 . 
【证 法 2 】 为 了 简单 起 见 ， 我 们 引入 下 面 的 记号 : 
2 一 0 十 0]y， 2 一 cCX 十 Gy 
这 时 du bu= mx, 
有 bi=du— mex: (1) 


如 果 x，y》 是 使 4 能 被 整除 的 那些 整数 ， 那 么 由 关系 式 (1 ) 推出 , bw 也 能 被 区 整除. 
因为 & 和 六 互 素 ， 所 以 ”应 当 能 被 普 整 除 . 
类 似 地 可 以 证 明 逆 命题， 如 果 ? 能 被 台 整 除 ， 那 么 4 也 能 被 w 整 除 . 
一 个 特殊 的 情况 古 ，m 二 17， 
U 二 2X 十 3y， ?一 9x 十 5y、 
这 在 第 1 题 的 证 法 2 中 全 究 过 . 


92 ， 在 十 进 制 中 ， 由 数字 1，2，3，4. 5 组 成 四 位 数 ， 且 在 每 一 个 四 位 数 中 ， 这 些 数 
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字 中 的 每 一 个 出 现 的 次 数 不 多 于 工 次 ， 所 有 这 些 四 位 数 的 和 等 于 多 少 ? 
【 解 】 根据 本 题 条 件 ， 数 字 1. 2. 3. 4, 5 中 的 每 一 个 在 每 一 位 〈 例 如 ， 在 十 位 ) 出 现 
的 次 数 等 于 将 其 余 四 个 数字 分 配 到 其 余 三 位 上 去 的 方法 的 个 数 ， 不 难 算 出 ， 这 种 方法 的 个 数 
等 于 4X3Xx 2 一 24. 
因此 ， 对 于 满足 本 题 条 件 的 所 有 的 四 位 数 来 说 ， 位 于 四 个 数位 的 每 一 位 的 数字 之 和 等 于 
24(1T 2 十 3 十 4 十 5 一 24X 15= 360， 
于 是 四 位 数 本 身 的 和 等 于 
360(10? 十 10 十 10 十 1)== 360X 1111= 399960. 


93 .在 和 八 48C 的 边 相 切 的 四 个 加 (一 个 内 切 ， 三 个 傍 切 ) 中 ， 我 们 研究 和 边 48 相 
切 的 两 个 圆 (两 个 切 点 在 项 点 4 和 2B 之 间 ) ， 证 明 ， 这 两 个 圆 的 半径 的 几何 平均 值 不 超过 边 
48 的 长 的 一 半 . 

【证 法 1 】 我 们 在 20 题 证 明了 ， 不 等 式 

rr < 

是 20 题 有 和 解 的 必要 条 件 ， 这 正好 就 是 93 题 的 结论 . 

在 20 题 还 证 明了 条 件 的 充分 性 . 

【证 法 2 】 假设 c 是 人 43C 的 边 48 的 长 ,+ 是 内 切 圆 半径 ，7。 是 和 边 48 以 及 八 4BC 
的 其 它 两 边 的 延长 线 相 切 的 偿 切 圆 的 半径 .3 是 45C 的 面积 ，2 是 它 的 半 周 长 
我 们 利用 $8 中 的 关系 式 (4) 和 (7) : 

S=7rp=r. (p— ce). 








这 时 
r= -二 S$ 
5 p—e 
且 ， 
9 PPP Pe) 
pp ZU 二 (p70 pA, 
因此 





Mr TWD- po . 
因为 两 个 正 数 的 儿 何 平均 值 总 不 会 超过 它们 的 算术 平均 值 ( 见 $42) ， 所 以 








V7 = PTA pT < 2 ns F， 
这 战 是 所 要 证 明 的 . 

【证 法 3 ] 由 图 21 ( 见 20 题 的 解答 ) 显然 有 ， 线 段 OO 对 点 4 和 B83 所 张 的 角 是 直角 〔 因 
为 4O 和 49' 是 两 个 相 邻 且 互 补 的 角 的 平分 线 ， 所 以 4 和 8B 在 对 线段 OO' 所 张 的 角 为 直角 的 
点 的 轨迹 上 ， 即 在 以 OO' 为 直径 的 圆 上 ) .而 点 4 和 83 不 在 直线 OO' 上 ， 因 此 我 们 可 以 有 
下 面 的 断言 : . 

人 4BC 的 顶点 4，B 和 内 切 圆心 0 以 及 和 边 48 及 其 它 两 边 的 延长 线 相 切 的 傍 切 圆 的 圆 
心 0' 在 一 个 贺 上 (而且 在 这 个 贺 上 ， 点 0 和 0 ' 把 点 4 和 B 隔 开 ). 

这 样 一 来 ， 本 题 的 断言 是 下 面 更 一 般 的 断言 的 特殊 情况 (图 86). 
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如 果 四 个 点 4,B,C,D 在 一 个 贺 上 ， 并 且 点 4 和 B 把 点 C 和 人 D 隔 开 ， 那 么 从 点 C 和 D 到 
弦 4B 的 垂 线 长 的 几何 平均 值 不 大 于 弦 AB 的 一 半 . C" 

作 直径 C' D' | A483， 与 48 相 交 于 以 .于 是 点 C 到 48 的 垂 线 
长 不 大 于 C 4W ， 点 愉 到 48 的 重 线 长 不 大 于 D' M， 但 是 线段 C'M 
和 D' MM 的 几何 平均 值 等 于 线段 48 的 一 半 . 


94 ， 假 设 “ 是 任意 的 正 数 ， 我 们 研究 a 的 (wn 一 1) 个 连续 信 
数 ，a,24，34,…，(n 一 1)4a， 证 明 ， 在 这 个 序列 中 ， 至 少 可 以 找到 
这 样 的 一 个 数 ， 它 和 与 它 最 相近 的 芍 数 之 差 不 亡 过. 

【证 明 】 粗 略 地 说 ，94 题 的 断言 的 实质 是 ， 在 数 4 的 倍数 之 中 ， 有 许多 数 几 乎 是 整数 . 
实际 上 ， 本 题 的 条 件 包含 了 比较 精确 的 断言 ， 因 为 它 解 释 了 应 该 怎样 来 理解 “几乎 是 整数 " 
在 图 87 中 ， 表 明了 对 n= 12 的 情形 ， 从 图 上 的 点 OQ 开始 ， 沿 着 反 时 针 方 向 标 出 长 为 4,24， 
…,114 的 弧 “ 辆 的 周 长 取 作 长 度 单位 )， 对 于 我 们 来 说 ， 把 数 不 放 在 直线 上 而 放 在 加 上 是 方 
便 的 ， 因 为 我 们 感 兴趣 的 仅仅 是 数 的 小 数 部 分 ， 例 
如 ， 我 们 对 于 数 e 二 2.718… 和 0.718… 是 不 加 区别 
的 ， 从 我 们 的 观点 来 看 ， 它 们 是 相等 的 ， 通 过 所 标 
出 的 弧 的 端点 ， 我 们 画 一 个 径 向 的 小 线条 ， 并 指出 
它们 所 对 应 的 数 0,a,2a,…. 

除 此 之 外 ， 从 点 O 开 始 ， 把 圆周 分 成 # 等 分 . 
从 一 部 分 到 另 一 部 分 的 分 点 ， 我 们 规定 它 仅仅 属于 
以 它 为 “终点 ”的 那 一 部 分 〈 换 句 话 说， 当 把 圆周 
分 成 等 分 时 ， 所 得 到 的 弧 是 半 开 的 ) ， 这 时 ， 任 
何 一 个 “边界 点 ”都 不 能 同时 属于 两 部 分 

可 能 出 现 这 样 的 情况 ， 在 # 段 弧 的 每 一 段 弧 中 








图 出 现 一 根 小 线条 ， 这 时 ， 和 点 DO 最 接近 的 长 为 二 的 


弧 上 的 小 线条 所 对 应 的 数 满足 本 题 条 件 . 

如 果 在 某 一 个 弧 中 没有 任何 一 根 小 线条 ， 那 么 根据 狄 里 希 利 原理 ， 在 其 余 “一 ! 个 弧 中 ， 
至 少 在 一 个 弧 上 有 多 于 一 个 的 小 线条 (因为 小 线条 的 总 数 等 于 x*) .， (例如 ， 在 图 87 中 ， 对 
应 于 数 34 和 104 的 小 线条 落 在 同一 个 弧 上 ) .这样 一 来 ， 这 两 根 小 线条 之 间 的 距离 小 于 才 . 但 
是 两 根 小 线条 之 间 的 距离 〈 沿 着 圆周 按 反 时 针 方 向 算 ) 仅仅 和 它们 的 “标号 ”之 差 有 关 . 因 


此 ， 点 和 对 应 于 数 102- 36= ?9 的 小 线条 之 间 的 距离 也 小 于 去 王 言 。 这 就 是 说 ， 数 74 和 与 
最 接近 的 整数 之 差 ( 按 绝对 值 ) 小 于 方 一 方 ， 这 正 是 本 题 的 断言 

[上 面 所 作 的 论证 完全 可 以 用 到 一 般 的 情形 中 去 ,只 需 将 数 112,30,104,74 换 成 (一 1)4， 
ia, ka 和 (ki)a.] 
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95 . 试 将 前 7 个 自然 数 写 在 一 个 圆周 上 ， 使 得 任何 两 个 相 邻 的 数 之 差 不 超 过 2 ， 再 证 
明 ， 这 种 写法 仅 只 有 一 种 办 法 ， 而 且 为 此 只 要 注意 到 与 每 一 个 数 最 相近 的 数 就 足够 了 . 
【 解 】 在 1 的 两 边 只 能 放 数 2 和 3 (图 88 和 图 89) . 在 数 2 的 另 一 边 ， 除 了 4 以 外 , 不 


1 
3 2 3 2 
=7 | 
各 n=8 4 
7 6 . 6 
7 8 
88 图 89 


能 放任 何其 它 的 数 ， 在 数 3 的 另 一 边 ， 仅 仅 只 能 放 数 5 ， 等 等 . 因此 ,在 1 的 一 边 只 能 放 偶数 
2,4,…, 而 在 另 一 边 只 能 放 奇 数 3 ，5,…， 这 两 个 等 差 数 列 一 直到 遇见 数 7 一 2 和 * 一 1 中 的 一 个 
数 时 为 止 . 在 这 两 个 数 之 间 再 放 上 数 *， 仅 仅 只 有 把 * 个 数 在 圆周 上 这 样 排列 才能 满足 本 题 
要 求 ， 而 且 这 样 的 排列 确实 满足 本 题 的 要 求 . | 


96 ， 在 平面 上 给 定 一 条 直线 和 两 个 点 4 和 B.， 应 该 在 这 直线 上 怎样 选取 点 了 P， 才 能 使 
max (AP, BP) 
有 最 小 值 ? (如 果 线 段 4P 和 BP 的 长 度 不 一 样 , 那么 max (4P，B8P 了 ) 表 示 线 段 中 较 长 ， 
的 线段 ， 如 果 4P= 8P， 那 么 maxz (4P，5P ) 等 于 两 个 线段 中 任何 一 个 线段 的 长 度 .) 

【 解 】 在 两 个 给 定 的 点 中 ， 用 4 表示 那样 的 点 ， 它 到 直线 。 的 距离 不 比 另 一 个 点 38 到 直 
线 e 的 距离 近 ， 由 点 4 作 直 线 e 的 垂 线 ， 垂 足 为 4 ，( 图 90). 、 

1) 如 果 44, >4 838， 那么 4 就 是 要 求 的 点 ， 事 实 上 ， 如 果 直 线 e 上 的 点 了 和 4 重合 ， 
那么 max (4P，B8P)=44,， 对 于 直线 e。 上 的 任何 其 它 的 点 P，max (4P，BP) >44 ， 因 
为 这 个 点 到 点 4 的 距离 大 于 点 4, 到 点 4 的 距离 . | 

2) 如 果 44, 二 4, 8， 那 么 作 线段 48 的 中 垂 线 fF， 并 且 由 点 8 作 直 线 。 的 垂 线 88,, 垂 
是 为 8B，( 图 91). 





图 90 图 91 
如 果 某 一 点 到 点 4 的 距离 比 到 点 8 的 距离 小 ， 那 么 它 应 该 属于 以 直线 /为 边界 且 包 含 点 
4 的 半 平 面 . 同样 的 ， 如 果 某 一 点 到 点 8 的 距离 比 到 点 4 的 距离 小 ， 那 么 它 应 该 属于 以 直线 
/为 边界 且 包 含 点 8 的 半 平 面 , 由 于 44 <4,8，BB, < 之 4A44, 4B,， 所 以 点 4, 和 B, 分 别 
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属于 直线 了 所 分 成 的 不 同 的 半 平 面 ， 因 此 线段 4, 3, 和 直线 了 相交 于 某 一 点 C . 

我 们 来 证 明 ， 点 C 是 在 这 种 情况 下 所 要 求 的 点， 在 这 个 点 ，ma x (4C,8C)= AC= BC， 
而 对 于 直线 e 上 任何 其 它 的 点 了 ，max (4P，BP)>max (4C，BC) ， 事实 上， 好 果 代 符 
点 C， 在 直线 e 上 任 取 一 个 点 盖 ， 并 且 九 和 8 在 C 的 同一 侧 ， 于 是 4 >4C， 因 为 .4CD 
是 钝 角 三 角形 ，AD 是 它 最 大 的 边 ， 因 此 ，max (4D，BD)>max (A4C，B8C) ， 若 点 人 D， 
在 点 C 把 直线 e 分 划 成 的 另 一 个 半 直 线 上 ， 类 似 的 断言 也 是 成 立 的 . 

97 . 一 元 人 民 币 可 以 用 多 少 种 办 法 兑换 开 ? @ 

【 解 】 解 答 本 题 原则 上 不 会 有 什么 困难 ,只 需 列举 出 兑换 一 元 人 民 币 时 所 有 可 能 的 情况 ， 
再 算出 总 共有 多 少 种 办 法 .为 了 便于 计算 各 种 不 同 的 办 法 ， 分 成 组 是 比较 方便 的 ， 在 所 有 的 
兑换 办 法 中 ， 我 们 把 其 中 1 分 的 和 2 分 的 加 起 来 的 总 钱 数 相同 的 算 作 一 组 . 

如 果 一 元 人 民 币 都 兑换 成 1 分 的 和 2 分 的 ， 这 是 可 以 办 得 到 的 . 只 要 取 0,1,2,…,50 
个 2 分 的 ， 其 余 的 都 竞 换 成 1 分 的 就 行 了 .这 种 兑换 的 办 法 有 51 种 ; 

如 果 1 分 的 和 2 分 的 加 起 来 有 0.95 元 ， 这 总 共有 4 种 兑换 办 法 ， 剩 下 的 0.05 元 可 以 “部 
换 ” 成 1 个 5 分 的 ， 这 种 兑换 办 法 有 48 种 ; 

如 果 工分 的 和 2 分 的 加 起 来 有 0.90 元 ， 这 总 共有 46 种 兑换 办 法 ， 剩 下 的 0.10 元 可 以 兑换 
成 2 个 5 分 的 或 1 个 1 角 的 ， 因为 0.90 元 的 兑换 办 法 与 0.10 元 的 兑换 办 法 是 无 关 的 ， 所 以 ， 
在 这 一 组 中 ， 兑 换 的 办 法 共有 46X 2 种 ; 

如 果 1 分 的 和 2 分 的 加 起 来 有 0.85 元 ， 这 总 共有 43 种 兑换 办 法 ， 剩 下 的 0.15 元 可 以 兑换 
成 3 个 5 分 的 或 1 个 5 分 的 加 上 1 个 1 角 的 所以， 在 这 一 组 中 ， 兑 换 的 办 法 共有 43X 2 种 : 

如 果 1 分 的 和 2 分 的 加 起 来 有 0.80 元 ， 这 总 共有 41 种 兑换 的 办 法 ， 剩 下 的 0.20 元 可 以 这 
样 总 换 ，4 个 5 分 的 (1 种 ) ，2 个 5 分 的 (1 种 ) ，0 个 5 分 的 (2 种 ) ， 于 是 剩 下 的 
0.20 元 有 4 种 总 换 办 法 .所 以 ， 在 这 一 组 中 ， 兑 换 的 办 法 共有 41X 4 种 ; 

如 果 1 分 的 和 2 分 的 加 起 来 有 0.75 元 ,这 总 共有 38 种 兑换 办 法 . 剩 下 的 0.25 元 可 以 这 样 况 
换 : 5 个 5 分 的 《1 种 ) ，3 个 5 分 的 (1 种 ) ，1 个 5 分 的 (2 种 ) . 所以， 在 这 一 组 中 ， 
兑换 的 办 法 共有 38x 4 种 ; 

用 这 种 方法 我 们 不 难 计 算出 ,在 1 分 的 和 2 分 的 加 起 来 的 钱 数 为 0.70 元 ，0.65 元 ，0.60 
元 ，0.55 元 ，0.50 元 ，0.45 元 ，0.40 元 ，0.35 元 ， 0.30 元 ，0.25 元 ，0.20 元 ，0.15 元 ，0.10 
元 ，0.05 元 以 及 根本 没有 1 分 的 和 2 分 的 各 个 组 中 ,兑换 办 法 的 个 数 分 别 是 

a6x 6、33X 6, 31X 9、 28x 9、26x13、23x 13、21X18、18X 18、16X24、13 x 
24、11X31、8 X31、6 X39、3 X39、1 x49， 这 样 一 来 ， 兑 换 办 法 的 总 数 等 于 4562. 











98 证明， 当 0<x< 二 , & 次 多 项 式 
1— Cix+Cix?— Cx 二 .十 (一 1)*Ctx’ 
的 值 为 目的 这 里 的 是 不 超过 7 的 正 整 数 ，C;，C?，…Cs 是 二 项 式 系数 ). 
【证 明 】 我 们 把 多 项 式 1 一 C， 十 Cr 一 G 十 … 十 (一 1)*C% Xt 所 有 的 项 从 笛 数 项 
开始 按 x 的 升 舌 分 成 对 ， 如 果 最 融 次 十 没有 和 它 配 对 的 ， 那 么 它 的 器 指数 戌 偶数 ， 轩 而 对 任 
何 * 雾 是 正 的 ， 
下 利 的 货币 为 了 使 我 全 读者 陪 恋 方 便 , 下 为 人 民 币 ,题解 也 作 了 相应 的 必 变 ， 一 “中 运 首 注 . 
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我 们 研究 多 项 式 中 构成 一 对 的 两 个 连续 项 : 


Cix!l— CHTYOT 一 4=- nl *)ciz = 1(1 十 *) 十 (一 NX) Cr x! 
有 n 1 1 nt 7 十 1 的 » 


最 后 一 个 表达 式 当 0<1<w 一 1 和 0<x< 去 时 是 正 的 ， 这 就 是 所 要 证 明 的. 








99 ， 在 平面 上 引 三 条 相交 于 一 点 的 直线 p，9，+， 且 两 两 之 间 的 夹 角 为 60"。 此 外 ， 给 
定 长 为 4，8, Cc 的 三 个 线段 ， 且 4<<b8<c， 证 明 ， 到 直线 p，9, ?的 距离 分 别 小 于 4，8, 5 的 
点 当 而 且 仅 当 e+2>c 时 填 满 了 某 一 个 六 边 形 的 内 部 ， 如果 4+2><， 六 边 形 的 周 长 等 于 什 
么 ? 

【证 阴 】 到 直线 p 的 距离 小 于 4 的 点 填 满 了 关于 直线 P 对 称 且 宽 为 24 的 带子 的 内 部 (图 
92)， 因 此 ， 满 足 本 题 条 件 的 点 的 轨迹 是 分 别 关 于 直线 Pp，，9,， 7 对称 且 宽 分 别 为 24 ,28,2c 的 
带子 所 交 成 的 区 域 的 内 部 ， 每 一 个 带子 关于 
直线 P，4，7 的 交点 O 是 对 称 的 @ 因此 ， 
带子 所 交 成 的 区 域 是 中 心 对 称 的 多 边 形 ， 因 
而 有 偶数 个 边 ， 带 子 宽度 的 一 半 4，8,。 应 
该 满足 什么 样 的 条 件 才 能 使 得 多 边 形 的 边 数 
不 等 于 4 呢 ? 也 就 是 说 ，2，2，* 应 该 满足 
什么 样 的 条 件 ， 才 能 使 得 所 有 三 个 带子 所 交 
成 的 区 域 不 会 和 其 中 任何 两 个 带子 交 成 的 区 
域 相 重合 ? 

首先 ， 我 们 研究 关于 直线 p 和 9 对 称 的 
带子 所 交 成 的 区 域 . 它 是 一 个 平行 四 边 形 . 
我 们 来 估计 这 个 平行 四 边 形 里 面 的 点 到 直线 
7 的 距离 是 多 少 、 对 于 平行 四 边 形 内 的 任 一 
点 ， 我 们 从 点 〇 出 发 , 先 沿 着 和 直线 Pp 平行 
的 方向 移动 ， 然 后 再 沿 着 和 直线 4 平行 的 方 
向 移动 ， 总 可 以 到 达 这 一 点 .在 平行 于 直线 图 92 
了 的 方向 上 进行 位 移 . 这 个 位 移 垂 直 于 直线 4 的 分 量 小 于 2， 不论 位 移 是 在 哪 一 侧 ( 正 的 ”或 
.“ 负 的 ”) 进行 的 ， 终 点 到 直线 9 的 距离 总 小 于 2b， 由 于 直线 P，? ，” 两 两 之 间 的 夹 角 为 60”， 
所 以 直线 9 和 7 关于 直线 2 是 对 称 的 . 因此 ， 沿 着 和 直线 P 平 行 的 方向 的 位 移 ， 在 垂直 于 
直线 > 的 方向 上 的 分 量 和 在 垂直 于 直线 9 的 方向 上 的 分 量 是 一 样 的 .所 以 这 个 分 量 小 于 5, 而 
且 与 位 移 是 在 哪 一 侧 一 一 “ 正 的 ”或 “ 负 的 ”一 一 进行 的 无 关 ， 用 同样 的 方法 可 以 证 明 ， 党 
着 与 直线 9 平行 的 方向 的 位 移 ， 其 垂直 于 > 的 分 量 总 小 于 2， 而 且 和 沿 着 所 取 的 直线 往 哪 一 
侧 移动 是 无 关 的 . 

因为 由 点 OQ 在 平行 于 直线 P 和 9 的 方向 上 进行 位 黎 ， 可 以 到 达 所 研究 的 平行 四 边 形 内 的 
任何 一 点 ， 所 以 我 们 可 以 断言 : 这 个 平行 四 边 形 的 所 有 内 点 到 “的 距离 小 于 2 十 2. 

由 此 推出 ， 由 宽 为 24 和 22 且 关 于 直线 P 和 9 对 称 的 带子 所 交 成 的 平行 四 边 形 ， 仅 仅 在 
a 十 b>c 的 情况 下 才 会 包含 不 属于 所 有 三 个 带子 所 交 成 的 区 域 的 点 . 

@ ”这 句 话 的 意思 是 ， 若 点 M 属于 某 个 带子 ， 则 和 点 M 关于 点 O 中 心 对 称 的 点 也 属于 这 个 带子 . 

一 一 中 译 者 注 . 
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我 们 来 研究 其 它 两 对 带子 所 交 成 的 平行 四 边 形 ， 用 类 似 于 上 面 的 论 证 可 以 证 明 ， 仅 仅 在 
2 十 <c>2 和 24+<>2 的 情况 下 ， 这 些 平行 四 边 形 才 会 包含 不 属于 所 有 三 个 带子 所 交 成 的 区 
域 的 点 .但 是 根据 本 题 条 件 ，4a<2<c， 所 以 后 两 个 
不 等 式 总 是 成 立 的 ， 因此， 条 件 4 十 b>c 是 使 得 满足 
本 题 条 件 的 点 的 轨迹 具有 六 边 形 的 形状 的 必要 (和 充 
分 的 ) 条 件 . 

直线 P，9，> 把 整个 平面 划 成 为 具有 公共 顶点 且 
大 小 为 60" 的 角 ， 六 边 形 的 周 长 是 由 若干 段 构成 的 ,每 
一 段 的 长 度 等 于 带子 的 边界 被 角 的 夹 边 所 截 得 的 线段 
的 长 . 

我 们 来 证 明 这 一 点 . 

在 直线 p，9,， 7 中， 任 取 两 根 直线 ， 我 们 来 研究 
它们 所 构成 的 60° 的 角 以 及 边界 和 第 三 根 直线 平行 的 
带子 落 在 这 个 角 内 的 那 一 部 分 〈 图 93)， 如 果 带 子 的 
这 一 部 分 完全 属于 六 边 形 ， 那 么 上 面 的 断言 显然 成 图 93 
立 . 如 果 落 在 这 个 角 内 的 带子 的 那 一 部 分 ， 其 中 有 些 部 分 在 其 它 某 一 个 带子 的 外 面 ， 那 么 它 
具有 正三 角形 的 形状 ， 因 此 ， 两 个 带子 相应 的 边界 段 相等 (在 图 93 中 ， 相 等 的 段 用 相同 个 数 
的 小 线 标 出 )， 这 样 一 来 ， 前 面 所 作 的 断言 在 这 种 情况 下 仍然 有 效 

由 此 推出 ， 六 边 形 的 周 长 等 于 高 为 4。，28,c 的 等 边 三 角形 的 边 长 的 两 倍 的 和 ， 即 
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100 ， 个 位 数 是 6 而 又 能 被 3 整除 的 五 位 数 有 多 少 ? 

【 解 】 个 位 数字 为 6 的 五 位 数 能 被 3 整除 的 必要 充分 条 件 是 去 掉 个 位 数字 后 所 得 到 的 四 
位 数 能 被 3 整除 .四 位 数 总 共有 9999 一 999= 9000 个 .它们 每 第 三 个 数 能 被 3 整除 . 因此 ,有 
3000 个 能 被 3 整除 的 四 位 数 ， 从 而 也 正好 有 这 么 多 个 个 位 数字 为 6 而 又 能 被 3 整除 的 五 位 数 . 


101 .在 大 小 为 8 x 8 二 64 格 的 象棋 盘 上 引 一 直线 ， 此 直线 最 多 可 以 穿 过 多 少 方 格 ? 

【 解 】 我 们 将 所 引 的 直线 和 象棋 盘 的 方 格 的 边界 所 有 的 交 
点 都 标 出 来 ， 所 标 出 的 点 将 所 引 的 直线 分 成 若干 个 有 限 的 线段 
(我 们 不 研究 由 第 一 个 标 出 的 点 和 最 后 一 个 标 出 的 点 发 出 的 半 直 
线 ). 每 一 个 线段 通过 一 个 且 仅 仅 一 个 象棋 盘 的 方 格 . 因此 ,我 们 只 要 
算出 有 限 线段 的 个 数 便 可 知道 所 引 的 直线 和 多 少 个 方 格 相交 . 

象棋 盘 被 18 条 直线 段 (9 条 坚 的 和 9 条 伐 的 ) 分 成 方 格 ， 扩 
引 的 直线 和 这 些 直线 段 的 每 一 条 仅 相交 于 一 点 ， 但 是 在 棋盘 的 
边线 的 四 个 直线 段 中 ， 只 有 两 条 和 所 引 的 直线 相交 ， 因 此 ， 在 
所 引 的 直线 上 最 多 有 16 个 标 出 的 点 ， 这 些 点 把 这 根 直 线 分 成 15 
个 线段 ， 这 样 一 来 ， 在 象棋 盘 上 所 引 的 任何 一 条 直线 可 以 和 不 图 94 
多 于 15 个 的 方 格 相交 通过 两 个 角 上 的 方 格 的 边 的 中 点 引 一 条 和 象棋 盘 的 一 条 对 角 线 平行 的 
直线 ， 我 们 便 得 到 了 和 15 个 方 格 相 交 的 直线 ‘图 94). 
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因此 ， 在 象棋 盘 上 所 引 的 任 一 条 直线 ， 可 以 与 15 个 方 格 相 交 ,但 不 能 与 更 多 的 方 格 相交 . 


102 .假设 了 是 锐角 入 48C 内 不 和 外 接 圆 心 重合 的 任意 一 点 ， 证 明 ， 在 线段 4P,3P， 
CP 中 ， 有 一 个 线段 的 长 大 于 R， 还 有 一 个 的 长 小 于 R( 这 里 尺 是 人 4BC 的 外 接 圆 的 半径 ). 

【证 法 1]9 假 没 O 是 人 4B8C 的 外 接 圆心 .因为 点 2 到 三 角形 的 三 个 顶点 的 距离 都 等 于 
RR， 所 以 本 题 断 言 可 变 为 ， 在 三 角形 的 顶点 之 中 ， 有 一 个 顶点 到 点 了 的 距离 比 到 点 〇 的 距离 
近 ， 还 有 一 个 顶点 到 点 〇 的 距离 比 到 点 了 的 距离 近 . 

与 点 了 和 0O 距离 相等 的 点 的 轨迹 是 线段 OP 的 中 垂 线 .， 在 这 条 直线 O 〇 点 一 侧 的 点 到 点 
0 的 距离 比 到 点 了 的 距离 近 .， 在 这 条 直线 了 点 一 侧 的 点 到 点 了 的 距离 比 到 点 0 的 距离 近 ， 
于 是 只 要 证 明 ， 在 所 引 的 直线 的 两 侧 至 少 有 一 个 人 48C 的 顶点 . 

因为 人 48C 是 锐角 三 角形 ， 所 以 外 接 圆心 O 在 它 的 里 面 (图 95)， 因 此， 线段 OZ 的 中 
点 也 在 三 角形 内 ， 从 而 线段 OP 的 中 垂 线 通 过 人 4BC 的 内 部 并 和 它 的 周 界 相交 于 两 点 . 这 两 
个 点 中 的 某 一 个 点 可 以 和 三 角形 的 顶点 重合 ， 但 不 能 两 个 交点 都 和 三 角形 的 项 点 重合 . 因此 ， 
线段 OP 的 中 垂 线 至 少 和 三 角形 的 一 个 边 的 内 点 相交 .这 个 边 所 连接 的 三 角形 的 两 个 顶点 在 
线段 OP 的 中 垂 线 的 两 人 出， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 





图 95 图 96 
【证 法 2 】1) 我 们 利用 下 面 的 引 理 ， 
在 三 角形 内 或 在 它 的 边 上 (但 不 是 三 角形 的 顶点 ) 的 任意 一 点 到 两 个 顶点 的 距离 之 和 小 
于 相交 于 第 三 个 项 点 的 三 角形 的 两 边 之 和 . 
引 理 的 证 明 ， 假 设 入 48C 是 任意 的 三 角形 ，D 是 它 的 不 同 于 项 点 C 的 点 . 在 三 角形 的 
其 它 两 个 顶点 中 ， 不 和 重合 的 顶点 记 作 4， 假 设 £ 是 直线 4AD 和 边 8C 的 交点 (图 96). 
在 点 8，D，E 之 间 有 三 角形 不 等 式 
DBLDE+EB. 
等 号 对 应 于 那 种 情况 ， 当 和 ABDE 赔 化 成 一 个 直线 段 的 时 候 ， 即 点 号 在 三 角形 的 边 48 上 ， 
或 者 在 边 BC 上 . 
连接 点 4、C、 有 5 的 线段 长 满足 类 似 的 不 等 式 ， 
AD+ DE<AC+CE. 
等 号 对 应 于 那 种 情况 ， 当 人 入 4CE 暗 化 成 一 个 直线 段 时 ， 即 点 D 在 边 4C 上 . 
把 所 得 到 的 不 等 式 两 边 分 别 相 加 并 消去 左边 和 右边 的 线段 D5， 我 们 得 到 不 等 式 
全 本 题 断 言 的 第 二 部 分 实质 上 与 41 题 是 一 样 的 . 
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AD+ DB<AC+CB. 
其 中 等 号 仅 当 上 面 两 个 不 等 式 都 为 等 式 时 才 成 立 ， 因 为 点 如 不 和 顶点 4 重合 ,那么 这 仅仅 只 
有 在 DD 和 顶点 C 重合 的 时 候 才 有 可 能 . 

2) 连接 外 接 圆心 O 和 三 角形 的 顶点 ， 点 了 是 人 4BC 内 不 和 点 〇 重合 的 任意 一 点 ， 那 
么 它 在 人 A408， 和 八 BO0C，A 人 COA 中 的 某 一 个 三 角形 内 或 它 的 边界 上 , 但 不 和 这 个 三 角形 的 
顶点 重合 ， 例 如 ， 假 设 点 了 在 和 408 内 (图 97). 

根据 引 理 ， 

AP+PB<AO+OB=2R, 

因此 ， 线 段 4P 和 PE 中 较 小 的 线段 一 定 小 于 外 接 圆 
半径 . 

现在 我 们 连接 点 了 和 三 角形 的 顶点 . 因为 人 48C 
是 锐角 三 角形 ， 所 以 外 接 圆 心 O 在 它 的 里 面 ， 且 在 
A4PB，ABSPC，ACP4 中 的 某 一 个 三 角形 内 或 在 
它 的 边界 上 ， 但 不 和 它 的 顶点 重合 . 我们 假设 O 在 
ACP4 内 .这 时 根据 引 理 

AP+ PC»>AO+ OC=2R, 

因此 ， 线 段 4P 和 PC 中 较 大 的 线段 一 定 大 于 外 接 图 图 97 
半径 R. 





103 .假设 是 大 于 2 的 素数 ， 证 明 ，- 可 以 而 且 仅 有 -种 办 法 表示 成 


的 形式 ， 这 里 * ， 是 不 同 的 正 整数 . 
【证 法 1]】 去 掉 分 母 , 将 所 要 证 明 的 关系 式 


写成 下 面 的 形式 . 
2Xy= p(X+y). 
因为 方程 的 右边 能 被 素数 了 整除， 所 以 〈 见 § 2 ) 方程 左边 的 因子 中 的 某 一 个 也 能 被 
整除 ， 系 数 2 不 能 被 2 整除 ， 由 于 x 和 在 方程 中 是 对 称 的 ， 所 以 不 失 一 般 性 ， 可 以 认为 * 
能 被 整除 ， 即 *= px’， 将 这 个 表达 式 代 入 到 方程 中 去 ， 最 后 那个 方程 可 变 成 
(2X’ — 1)y= px’. 
数 x 和 方程 左边 的 第 一 个 因子 是 互 素 的 . 因此， 第 二 个 因子 》 应 该 能 被 x' 整除 ， > 一 xx， 
由 此 得 到 
(C2X — 1)3= p. 
这 个 方程 只 能 有 下 面 的 解 : 
5 一 p,， 2X’ 一 1 一 1， 
即 
z' 一 1， xz 一 yy 一 ， 
或 者 
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即 


二 2 r=p £3 y= 
在 第 一 种 情形 中 ， 数 x 和 了 是 相同 的 ， 因 些 ， 在 第 二 种 情形 中 所 得 到 的 + 和 yy 的 值 是 原 

题 的 唯一 解 . 
【证 法 2 】 将 方程 





3 二 

的 两 边 乘 以 2x+yp， 并 将 右边 的 2* 了 和 2y7? 移 到 左边 ， 且 两 边 同 加 以 这， 我 们 把 方程 变 成 
(2X— p) (2y— 1p)= 7’. 

| 因为 * 和 了 是 不 同 的 数 ， 所 以 该 方程 左边 的 两 个 因子 是 不 同 的 ， 因此， 它们 的 乘积 要 想 

等 于 请 ， 只 可 能 一 个 因子 等 于 1 ， 而 另 一 个 因子 等 于 产 ， 设 
2x—p=1, 2y~ 7=p’. 


1 
x 


这 时 





+1 +1 
xz- 二 = 全 一. 


这 里 得 到 的 解 和 上 面 得 到 的 解 不 同 的 仅仅 是 和 > 互 换 了 位 置 . 


104 .假设 4 ,cs ,2j ay ,2 和 2 是 满足 关系 式 
十 如 十 49 十 十 二 引 
的 整数 . 证 明 : 所 有 这 些 数 不 可 能 都 是 奇数 . 
【证 明 】1) 本 题 的 证 明 主 要 依据 于 下 面 的 注解 . 
奇数 的 平方 被 8 除 时 ， 余 数 总 是 1 . 
事实 上 ， 形 如 24+ ] 的 数 叫 做 奇数 ， 其 中 & 是 整数 .将 它 平方 得 
(2 十 一 4 十 4 十 1 一 4 镶 ( 二 1 十 二 
因为 在 数 上 和 &+ { 中 ， 总 有 一 个 是 偶数 ， 所 以 右边 第 一 项 能 被 8 整除 . 
2) 本 题 断言 可 以 直接 从 上 面 所 做 的 注解 推出 ， 事 实 十 ， 如 果 所 有 的 数 w ,4: ,0 ,2 ,4s， 
2 都 是 奇数 ， 那 么 关系 式 | 
如 十 红 十 十 如 十 Q3 二 如 
的 左边 被 8 除 时 ， 余 数 等 于 1 十 1 十 1 十 1 二 1 二 5， 而 右边 被 8 除 时 ， 余 数 为 1， 所 得 到 
矛盾 表明 : 所 有 的 数 4 ,a ,0 ,04 ,05 ; 不 可 能 都 是 奇数 . 


105 .在 直线 上 给 定点 4 和 23， 在 此 直线 上 求 一 点 P， 使 


1 1 
ItAP* IFBP 
达到 最 大 值 ， 这 里 4P 和 83P 表 示 线 段 的 长 ， 因 此 不 能 取 负 值 . 
【 解 】 我 们 来 证 明 ， 当 点 了 和 点 4 或 点 8 重合 时 ， 量 


1 1 
证 4P + 1485 





S$ (P)= 
达到 最 大 值 . 
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如 果 点 ?在 线段 48 的 延长 线 上 ， 那么 显然 3(P)< 3 (04 一 (3)， 因 为 这 时 两 个 分 数 的 
分 母 都 比 点 了 和 线段 48 的 一 个 端点 重合 时 要 大 . 

现在 我 们 假设 点 了 在 线段 48 上， 从 点 8 往 右 和 从 点 4 往 左 取 单 位 长 的 线段 ， 它 们 的 痊 
点 记 作 C 和 DD (图 98). 


一 
. C 4 F P 8 D 
图 98 
” 量 5 (CP) 可 以 表示 成 
CD 
I 十 1 (*) 





. Cp DP CP. DP ， 
它 在 右边 的 分 母 的 表达 式 越 小 时 越 大 ， 因 为 它 的 分 子 是 一 个 常数 .我 们 注意 ,线段 CP 可 以 表示 
成 CF 二 FP， 而 线段 DP 可 以 表示 成 CF 一 FP， 其 中 是 线段 CD 的 中 点 ， 于 是 我 们 得 到 
CP.DP=CF?— FP’. 
因此 ,点 离 F 越 过, 分母 越 小 .所 以 (x) 式 右边 的 分 李 当 点 了 和 线段 48 的 一 个 端点 重合 时 达到 最 小 值 . 


106 . 证明， 如 果 5 是 能 被 2* 整 除 的 自然 数 (2 和 7 也 是 自然 数 ) ， 那 么 
(at+ 1)°—1 

能 被 ar*' 整除 . 

【证 法 1 】 为 了 简单 起 见 ， 我 们 用 dn 表示 4 是 数 寺 的 约 数 (7 能 被 4 整除 ). 

我 们 对 用 完全 数学 归纳 法 来 证 明 本 题 的 断言 . 

当 ?* 一 0 时 ， 本 题 断 言 显然 成 立 ， 如 果 2 是 任意 正 整数 ， 那 么 

(十 1 一 1 一 [e+TD 一 1[e+ 1 二 十 十 (十 1) 十 1 

能 被 2 整除. 

现在 我 们 假设 本 题 断言 对 “一 ti 时 成 立 ， 换 句 话 说， 如 果 天 12， 那 么 21 (a 十 1 一 1. 


假设 儿 是 能 被 必 世 整除 的 数 ， 比 乞 用 来 表示 ， 这 时 性 |12， 目 
(a+ 1D)* 1= (at+1) ”m1=[(+ 1 —1= 
二 [Ca 十 1 一 1] [二 1) 和 ?十 (a 十 12 十 … 十 (4 十 1)* 十 1] . 
根据 妇 纳 假设 ， 上 式 右 边 第 一 个 方 括 弧 内 的 表达 式 能 被 24+ 整除 .第 二 个 方 括 弧 中 有 4 个 被 
加 项 ， 因 此 第 二 个 因子 可 以 表示 成 
[C+ ?一 1] 十 L(+ 一品 十 … 十 [(at+ DD 一 11~a. 
由 归纳 基础 〈( 当 w= 0 时 所 证 明 的 本 题 断 言 ， 推 出 ， 方 括 弧 中 的 表达 式 和 最 后 一 项 都 能 被 4 整 
att2i(a+ 1)* 一 上， 
即 本 题 断 言 当 *=* 十 1 时 也 是 正确 的 ， 从 而 它 对 所 有 的 # 被 证 明了 . 
【证 法 2 】 由 牛顿 二 项 式 的 性 质 ( 见 25) 知 
(a+ 1)— 1=Clat+Ci@ t+.…+Ct a +Csa’. 
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Cs (一 1，2，…2) 是 二 项 式 系 数 ， 或 是 从 5 个 元 素 中 取出 个 元 素 的 组 合 数 , 它 为 烷 数 .其 什 
可 由 下 式 确定 : 





Gi CD 
我 们 来 证 明 
21 aC (k=1,2,.…,0). (2) 
为 此 必须 弄 清楚 二 项 式 系数 C 能 被 2 的 多 少 次 宕 整除 . 由 关系 式 ‘“ 1， 推出 
bCt -1 一 AC4 


假设 4 是 数 b 和 的 最 大 公约 数 ， 这 时 子 和 也 是 互 素 的 数 〔 见 $23) ， 用 4 除 最 后 一 个 
等 式 的 两 边 ， 我 们 得 到 


blk 
可 | 可 5 
~ bk 

因为 也 和 二 互 素 ， 所 以 
ob k 
了 | cf 

于 是 ， 为 了 证 明 关系 式 (2 ) ， 我 们 只 要 证 明 

CK 

a +! 一 





就 够 了 . . 

这 实际 上 是 成 立 的， 因为 <<e， 因 此 4 小 于 任何 一 个 素数 的 让 次 宕 ， 于 是 ， 如 果 2 是 4 
的 标准 分 解 式 中 的 任何 一 个 素 因 子 ， 那 么 在 4 的 标准 分 解 式 中 ， 如 果 有 素 因 子 2 ， 它 的 指数 
一 定 小 于 或 等 于 一 1. 

假设 7 是 4 的 标准 分 解 式 中 的 某 一 个 素 因 子 ， 其 指数 a 之 1 因为 a"1 98， 所 以 在 8 的 标 


准 分 解 式 中 ，2 的 指数 ne， 而 在 了 的 标准 分 解 式 中 ， 的 指数 之 ma 一 (h 一 上 之 (一 h Da 


因此 2 一 大 十 了 


在 证 明 中 所 用 到 的 不 等 式 <pP*， 当 k= 1 时 显然 成 立 ， 而 且 当 每 次 增加 1 时 ， 它 也 是 成 
立 的 ， 因 为 它 的 左边 这 时 仅仅 增加 1 ， 而 右边 却 增加 了 (Pp 一 DD 倍 ， 这 里 P 祖 1. 


b 
a 


107 .假设 在 八 48C 中 ， 边 48 和 4C 不 相等 “48 址 4C) ，AP 是 角 4 的 平分 线 (点 P 
在 边 3C 上 ). 

证 明 ， . 

1) 车 边 8C 的 中 点 为 ， 由 点 4 作 边 8C 的 高 ， 垂 足 为 7， 那么 点 了 在 点 Ff 和 点 7 之 
间 ; 

2) 如果 八 48C 是 锐角 三 角形 ， 那 么 “FAP < 人 PAT. 

【证 明 】1) 作 八 43C 的 外 接 圆 ， 显然 <4 的 平分 线 和 外 接 圆 交 于 另 一 点 D， 而 且 点 D 
在 顶点 3 和 C 之 间 不 包含 顶点 4 的 圆 弧 上 ， 并 且 将 这 段 弧 二 等 分 (图 99) . 过 边 8C 的 中 点 
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f 所作 的 算 线 也 和 外 接 阅 交 于 D 点 .如果 人 么 48C 不 是 等 腰 的 ， 那 么 人 4 的 平分 线 不 会 和 这 
个 顶点 的 对 边 上 的 高 重合 ， 因 此 点 ，P 和 7 是 互 不 相同 
的 .因为 点 了 在 和 4 的 平分 线 上 ,上 且 将 点 4 和 分开， 
所 以 由 点 4 和 点 忆 癌 23C 边 作 垂 线 时 ， 垂 足 被 点 乙 分 开 . 

2) 外 接 圆心 2 在 边 SC 的 中 垂 线 ED 上 ,如果 48C 
是 锐角 三 角形 ， 那么 了 是 线段 0D 的 内 点 9. 
因此 

FAP< /OAD. 

男 一 方面 ， 八 40D 是 等 腰 的 ， 此 外 ， 线 段 FD 和 47 

平行 ， 所 以 





/O04D= /ODA= /PAT. 图 99 
比较 所 得 到 的 关系 式 ， 我 们 得 到 不 等 式 
LFAP< /PAT., 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 


108 .假设 a,8,Y 是 任 一 锐角 三 角形 的 三 个 项 角 .， 证 明 ， 如 果 a 二 8 <<y， 那 么 
Sin2aw >sin2pB >sin27y. 

【证 法 1 】 我 们 将 全 46C 对 于 顶点 4 和 号 的 对 边 作 反射 .假设 4) 是 项 点 4 关于 边 BC 的 
对 称 点 ，8 是 顶点 鼠 关 于 边 4C 的 对 称 点 〈 图 100 ， 因 为 和 4BC 是 锐角 三 角形 ， 所 以 它 的 
顶点 C 在 八 4834, 和 八 848, 的 外 面 , 又 因为 
a<B， 所 以 3C<AC， 此 外 ， 

/ACA,=27Y= .808,, 

因此 


Sgca = 地 BC Sin27 < 


AC sin2y= 5c, . 


2 ~ 
sin2a = Spa8 一 234sc 一 9asca ~ 





2 
>25,4 ac 一 Ac = S484 =- 人 si 20 ， 


由 此 推出 


Sin 2¢ > 全 Sin 28. 
用 同样 的 方法 可 以 证 明 
sin28>sin 27. 
【证 法 2 】 只 要 证 明 下 面 这 一 点 就 足够 了 ， 如 果 在 锐角 和 俯 4B8C 中 ， 角 满足 不 等 式 a <p， 
那么 有 sin 2a >sin 28. 
假设 是 外 接 圆 心 ， 是 它 的 半径 (图 101). 





全 因为 这 时 点 DO 在心 48C 内 ， 而 点 D 总 是 在 八 48C 外 的 .一 一 中 译 者 注 . 
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利用 同一 弧 上 的 圆心 角 和 圆周 角 之 间 的 关系 ， 我 们 
得 到 
ZBOC=2a, /AOC=2p. 

由 和 4OC 和 人 80OC 的 顶点 4 和 3 作 它 们 的 公共 边 OC 
的 高 44, 和 88,， 于 是 
AA,= Rsin2p, BB,= RSsin2a. 

现在 剩 下 的 只 要 证 明 88, > 人 44 了. 

假设 DD 是 边 48 和 直线 CO 的 交点 因为 人 44,D 
和 人 入 3B,D 相似 ， 所 以 只 要 证 明 8D 站 4D 就 行 了 ( 即 
点 D 应 该 和 项 点 4 在 线段 48 的 中 重 线 的 同一 侧 ). 

外 接 圆心 〇 在 直线 CO 上 ,有 将 点 C 和 点 DD 分 隔 
开 ， 同 时 ， 外 接 圆 心 O 又 在 线段 48 的 中 垂 线 上 ， 由 于 图 101 
4“a<8,， 所 以 C3<C4， 因 此 顶点 C 和 3 在 中 垂 线 的 同一 侧 ， 从 而 项 点 4 和 吕 在 另 一 侧 . 

【证 法 3 】 如 果 a，B, 7 是 锐角 三 角形 的 角 ， 那 么 

并 一 24， X28, XA—2y (1) 

也 是 某 一 个 三 角形 的 角 ， 因 为 它们 的 和 等 于 3x 一 2X 二 x. 

我 们 用 a ，6" ，c' 来 表示 这 个 三 角形 的 角 (1 依次 所 对 的 边 ， 根 据 本 题 条 件 a <B < 





因此 | 

AX—2a >A—2p8 >A— 27. 
于 是 

a' wb’ >e'. (2) 
但 是 


sin (z 一 2xa) :Sinz 一 20) 1: sintr—27)=a ‘bio. 
考虑 到 有 不 等 式 〈 2 ) ， 便 可 由 此 推出 


sin2a >sin2pB 2>>Sin27 ， 





【证 法 4 】 首 先 我 们 注意 到 ， 由 于 Y=z 一 a 一 8 < 也 ， 所 以 a 十 p> 所 ,但 是 根据 本 题 


条 件 ，a < 0， 因此 26 > 卫 . 
这 样 一 来 ， 我 们 可 以 断定 : 角 a 和 有 满足 不 等 式 . 
Xx—28 < 208 < 28, C1) 


本 所 28 志 27 Ar. (2) 


因为 sin z 一 26) 和 sin (26) 相 等 ， 而 包含 在 z 一 26 和 26 之 间 的 任 一 角 的 正弦 有 更 大 
的 值 ， 所 以 
sin 2a > sin2p. 
在 扎 到 xz 的 区 间 内 ， 正 弦 单 调 下 降 ， 因 此 由 不 等 式 (2) 有 
sin26 > sin27y. 
【证 法 5 】 利 用 a 十 8 十 Y=x， 且 比较 sin2a 和 sin26 的 值 : 
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sin2xw — sin28= 2c0s (a +p)sin (a—pB)= 2c0sy sin (BF—a). 
上 式 右 边 是 正 的 ， 因 为 y 和 6 一 a 都 是 正 的 锐角 .因此 


sin2a 全 sin20. 


同样 可 以 证 明 
sin28 >Sin27 . 
109 .如 果 
a +b 二 1， (1) 
己 十 用 二 1， (2) 
ac+bd= 0,， (3) 
试 求 a6 十 cd 的 值 . 


【解法 1 )】 我们 来 研究 关系 式 (1) 一 (3). 

由 关系 式 (1) 推出，4 和 2 不 能 同时 为 0. 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 假设 4 三 0( 不 然 的 话 ， 
将 数 a 和 & 进行 对 换 ， 同 时 将 数 <c 和 4 进行 对 换 ). 将 等 式 (3 ) 对 于 < 解 出 ， 并 将 所 得 到 的 
表达 式 





‘一 一 一 (4) 


代入 到 关系 式 (2) 中， 我 们 得 到 新 的 关系 式 
pd? 1 (a+ bd’ 
a? +d = a 
由 于 有 关系 式 ( 1)， 我 们 便 可 推出 
a’=d’. (5) 
利用 关系 式 (4)， 并 将 需要 求 值 的 表达 式 c++ cd 恋 成 
bd? _ bla’—g’) 
a a - 


二 1， 


ab+i+ cd= ab— 





将 表达 式 (5) 代入 到 上 式 的 分 子 中 ， 我 们 得 到 
ab+cd= 0. 
【解法 2 】 将 等 式 (3 ) 的 两 边 乘 以 ed+ we， 我 们 得 到 
(ac 十 pdad 二 pc) 一 
~a’cd+d’abi+cab+b’cd= 
二 ab (c++qd?)+cd(a+b?)= 0， 
因为 在 本 题 条 件 中 有 等 式 (1， 和 “(2)， 所 以 
ab+ cd= 0. 友 . 


$51. 关 于 入 量 


用 矢量 运算 的 观点 ， 对 109 题 可 作 进 一 步 的 讨论 ， 矢 量 在 物理 和 数学 中 有 着 广泛 的 应 用 . 

1) ”从 始点 4 到 终点 8 的 有 方向 的 线段 叫做 矢量 ， 矢 量 表示 作 ，AB. 如 果 两 个 矢量 平 

行 〈 共 线 ) ， 并 指向 同一 方向 ， 而 且 长 度 相等 ， 则 认为 这 两 个 矢量 是 相等 的 . 这 样 一 来 ， 如果 
个 矢量 是 从 另 一 个 矢量 平行 移动 得 到 的 ， 我 们 对 这 两 个 矢量 是 不 加 区 别 的 ， 例 如 图 102 中 
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所 画 的 矢量 A 和 C 户 是 相等 的 ， 而 且 它们 可 以 同样 地 表示 作 a= 个 = CD. 

2) 可 以 对 矢量 进行 各 种 运算 ， 两 个 矢量 的 和 是 一 个 矢量 ， 它 是 这 样 得 到 的 ， 在 一 个 被 
加 矢量 的 终点 放 上 另 一 个 被 加 矢量 ， 然 后 从 第 一 个 被 加 矢量 的 始点 到 第 二 个 被 加 矢量 的 终点 
作 一 个 矢量 ， 这 个 矢量 就 表示 两 相 加 矢量 之 和 .这 样 定义 两 个 矢量 之 和 与 物理 中 所 采用 的 速 





图 102 图 103 

度 合 成 的 方法 ( 即 大 家 熟知 的 平行 四 边 形 法 则 ) 是 一 致 的 ， 由 图 103 所 画 的 平行 四 边 形 可 以 看 
出 , 两 个 矢量 的 和 在 交换 相 加 项 的 次 序 时 是 不 变 的 : a 十 b=b 十 a. 

直接 可 以 看 出 ， 矢 量 的 加 法 具有 结合 律 的 性 质 ， 即 

(a 十 b) 十 c 一 3 十 (b+ c),， 

因此 ， 在 三 个 或 更 多 矢量 的 和 中 加 括 弧 是 多 余 的 . 

由 矢量 的 加 法 法 则 显然 可 以 看 出 应 该 怎样 理解 两 个 矢量 的 差 ， 如 果 矢 量 a 和 hb 从 同一 点 
发 出 ， 那 么 从 矢量 b 的 终点 到 矢量 a 的 终点 所 引 的 矢量 叫做 差 a 一 b 〈 图 104) ， 因 为 


bp 十 ( 3 一 jb) 一 3a. 
任何 一 个 矢量 减 去 和 它 相等 的 矢量 ， 差 矢量 的 始点 和 终点 将 重合 ， 所 得 到 的 矢量 叫做 零 矢 时 ; 
3 一 2 一 0 . 


3) ”矢量 可 以 和 数 相 乘 ， 如 果 m 是 正 数 ， 那 么 和 撩 景 m a 可 以 这 样 得 到 ; 作 一 全 新 的 矢 
量 ， 它 和 矢量 a 平行 ， 且 都 指向 同一 方向 , 它 的 长 度 和 矢量 a 的 长 度 的 比 和 是 严 :1 矢 屿 (一 辣 )a 


a-b > 一 一 一 一 
-2 -/ 0 { 2 
b -3 | 
2a. 
Q -158 
图 104 105 


和 矢 嘲 ma 平行 且 其 长 度 相 等 ， 但 方向 相反 ， 因 此 za 二 (一 m)a 一 0.a 二 0. 
在 图 105 中 表示 了 矢量 a 与 某 些 数 相 乘 所 得 到 的 矢量 ， 为 了 简单 起 见 ， 矢 量 (一 1)a 通 
常 表示 为 一 a， 这 样 的 表示 法 和 上 面 所 采用 的 定义 是 一 致 的 ， 因 为 
a 十 (一 中 二 a 一 b. 
矢量 和 数 的 乘法 确定 了 
0 .3 一 0，1 .3 一 a. 


不 难看 出 ， 对 于 任意 两 个 数 区 和 
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n+n)a=mai+na, m({na)= (mn)a, 
而 对 于 任何 两 个 矢量 a 和 hb 
m (a 二 DD) 二 ma+ mb. 

于 是 ， 矢量 的 加 法 以 及 矢量 与 数 的 乘法 具有 和 通常 数 的 加 法 和 乘法 运算 相同 的 性 质 ， 这 
就 大 大 简化 了 矢量 的 运算 ， 因 为 上 面 所 定义 的 两 种 运算 所 服从 的 不 是 新 的 法 则 ， 而 是 已 经 非 
常熟 悉 的 法 则 . 

4) ,我们 假设 在 平面 上 给 定 两 个 相互 垂直 的 单位 向 量 i 和 j， 对 于 平面 上 的 每 一 个 矢 量 
vY 都 可 以 作 这 样 一 个 直角 三 角形 ， 使 得 斜 边 是 v， 而 直角 边 是 和 所 选取 的 单位 矢量 i 和 上 j 平 
行 的 矢量 (图 106) ， 如 果 矢 量 v 的 自身 和 矢量 i 和 j 中 的 某 一 个 平行 ， 那 么 与 它 相应 的 直角 
三 角形 晓 化 成 一 个 线段 ， 一 个 直角 边 缩 成 一 点 ， 由 于 
单位 矢量 i 和 j 乘 以 数 时 ， 所 得 到 的 矢量 平行 于 i 和 j 
所 以 能 够 作 一 个 直角 边 平行 于 矢量 i 和 上 j 而 斜 边 等 于 
矢量 Y 的 直角 三 角形 ， 这 意味 着 对 于 平面 上 的 任意 矢 
量 v， 可 以 找到 这 样 两 个 数 x 和 y》， 使 得 

Y= Xi yj, 图 106 
而 且 对 于 每 一 个 矢量 Y， 数 x+ 和] 是 唯一 确定 的 . 

数 + 和 y 叫做 矢量 Y 的 (关于 所 选取 的 单位 矢量 i 和 j) 坐标 .如 果 必 须 指明 的 不 仅 是 矢 
量 v 本 身 ， 而且 还 有 它 的 坐标 Y，y》， 那 么 通常 把 它 写成 1x,y} .类 似 地 ， 当 所 描写 的 矢 
量 不 在 平面 上 ， 而 在 空间 中 ， 我 们 引进 三 个 相互 垂直 且 具 有 公共 始点 的 单位 矢量 i,j,k, 而 
任 一 矢量 由 它 的 三 个 坐标 给 定 〈 图 107) 





Vix,y, xi yi+ ak. 
当 由 研究 平面 上 的 矢量 过 渡 到 研究 空间 中 
局 的 矢量 时 不 会 产生 任何 困难 ， 矢 量 xi, yj ,sk 叫 
-做 矢量 y 的 相互 垂直 的 分 量 . 
一 | 如 果 选取 了 始点 O， 并 作 了 矢量 OP， 屠 
~ | 么 点 书 在 平面 上 或 空间 中 的 位 置 就 确定 了 ， 这 
x -一 样 的 矢量 叫做 点 PD 的 矢 径 ， 矢 各 的 举 标 是 点 P 


. 的 坐标 ， 这 样 ， 我 们 就 得 到 熟悉 的 平面 上 和 空 
J ， 浊 中 的 直角 “或 第 卡尔 化 标 系 . 
4 


5) ”我 们 来 说 明 怎样 利用 矢量 来 建立 三 角 
函数 的 理论 。， 这 时 并 不 需要 关于 三 角 函 数 的 任 
图 107 . 何 预 备 知识 .矢量 不 仅 能 够 建立 三 角 函 数 的 全 
部 理论 ， 而 且 还 可 以 给 出 函数 本 身 的 定义 . 

我 们 这 样 选取 单位 矢量 i 和 j， 使 得 i 按 正方 向 旋转 90 " 变 到 ji， 将 矢量 i 按 正方 向 或 负 
方向 旋转 角 a 时 ， 我 们 将 认为 矢量 i 的 新 位 置 和 老 位 置 之 间 的 夹 角 a 分 别 是 正 的 或 负 的 .， 例 
如 ， 我 们 假设 单位 矢量 i 按 正 方向 旋转 角 a 后 和 单位 矢量 。 重合 (图 108) ， 和 矢量。 的 坐标 依 
赖 于 角 a ， 它 们 叫做 角 a 的 余弦 和 正弦 : 

e{cosa, Sina}. 

这 样 定义 的 三 角 函 数 可 以 根据 角 a 和 的 余弦 和 正弦 的 值 来 计算 角 a 十 8 的 余 束 和 正 蓄 . 

应 当 指 出 ， 这 时 对 于 角 w&，6 和 a 十 8 不 必 加 以 任何 限制 ， 它 们 可 以 是 锐角 ， 钝 角 ， 比 周 角 大 
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的 角 ， 正 角 或 负 角 . 
从 我 们 已 经 遇 到 过 的 单位 矢量 i 和 ji】 入手， 将 两 个 矢量 旋转 同一 个 角 a (图 109) ，. 我 们 








j @ 
jsing 
deoso i 
图 108 图 109 
得 到 矢量 蕊 和 j， 根 据 余 弦 和 正 藤 的 定义 ， 
i 一 icos w 十 jsin wa. (1) 


如 果 将 包含 在 这 个 等 式 中 的 所 有 的 矢量 都 按 正 方向 旋转 角 90"， 那 么 这 个 等 式 不 会 破坏 . 
因为 在 这 种 旋转 下 ，i 变 为 j|，j 变 为 一 i， 所 以 新 的 等 式 为 


i =— isinat jcosa. (2) 
现在 我 们 把 矢量 i 旋转 角 ， 根 据 三 角 函 数 的 定义 ，i 变 成 的 矢量 e 可 以 表示 成 
e=i cosB+i sinBp, (3) 
因为 矢量 i 旋转 角 a 十 8 时 变 成 矢量 e， 所 以 e 也 可 以 表示 成 
e 一 icos (十 6) 十 jsin(wxw 十 0)， (4) 


将 关于 单位 矢量 i 和 j 的 表达 式 (1) 和 (2) 代入 到 等 式 ( 3)， 我 们 得 到 

e= (jicosa+ jsina)cospB+t (~ isina+t jcosa)sing= 
= (cosacospB— sinasin8)it (sinag cos B+ cosa sinpB)i. 

将 上 式 中 矢量 e 的 坐标 和 它 在 (4) 式 中 的 坐标 相 比 较 ， 我 们 得 到 两 角 和 的 余弦 和 正 芝 

的 公式 
cos(g+pB)= cosacosp— sinasing, 
sn (a+i+pB)= sinacospB+ cosasinp. 

6) 矢量 可 以 彼此 相 乘 ， 而 且 乘 法 运算 可 以 用 不 同 的 方式 来 定义 ， 首 先 我 们 研究 两 个 矢 
量 的 乘积 不 是 矢量 而 是 数 的 情况 ， 在 需要 强调 指出 矢量 和 数 之 间 的 区 别 时 ， 通 常 把 数 叫做 标 
量 ， 因 为 任何 一 个 数 可 以 表示 成 有 刻度 的 直线 一 一 数 轴 一 一 上 的 点 的 形式 ， 如 果 两 个 矢量 相 
乘 时 得 到 一 个 数 ， 那 么 两 个 矢量 的 这 种 乘积 叫做 数量 积 . 通常 又 把 这 种 乘法 叫做 标 乘 或 数 
乘 .可 异 限 于 篇 幅 我 们 不 能 在 此 介绍 关于 矢量 的 其 它 类 型 的 乘积 ， 两 个 矢量 的 数量 积 仿 照 计 
算 功 的 公式 来 定义 ， 从 物理 学 知道 ， 功 等 于 力 和 在 力 的 方向 上 的 位 移 分 量 的 乘积 ， 把 位 移 分 
， 解 成 两 个 分 量 : 一 个 在 力 的 方向 上 ， 另 一 个 在 垂直 于 力 的 方向 上 ， 这 样 我 们 可 以 把 功 表示 成 
如 下 三 个 内 子 的 乘积 ;总 的 位 移 、 力 的 大 小 、 力 和 位 移 两 个 方向 之 间 夹 角 的 余弦 这些 物 理 
上 的 考虑 ， 正 是 两 个 矢量 数量 积 定义 的 原型 . 

在 一 般 情况 下 ， 两 个 矢量 8 和 b 的 长 度 以 及 它们 之 间 夹 角 的 余弦 的 乘积 叫做 这 两 个 矢量 
的 数量 积 : 

ab 一 | 8a| |b | cos (a, b). 
在 这 里 ， | a | 和 |b | 表示 矢量 a 和 b 的 长 度 ( 模 ) ， 而 (a, 蔬 是 它们 之 间 的 夹 角 ( 图 
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110)， 由 数量 积 的 定义 推出 





ab= ba, 
m (ab)= (Ga) b= amb), 
下 一 aa= |al. 
不 难看 出 ， 两 个 相互 垂直 的 矢量 的 数量 积 等 于 零 ， 由 两 个 矢量 的 数量 积 等 于 零 决 不 能 
册 矢 盟 因 子 中 的 某 一 个 等 于 零 ， 央 为 两 个 矢量 因子 可 以 不 为 专 而 相互 垂直 . 
两 个 单位 矢量 的 数量 积 等 于 它们 之 间 夹 角 的 余弦 ， 例如， 在 
图 108 中 所 画 的 单位 矢量 。 在 单位 矢量 i 上 的 投影 等 于 (ie)i， 因 
为 je 二 cosa. 用 a 二 me 来 代替 e 我 们 得 到 的 投影 和 (ie)i 相 差 一 
个 因子 加 ， 即 得 到 矢量 a 的 投影 
m(ie)i= [i(me)] i= (ia)i. 
现在 我 们 来 求 图 111 所 画 的 三 个 矢量 a，b 和 a+b 在 单位 矢 
量 i 上 的 投影 ， 因 为 矢量 a 和 bb 的 投影 之 和 等 于 它们 的 和 a+b 的 
投影 ， 所 以 图 110 
[ica+b)] i= (ia)i 十 (ib)i 
我 们 注意 到 这 个 等 式 两 边 的 所 有 矢量 都 有 如 的 形式 ， 这 里 & 是 某 一 个 数 ， 于 是 我 们 得 到 
ia 十 b) 一 ia 十 ib. 
最 后 ， 如 果 代 和 替 单 位 矢量 i 而 取 任 意 的 矢量 ec 二 mi， 那么 将 最 后 这 个 等 式 所 有 的 项 乘 上 ”， 于 
是 它 加 以 表示 为 





c(a 十 b) 一 ca 二 ecb. 
这 样 ， 我 们 证 明了 数量 积 具有 分 配 律 的 性 质 ， 这 一 重要 的 性 质 我 
们 还 可 以 用 另外 的 办 法 来 证 明 ， 选 取 和 给 定 的 矢量 c 平 行 的 单位 
矢量 i， 并 且 利 用 两 个 矢量 之 和 在 任 一 方向 上 (特别 是 在 矢量 c 的 
方向 上 ) 的 投影 等 于 这 两 个 矢量 的 投影 之 和 . 

从 所 证 明 的 数量 积 的 性 质 推出 ， 当 任 一 矢量 和 两 个 或 更 多 个 
矢量 之 和 相 乘 时 ， 只 要 计算 这 个 矢量 和 被 加 的 每 一 个 矢量 彼此 的 
乘积 ， 然 后 求 所 有 这 些 乘积 之 和 就 行 了 ， 而 且 两 个 矢量 和 的 数量 





积 等 于 一 个 和 的 每 一 个 被 加 项 乘 以 另 一 个 和 的 所 有 被 加 项 的 数量 
图 111 积 之 和 . 


于 是 ， 我 们 证 明了 :对 于 矢量 来 说 ， 上 面 所 采用 的 两 个 矢量 的 数量 积 的 定义 ， 保 持 了 数 
的 乘法 的 许多 熟知 的 性 质 ， 唯 一 的 区 别 是 ， 对 于 矢量 来 说 ，“ 两 个 因子 的 乘积 ， 仅 当 其 中 一 
个 因子 为 零 时 等 于 零 ” 这 一 法 则 不 再 成 立 了 . 

知道 了 两 个 矢量 a 和 了 的 坐标 (2 ， ，2 ) 和 (2 ，6;，6; ), 我 们 来 计算 a 和 bb 的 数 
量 积 。 根 据 坐 标的 定义 ， 矢 量 a 和 jb 可 以 表示 成 形式 

3 一 0 i 十 4 j 十 40rKk 
b=2, i+ b,j+ ok. | 

计算 矢量 a 和 hb 的 分 量 的 两 两 之 间 的 乘积 ， 并 考虑 到 矢量 i，j，k 中 任何 两 个 的 数量 积 

等 于 0 ， 而 它们 之 中 的 每 一 个 与 自身 的 数量 积 等 于 1 ， 我 们 得 到 
ab 一 Ci 2 + a, 0#¥+ a;b, 
当然 ， 如 果 矢 量 在 平面 上 ， 那么 就 没有 必要 引进 第 三 个 坐标 了 ， 而 数量 积 仅仅 是 两 对 ， 
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而 不 是 三 对 坐标 的 乘积 之 和 . 
如 果 矢 量 v= 二 xi 十 yj 十 zk 数 乘 以 矢量 1，j，k， 那 么 我 们 得 到 
X= iy, yy 一 jyv， 2= kv, 
由 此 有 | 
y= (Vi GWi+ (kWK. 
7) 用 数量 积 可 以 毫 无 困难 地 引出 余弦 定理 .我 们 这 样 选 取 三 角形 的 边 a，b,，c 的 方向 ， 
使 (图 112) 
c 一 3 一 b. 
这 个 等 式 的 每 一 边 和 自身 作 数 乘 时 得 到 
c= (a— b)’=a’+b’— 2ab, 
即 
c 一 0 十 包 一 240cosy . 
8) 最 后 ， 我 们 指出 ， 数 量 积 可 以 解答 某 些 题目 ， 甚 至 于 在 问题 的 条 件 中 所 涉及 到 的 仪 





图 112 113 
仅 是 数 ， 我们 从 109 题 开始 . 
由 原 题 关 系 式 (1) 和 (2) 推出 ，u {4,6) 和 v{c，d}) 是 单位 矢量 (图 113), 而 关系 
式 (3) 意味 着 uv 一 0 (向 量 t 和 vY 相 互 垂直 ). 全 6) 中 知道 ， 矢量 "和 vy 的 坐标 可 以 表示 成 
< 一 iu， b=iju, c=iy, 4= jv. 
利用 在 6) 中 最 后 得 出 的 关系 式 ， 且 在 它 里 面 用 矢量 u 和 vv 来 代 赫 i 和 ji， 而 一 次 用 i 代 赫 
Vy， 另 一 次 用 j 代 殖 v， 得 到 
i= (uD ut (vy, 
j= (uD ut (vv. 
用 矢量 tu 和 v 的 坐标 来 代替 数量 积 ， 我们 得 到 


i autev, 

j= bu+av. 
计算 矢量 i 和 ji 的 数量 积 ， 我 们 求 得 

0=ab+ ed. 


(i 和 ji 的 数量 积 等 于 零 ， 因 为 这 两 个 矢量 相互 垂直 , 由 此 推出 等 式 的 左边 为 零 ， 在 计算 右边 
时 ， 我 们 利用 了 是 一 站 = 1 和 uv- 0)， 计 算 一 下 矢量 1 与 的 每 一 个 和 自身 的 数量 积 ， 不 难 
证 实 吕 ==1， 二 一 1. 

109 题 还 可 以 有 其 它 的 解法 ， 我 们 把 数 2，5，c，4 排 成 两 行 两 列 的 表 的 形式 : 
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(2 2) 
这 种 四 个 数 的 表 叫做 二 阶 矩 阵 ， 所 谓 矩 阵 的 两 行 (不 一 定 是 不 同 的 行 ) 的 数量 积 是 指 这 两 行 
同一 列 的 元 素 相 互 乘积 之 和 ， 这 样 的 定义 和 前 面 所 采用 的 两 个 矢量 的 数量 积 的 定义 是 一 致 
的 ， 用 类 似 的 方法 来 定义 矩阵 的 两 列 的 数量 积 ，109 题 的 条 件 用 “矩阵 的 语言 ”可 叙述 作 ; 如 
果 二 阶 和 矩阵 的 任意 不 同行 的 数量 积 等 于 0 ， 而 每 一 行 和 自身 的 数量 积 等 于 1 ， 那 么 矩阵 的 列 
也 具有 同样 的 性 质 . 
不 但 如 此 ， 类 似 的 断言 对 于 三 阶 矩 阵 也 是 正确 的 9, 三 阶 和 矩阵 是 由 三 行 和 三 列 构成 的 矩 
阵 ， 它 的 证 明 完 全 是 重复 前 面 所 进行 的 ， 我 们 把 它 留 给 读者 . 
9) 利用 矢量 的 数量 积 来 解答 某 些 其 它 试题 . 
在 57 题 中 说 到 了 四 边 形 Pi P, P; Ps 的 对 角 线 垂直 的 必要 充分 条 件 . 设 pp，Py，Py,， py 是 
四 边 形 的 顶点 关于 某 个 任意 选取 的 点 口 的 矢 径 (图 114)， 四 边 形 的 边 的 平方 等 于 相应 的 顶 
点 的 矢 径 之 差 的 数量 平方 〈 即 矢 径 之 差 和 自身 的 数量 积 ) . 例如 ， 
如 果 g== PP;， 那 么 a?== (Pp, 一 P,)’. 
利用 上 面 所 列举 的 数量 积 的 性 质 ， 我 们 将 四 边 形 的 对 边 平方 
和 之 差 变 成 下 面 的 形式 
(a +) (b+d)= 
= pp) 二 Bp-—p) mp —p)— (pO—p) = 
一 一 2p p: 一 2pi py 十 2p:p; 十 2pyp' 一 
= 2(p,— Pp;) (Pp — Pp:). 
由 所 得 到 的 表达 式 推出 ， 若 要 四 边 形 ( 它 的 每 一 个 项 点 彼此 
不 同 ) 的 对 边 平方 和 之 差 变 为 零 ， 当 且 仅 当 矢 量 py 一 ps 二 BP 图 114 
和 ps 一 p= Pi 户 , 相互 垂直 ， 即 它 的 对 角 线 彼此 构成 直角 时 才 可 能 ， 这 正 是 57 题 所 断定 的 . 
10) 因为 方向 相同 的 矢量 的 数量 积 等 于 它们 长 度 的 乘积 ,而 相互 垂直 的 矢量 的 数量 积 等 
于 0 ，73 题 所 要 证 明 的 等 式 左 端的 被 加 项 可 以 表示 成 下 面 的 形式 : 


48.4F= AB.AE= AB (AC— EC)= AB' AC, 





4 


类 似 地 ， 


pp -人 


AD*AF= AD:AC. 


因为 根据 平行 四 边 形 法 则 ， 矢 量 态 和 4 信之 和 等 于 4C， 所 以 由 此 可 推出 


— 一 >» 一 


AB'AE+ AD*:AF= (AB+ AD,)AC= AC’= AC’. 


110 .在 象棋 盘 的 64 个 方 格 中 ， 标 出 16 个 方 格 ， 使 得 8 行 中 的 每 一 行 和 8 列 中 的 每 一 列 
都 有 两 个 标 出 的 方 格 . 证明， 可 以 把 8 个 黑子 和 8 个 白 子 放 在 标 出 的 方 格 上 《每 格 放 一 子 )， 
使 得 每 一 行 和 每 一 列 有 一 个 白 子 和 一 个 黑子 . 

【 证明】 我们 从 任意 一 个 标 出 的 方 格 开始 ， 从 它 走 到 和 人 它 同一 行 的 另 一 个 标 出 的 方 格 ， 
再 从 这 个 方 格 走 到 和 它 同一 列 的 第 三 个 标 出 的 方 格 ， 就 这 样 依次 沿 着 行 和 列 从 一 个 标 出 的 方 

@ 甚至 于 对 任意 阶 的 矩阵 都 正确 ， 一 一 俄 译 编辑 注 . 
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格 走 到 另 一 个 标 出 的 方 格 ， 我 们 迟早 会 明 到 原来 曾经 到 达 过 的 标 出 的 方 格 (图 115) ， 这 种 
所 格 只 能 晨 开 始 出 发 的 方 格 ， 事 实 上 ， 假 设 沿 着 我 们 走 的 路 线 ， 
第 一 次 走 到 了 方 格 M ， 走 进 方 格 M 的 路 线 是 直线 段 4M , 从 方 
格 必 走出 来 的 路 线 是 直线 段 MMB3 ， 那 么 当 我 们 离开 了 方 格 M 
以 后 ， 我 们 再 也 不 会 再 回 到 方 格 M 了 ， 假若 第 二 次 洪 着 直线 段 
Ca 又 走 到 了 方 格 W， 且 标 出 方 格 4.83,C 是 不 同 的 ,那么 它 
们 之 中 的 每 - -个 要 么 和 MM 同行， 要么 入 同 列 ， 但 这 是 不 可 能 
的 。 办 为 根据 本 题 条 件 ， 在 每 一 行 和 每 一 列 〈 包 括 在 方 格 M 相 
交 的 行 和 列 ， 只 有 两 个 标 出 方 格 ， 这 样 一 来 .我 们 所 走 的 路 线 图 115 
是 封闭 的 ， 它 包含 有 偶数 个 标 出 方 格 ， 因 为 各 个 单独 的 直线 段 轮 流通 过 象 殿 盘 的 行 和 列 ， 当 
沿 着 我 们 的 路 线 走 时 ， 我 们 可 以 在 每 第 二 个 走 到 的 标 出 方 格 上 放 上 黑子 ， 而 在 其 余 的 方 格 上 
放 上 白 子 ,这 样 便 使 得 我 们 走 的 路 线 所 通过 的 每 一 行 和 每 一 列 都 是 一 个 白 子 和 一 个 黑子 

如 果 当 走 完 一 个 封闭 路 线 时 ， 我 们 发 现 还 有 些 行 和 列 没有 到 过 ， 有 些 标 出 方 格 在 路 线 的 
外 边 ， 那 么 我 们 从 它们 之 中 的 任何 一 个 开始 ， 又 可 以 构 作 第 二 条 封闭 路 线 ， 并 且 在 它 转角 的 
方 格 上 交 炉 放 上 黑子 和 和 白 子 ， 使 得 新 的 路 线 所 通过 的 每 一 行 和 每 一 列 仍然 是 有 一 个 黑子 和 一 
个 白 子 ， 新 的 路 线 和 原来 的 路 线 不 会 有 公共 的 ““ 角 上 的 ”) 标 出 方 格 ， 因 为 在 每 一 行 和 每 
一 列 中 ， 我 们 所 走 的 下 线段 只 能 属于 一 条 路 线 ， 而 属于 公共 方 格 所 在 的 行 和 列 已 经 被 第 一 条 
路 线 “ 占 用 ”了 . 

只 要 象棋 盘 的 8 行 中 的 每 一 行 和 8 列 中 的 每 一 列 不 是 都 有 一 个 黑子 和 白 子 ， 这 种 封闭 路 
线 的 构 作 就 一 直 进行 下 去 去 























8$ 52， 图 论 的 某 些 知识 


试 将 110 题 和 下 面 的 问题 进行 比较 ， 某 杂志 发 表 了 8 个 题目 . 当 从 污 者 寄 来 的 解答 中 挑选 


每 道 题 的 两 个 解答 ， 准 备 把 它们 刊登 在 下 一 期 杂志 上 的 时 候 ， 编 辑 发 现 所 有 16 个 挑选 出 来 的 
解答 是 8 个 读者 提出 的 ， 而 且 他 们 之 中 每 一 个 人 正好 都 提出 了 2 个 解答 


证 明 ， 编 辑 可 以 这 样 发 表 每 一 道 题 的 一 个 解答 ， 使 得 在 发 表 的 解答 中 ， 这 8 个 读者 中 的 
每 一 个 人 都 有 一 道 解答 . 

两 个 题 晶 明显 的 类 似 一 眼 就 可 看 出 来 ， 为 了 更 加 强调 这 一 点 ， 我 们 把 题 日 的 条 件 用 “图 
画 ” 的 形式 来 表示 ， 我 们 利用 象棋 盘 的 记号 法 ， 用 数字 将 典 盘 的 横行 编号 ， 用 小 写 拉 丁字 母 
表示 它 的 紧 列 ， 在 平面 上 画 16 个 点 ， 其 中 8 个 点 用 数字 1 到 8 来 编号 ， 而 其 余 8 个 点 用 字母 
a 到 疡 来 表示 ， 如 果 在 我 们 的 图 中 ， 将 数字 表示 标 出 方 格 所 在 行 的 点 和 字母 表示 标 出 方 格 所 
在 列 的 点 用 线 连 接 起 来 ， 我 们 就 在 图 中 画 出 了 这 个 标 出 的 方 格 . 

图 116 表 明了 满足 110 题 的 条 件 的 标 出 方 格 的 布局 的 一 种 方案 ， 辐 时 ， 如 果 把 数字 看 作 是 
发 表 在 杂志 上 的 题 日 的 编号 ， 把 字母 看 作 是 寄 来 解答 的 读者 的 “笔名 ”， 把 连接 点 的 线 看 作 
是 指明 解答 出 于 哪个 读者 〈 线 是 连接 读者 的 “笔名 ”和 他 所 解答 的 题目 的 编号 的 ) ， 那 么 图 
116 也 可 以 看 作 是 上 面 所 叙述 的 题 日 的 直观 表示 ， 

不 难看 出 ， 不 管 对 图 116 作 哪 一 种 解释 ， 从 它 所 引出 的 16 根 线 中 可 以 挑选 出 8 根 这 样 的 
线 . 它们 的 端点 和 所 有 16 个 点 重合 ， 因 此 ， 从 数学 的 观点 来 看 ， 竞 赛 题 110 和 关于 杂志 的 读 
者 寄 解 答 的 问题 是 一 样 的 “等 价 的 ). 
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中 以 化 为 这 一 类 数学 问题 的 ， 还 有 许多 其 
沁 的 问题 伍 如 正面 的 问题 “其 中 用 于 来 代 赫 
MR. 

全 2 个 嫩 娘 入 个 小 伙 了 去 参加 鳃 会 ， 每 
全 小伙子 这 总 两 个 姑娘 ， 而 每 个 姑娘 认识 两 个 
小 伏 子 ， 证 有 骨 :， 可 以 将 所 有 参加 舞会 的 姑娘 和 
小 伏 革 分 成 于 寺 ， 注 得 每 -对 舞伴 中 的 小 伙 拖 
宴 由 妇 是 彼此 认识 的 ， 

剑 往 一 个 小 伙 闻 和 一 个 带 有 数字 编号) 
的 点 对 诺 ， 使 每 一 个 姑娘 和 一 个 党 有 全 坪 的 点 
对 应 ， 将 其 "主人 ”和 室 此 相识 的 点 用 线 连 起 来 . 
这 以 断定 : 从 所 中 的 线 中 ， 可 以 挑选 出 这 样 7 
条 线 ， 它 们 的 端点 和 所 有 22 个 点 重合 . 图 116 

我 们 醋 究 由 点 以 太 连 接 它们 的 线 所 构成 的 这 些 图 案 的 某 些 一 般 的 性 质 

后 顶点， 和 将 它 位 之 中 的 某 些 点 两 两 连接 起 来 的 线 〈 边 ) 的 集合 叫做 图 . 

我 们 强调 下 ，、 几 的 边 不 一 定 是 直线 ， 我 们 规定 ， 两 个 不 同 的 边 只 能 有 有 限 个 〈 一 个 或 
网 个 ， 公 其 训 ， 姐 果 艾 的 边 相 交 于 内 点 ， 那 么 我 们 并 不 认为 它 是 公共 点 ， 当 把 图 的 顶点 放 在 
三 维 空间 中 的 时 候 ， 我 们 总 可 以 用 -一 杀 或 若干 条 线 将 它们 彼此 成 对 连接 起 来 、 而 所 得 到 的 图 
的 任何 网 条 过 部 不 相交 ， 但 是 为 了 做 到 这 一 点 在 二 维 平面 上 是 不 够 的 例如， 平面 上 的 任 
意 5 个 点 不 本 能 彼此 用 线 (为 此 总 共 旨 10 条 线 ， 这样 连 接 起 来 ， 使 得 所 得 到 的 图 的 边 不 相交 
放 内 点 不管 我们 惩 这 些 边 其 有 多 么 复 傈 的 形状 ， 对 有 六 个 顶点 44，41，4,，B,，B,, 3B, 
入 A1 BA BA18，A18,，A;8,，A;B8;，A;B,，A,8;，4;8, 的 任意 的 平面 图 ， 类 似 
多 断言 岂 旺 下 俑 的 . 

我 们 把 蕊 而 两 全 断 宕 的 证 明 久 给 读者 “第 一 个 断言 不 是 别 的 ， 而 是 将 古老 的 关于 房屋 
各 水 并 的 问题 5“ 详 成 ”了 图 论 的 语言 ， 在 平面 上 有 三 诬 房 屋 和 三 口水 并 ， 可 以 从 每 一 座 房屋 
到 征 一 训 水 于 修一 条 小 小 而 任何 黄 笨 小 路 都 不 相交 蚂 ”) 

从 上 上 面 所 引 的 例子 看 出 ， 在 平面 上 构 作 具有 任意 个 数 顶 点 且 
彼此 之 加 以 任意 给 定 的 方式 用 边 连接 起 来 的 图 只 有 认为 边 的 内 交 
点 《在 租 硕 点 下 侣 )》 是 “ 假 的 ”的 时 候 才 有 可 能 ， 即 规定 ， 在 边 
的 内 交点 处 ， 一 条 边 看 成 是 从 另 一 条 边 的 下 面前 过 的 .十 是 图 116 
所 到 的 图 只 有 16 个 项 点 “其 中 一 部 分 用 数 1 到 8 编号 ， 另 一 部 分 
几 # 旬 有 的 字 寺 表示)， 图 117 所 本 的 图 有 6 个 项 点 ， 寺 ,4,4,， 
8,，;,、8;， 上 所 有 其 余 的 边 的 交点 应 浚 认为 是 鸯 个 不 同 的 点 ， 
一 个 属于 “从 上 而 ”通过 的 壕 ， 另 一 个 属于 “从 下 面 ”通过 的 边 . 

对 于 一 个 平面 图 中 以 进行 变形 而 “重新 下 图 ” 

图 论 从 事 十 人 研究 图 的 这 样 一 些 性 计 ， 它 们 汉 仪 依赖 于 顶点 的 
个 级 由 部 竺 项 总 区 此 之 问 肖 启 连 撤 〈 共 广 商 车间 定 的 项 点 有 区 少 

色 117 茶 过 祖 秆 ;， 沿 下 中 下 证 轩 明 町 计 与 胃 四 形状 芭 尼 鸭 过 的 长 度 是 
党 无 关系 的 . 
隔 个 特 半 类 出 的 图 在 赂 论 中 起 着 特别 香 归 的 作用 . 
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如 果 图 的 每 一 个 顶点 属于 (连接) 同样 个 数 的 边 ， 这 种 图 叫做 正规 的 或 齐 次 的 ， 对 于 正 
规 图 的 所 有 顶点 的 这 个 共同 的 数 ， 我 们 称 之 为 隐 的 阶 数 ， 例 如 ， 任 意 的 下 多 请 在 体 的 棒 和 大 点 
构成 正规 图 ， 在 图 117 中 面 的 是 三 阶 的 这 ~ 类 的 图 . A :再 规 的 ， 那 么 对 于 它 的 全 
个 顶点 各 别 地 定义 阶 数 是 合理 的 ， 所 滑 项 点 的 阶 数 征 指 它 所 属于 的 边 的 个 数 . 

1 阶 的 正规 图 由 单个 的 边 组 成 ，2 阶 正规 图 有 a yg 每 一 个 这 古 购 图 南 一 个 或 郑 十 





个 封闭 的 线 环 路 -一 一 组 成 例如， 两 个 四边 形 和 一 个 三 角形 构成 仔 含 有 11 个 击 点 和 1 条 
地 的 2 阶 止 山 图 . 
如 果 人 包含 在 “个 疼 里 而 的 所 有 环 路 部 岂 偶数 个 边 组 成 ， 这 个 图 器 艇 偶 加 路， 立方 体 的 项 


点 和 校 所 对 应 的 图 可 书信 加 申 人 六. 个 礁 瑟 实 ， 由 它 的 楼 不 能 挑选 出 3 每 ，5 条 或 任意 
其 它 奇 数 条 楼 ， 使 这 些 棱 构 成 环 路 即 不 能 构 作 “三 角形 ”， “天边 形 ”或 任何 其 它 具 有 有 奇 
炸 个 边 的 “多 边 形 ”; ， 上 和 曾 所 斤 述 的 三 个 题 日 所 对 应 的 图 也 可 以 作为 偶 回 路 的 例子 ， 所 存 
回路 含有 偶数 个 顶点， 因而 含有 偶数 个 边 ， 内 为 边 是 轮流 连接 月 数学 表示 的 顶点 和 用 字 考 
表示 的 顶点 的 . 
现在 我 们 已 经 具有 了 定义 图 的 乘积 的 所 有 必 上 要 知识 ， 设 图 C .G6G;，G;.。… 此 有 相同 的 


章 点 ， 但 是 它 们 之 中 的 任何 两 个 图 不 含有 会 共 边 ， 这 时 由 这 些 顶 点 以 及 网 和 C 
所 有 的 边 所 给 成 的 图 G 叫做 图 G,，G;，G,. … 的 乘积 ， 记 作 
G= G,G, 3.... 
二 是， 乘积 图 的 顶点 的 个 数 等 于 因子 图 中 任何 一 个 图 的 顶点 的 个 数 ， 加 然 ， 于 规 图 的 采 


祝 是 生 央 的 ， 它 隐 阶 数 千 于 图 因 了 的 阶 歼 之 和 ， 俩 旭 ， 四 个 于 阶 和 和 规 轴 中 条 各 生 工 附 下 规 
图 . 

征 然 会 产生 逆 问 题 ， 给 定 的 正规 图 可 以 分 解 成 因子 的 忆 积 叹 ” 或 性 由 可 以 说 ， 人 它 艇 “内 
六 分 解 ” 1 

我 们 从 人 研 完 2 阶 正 规 图 开始 ， 晴 末次 下 险 图 形 么 “定期 网” 这 作词 可 居 宕 路 ， 因 为 
针 的 院 仪 仪 迹 对 自明 图 定义 的 . 这 些 图 中 玻 简 单 的 十 一 寺 朋 用 ”: 人 | -人 这 岗 
明 连 接 起 来， 显然， 于 角形 不 能 分 解 成 随 个 上 和 阶 图 的 乘积 ， 换 色 话 说， 从 二 有 角形 的 二 条 过 中 
不 能 挑 移 出 这 样 岗 个 过 ， 生 得 汉人 个 项 扣 中 的 每 -个 顶点 属于 一 个 面 且 仪 公 属 证 人 服 的 

和 三 骨 形 不 辐 ， 国 过 形 可 以 分 角 成 岗 个 了 阶 图 的 桶 积 ， 基 中 个 包 售 黄 个 村 边 ， 曙 一 个 
和 全 罗 过 形 约 男 钦 山 个 村 边 ， 天 了 迪 形 不 能 分 解 成 黄 个 1 了 图 的 呆 程 六 边 形 对 这 位 分 解 ， 
竺 等， 对 二 具有 再 多 的 边 的 2 阶 图 村 以 di 如此 无 论 十 旦 米 的 图 ， 或 者 是 包含 伍 它 里 而 的 
吓 有 有 的 丈 几 都 具 高 全 偶数 个 边 ， 财 么 这 个 图 可 以 分 解 成 遇 个 1 虐 阶 图 的 桶 程 ， 如果 邮 僵 证 一 个 
慰 果 国志 区 是 间作 ， 则 么 一 定 林 诺 分 荐 在 第 一 冲 情 灌 下 ， 图 是 偶 疝 站， 和 侍 第 一定 司 证 下 ， 
二 册 于 为 一 可 类 型 的 图 

上 是 .我们 证 明 工 定型 : 

4) 所 有 的 2 阶 惕 回路 可 以 分 解 成 两 个 1 阶 图 的 乘积 . 

它 是 下 而 的 五 ， 密 尼 人 钳 定 塌 的 特 丸 情况 ， 所 有 的 4 人 / 个 1 阶 图 的 乘 
祝 ， 《〈 攻 间 证 是 到 ， 汝 42 风 ， 和 和 冯 上 沿 语 路 区 于 害 下 分 艇 成 网 企 工 辽 国 隔 玉 相 十 必 妇 8 
村 于 任 总 国正 ， 册 局 寺 问 政 不 丹 证 蕊 谍 分 散 成 天 个 工 曾 罗 榴 业 人 竺 | 中 汉 | 林 区 区 证 元 
分 晶 茶 件 ， 这 关注 者 拥 己 旧 以 不 鸭 大 地 刘洋 例如， 图 147 坊 画 的 3 阶 疯 呈 凡 圾 二 成 3 
个 工 符 图 的 磁 相 主人 个 二 阶 疼 鸭 过 分 别 少 数 直 ，2 ，3 玉 表 二 民国 富 尼 格 定 再 的 证 明 
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是 十 分 复杂 的 〈 当 ?一 3 时 已 十 分 复 共 了 ) ， 因 此 ， 我 们 仅 只 限于 在 这 里 叙述 它 . 在 x 二 2 之 后 ， 
最 简单 的 情况 是 “一 4 我 们 建议 读者 试 试 自己 的 能 力 并 设法 证 明 当 w= 4 时 的 寇 尼 格 定理 

但 是 我 们 回 到 w= 2 的 情况 并 设法 回答 下 面 的 问题 ，2 阶 偶 回路 含有 多 少 个 1 阶 的 因子 

显然 ， 如 果 图 由 一 个 唯一 的 多 边 形 (有 偶数 个 边 ) 组 成 ， 那 么 1 阶 因子 的 个 数 等 于 2: 
凡 相 邻 的 边 分 别 属于 两 个 因子 ， 这 样 把 所 有 的 边 分 成 两 组 ， 得 到 两 个 1 阶 因子 ， 在 比较 - - 般 
的 情况 下 ， 当 图 由 ? 个 多 边 形 (都 有 偶数 个 边 ) 组 成 时 ， 如 果 从 每 一 个 多 边 形 的 两 个 1 阶 因 
子 中 取出 一 个 因子 联合 在 一 起 ， 我 们 将 得 到 图 的 所 有 1 阶 因子 . 因此， 整个 图 的 .1 阶 因子 的 
个 数 等 于 这 种 不 同 取 法 的 个 数 ， 即 2 ， 

3) 如 果 2 阶 偶 回 路 由 ”个 连通 的 片 “具有 偶数 个 边 的 多 边 形 ) 构成 ,那么 包含 在 它 里 
面 的 1 阶 因子 的 个 数 等 于 2 

在 求解 关于 包含 在 大 于 2 阶 的 图 中 的 1 阶 因子 的 个 数 问题 时 遇 到 了 非常 大 的 困难 ， 至 
还 没有 得 到 完全 的 解决 ， 当 ?>2 时 ， 包 含 在 地 阶 偶 回 路 中 的 1 阶 因 子 的 个 数 不 仅 仅 由 连通 的 
分 支 〈 片 ) 的 个 数 ? 来 决定 .读者 可 以 研究 x 不 太 大 的 某 个 偶 回路 来 证 实 这 一 点 . 

正 像 上 面 所 引 的 例子 所 表明 的 那样 ， 定 理 4 和 如 可 以 解决 某 些 组 合 问题 ， 只 需要 事先 把 
这 些 问题 “翻译 成 ”图 论 的 语言 于是， 图 论 能 够 解答 110 题 ， 甚 至 能 解答 更 一 般 的 关于 在 
mxn 的 象棋 盘 上 放 黑 子 和 白 子 的 问题 以 及 相应 的 关于 在 杂志 上 发 表 题目 和 寄 来 解答 (这 时 
题目 的 个 数 可 以 等 于 m ， 而 解答 的 个 数 等 于 x， 的 问题 ， 关 于 人 舞伴 的 对 子 问 题 可 以 借助 于 定 
理 4 解 决 ， 定 理 8 可 以 判断 任何 一 个 问题 可 以 有 和 多少 种 解答 ， 解 答 的 总 个 数 等 于 数 2 的 某 个 
正 整数 次 守 . 

应 该 看 到 ， 关 于 熟人 对 的 问题 以 及 关于 题 日 和 寄 解 答 的 问题 都 可 以 借助 于 图 论 来 解决 ， 
甚至 于 如 果 代替 2 而 取 任 意 的 自然 数 & 也 是 如 此 .为 此 只 需要 利用 上 面 援引 而 未 加 证 明 的 寇 
尼 格 定理 就 行 了 ， 根 据 这 个 定理 ， 对 任意 的 自然 数 *”，# 阶 偶 回路 可 以 分 解 成 1 阶 图 的 乘积 . 








今 








111 ， 圆 和 色相 切 十 点 P， 过 点 P 作 一 条 割 线 和 贺 饭 交 于 点 4 ， 和 圆 包 交 于 点 4 
另 一 条 也 通过 点 P 的 制 线 和 圆 名 交 于 点 8,， 和 圆 k, 交 于 点 8,， 证 明 ， 三 角形 ?4,8, 和 4， 
3, 相似 . ” 

【证 法 1 】 假 设 x, 是 圆心 为 O, 的 圆 名 的 半径 ， 7 是 圆心 为 O; 的 圆 包 的 半径 (图 118). 
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PO, 4, 和 八 PO;4, 是 相似 的 ， 因 为 在 顶点 了 处 的 顶 角 ， 或 者 重合 〈 当 图 和 名 相 内 切 时 )， 
或 者 作为 对 顶 角 而 相等 ( 当 圆 和 *; 相 外 切 时 ) ， 而 且 它 们 都 是 等 腰 三 角形 ， 用 类 似 的 办 
法 可 以 证 明 人 2o, B 和 八 PO;8, 相 似 ， 由 相似 三 角形 的 对 应 边 成 比例 ， 我 们 得 到 
PA,: PA,=7r,:r, 和 PB,: PB,=r, :fr,,， 
由 此 得 到 
PA,: PA,= PB, : PB,. 

于 是 ， 在 人 AP4, 8, 和 八 P4A,8; 中 ， 两 组 对 应 边 成 比例 ， 且 其 夹 角 要 么 重合 ， 要 么 作为 
对 顶 角 而 相等 ， 因 此 ， 作 P44, B, 和 八 P4, 8 相似 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 ， 

【证 法 2 】@ 因 为 和 包 相 切 ， 我 们 可 以 通过 它们 的 切 点 作 两 圆 的 公 切 线 M N( 图 119)， 





图 119 
由 于 弦 切 角 和 它 所 夹 的 圆 弧 上 的 圆周 角 相等 ， 于 是 当 两 圆 内 切 时 ， 
LPB,A,= AMPA,= /PB,d,, 
当 两 圆 外 切 时 ， 
/PBAi= MPA,= /NPA,= /PB,A,. 
对 另 一 组 角 也 可 同样 论证 ， 总 之 , 无论 在 哪 种 情况 下 ， 总 有 全 PA, B, 久 人 PA,B,. 





@ 系 中 译 者 补 加 . 
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十 五 、1934 年 一 1935 年 试题 及 解答 


112 ， 假 设 


4 一 1x3x5x... Xx (27— 1) 
2Xxd4x6X…X272 





这 里 2 是 正 整 数 ， 证 明 ， 在 序列 
4,24,44,84，…,244，… 
中 ， 从 某 处 开始 所 迪 到 的 部 是 整数 . . 
【 证明】 将 分 数 4 的 分 子 和 分 母 同 乘 以 2x4Xx6Xx… x (2x 一 2) ， 我 们 得 到 
| _ lx2x3x4x5x6X. Xn—1) 
[2x4x 6x…xX (2n— 2)] X 27 
(2n— 1)1 1 (2n— 1)1 1 


一 上 站 一 - a- 
22" 7 [(z 一 1)1 J]n 92227 Xx nl (2 一 1)! 947-1 Cy, -1 
上 式 右 端的 二 项 式 系数 CI; 是 整数 (等 于 从 27 一 1 个 元 素 中 取出 4 一 1 个 元 素 的 组 合 数 ) . 
因此 . 





-xX 





22*-1A 
是 整数 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 ， 

如 果 利 用 在 阶乘 的 标准 分 解 式 中 含有 给 定 素数 的 最 大 指数 的 勒 让 德 定理 ,也 可 以 证 明 本 题 
的 断言 . 


113 ， 在 给 定 圆 中 ， 怎 样 的 圆 内 接 多 边 形 的 边 的 平方 和 达到 最 大 值 > 
【解法 1 】1) 如 有 果 在 阅 内 接 多 边 形 中 ， 有 一 个 角 是 钝 角 ， 那 么 当 去 掉 这 个 钝 角 的 顶点 
时 ， 所 得 到 的 圆 内 接 多 边 形 ， 其 边 的 平方 和 大 于 原来 的 圆 内 接 多 边 形 的 边 的 平方 和 ， 因 为 在 
钝 角 三 角形 中 ， 钝 角 所 对 的 边 的 平方 大 于 其 它 两 边 的 平方 和 ( 见 57 题 的 证 法 2 和 3§ 38). 
因为 4 边 形 的 内 角 和 等 于 
(n— 2)180°= [n+ (x— 4) J]90°, 
所 以 在 任何 一 个 五 边 形 和 四 边 形 (除了 矩形 以 外 ) 中 ， 至 少 有 一 个 钝 角 ， 于 是 应 该 在 三 角形 
和 矩形 中 来 寻求 其 边 的 平方 和 具有 最 大 值 的 贺 内 接 多 边 形 . 
2) 假设 a,8,y 是 内 接 于 给 定 圆 的 三 角形 的 三 个 角 ，7 是 圆 的 半径 ， 三 角形 的 边 的 平 
方 和 可 以 表示 成 下 面 的 形式 ( 见 第 6 题解 法 1 ); 
: 4r? (sin?at sin ?f+ sin?y ). (1) 
利用 53 和 $9.1) 中 的 公式 ,可 以 将 括 弧 中 的 表达 式 变 成 


sin’a+ sin’p++ sin’y= 1— cos?a 十 广 (1 一 Cos 28) 十 
+ 方 (1 C0OS2)= 2— cos’a— ¢os (B+Y)Cos (A—Y)= 
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一 2 一 coSw Cosa cos (9 一 7 ) 一 

_ ee ] . | ,3 

一 2 一 [cosa 一 了 CoOS0--Y 十 SoS 03 一 Y 1. 
5 


上 上面 最 后 -一 个 表达 式 当 
cosg = 3cos (PY). coS (9 一 7 ) 一 1 


时 有 最 大 值 卫 ， 由 上 式 推 内 (因为 我 们 所 研究 的 是 二 角形 的 角 7:， 有 二 YY，& 一 60 .因此 .3 一 


一 YY 三 60"， 于 是 由 关系 式 C1)， 在 半径 为 7 的 圆 中 ， 立 内 接 自 三 角形 的 边 的 平 六 和 守 二 977、 
而 其 它 任何 圆 内 接 三 角形 的 边 的 平方 和 小 于 9 
3) 在 半径 为 7 的 阅 中 ， 赔 内 接 和 矩形 的 边 的 平方 和 等 :87?， 国 此 ,个 王 机 二 角形 的 边 的 
于 是 ， 在 所 有 内 接 陡 给 定 的 圆 且 壬 不 相交 的 多 边 形 中 ， 本 达 角 形 的 边 的 于 方 和 最 人 . 友 
【解法 2 】1; 如果 4，4b, c 是 三 角形 的 边 ，m 是 边 上 的 中 线 ， 那 么 
一 全 + 92m?. 


设 是 中 线 在 边 c 上 的 投影 , 大 是 边 < 上 的 高 (图 1209， 边 2 和 如 在 边 c 上 的 补 影 是 长 
为 于 十 4 和 | 二 一 | 的 线段 ， 我 们 来 研究 三 个 下 角 三 角形 .它们 只 有 公共 的 下 而 过 和 其 斜 这 
分 别 为 6，8， 姑 ， 根 据 匀 股 定理 ， 


tt 
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图 120 插 121 
2) ”如 果 AB 是 一 条 弦 ( 小 于 直径 ) ,把 圆周 分 成 一 条 大 弧 和 一 条 小 弧 .M 是 小 弧 的 中 点 ， 
N 是 大 弧 的 中 点 . 那么 , 当 点 P 沿 着 圆周 从 点 M 往 点 N 移动 时 ,平方 和 忆 二 十 PB: 单调 上 升 (向 121》 
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为 了 证 明 这 个 定理 ， 我 们 利用 上 面 已 经 证 明 过 的 断言 ， 于 是 只 要 证 明 当 点 ?了 沿 着 圆周 从 
M 往 入 移动 时 , 连接 Pf 和 纺 43 的 中 点 的 线段 PF 的 长 度 单调 上 升 ， 这 可 证 明 如 下 ， 当 点 
了 移动 时 ， 在 人 POF 中 ， 边 OF 和 OP 的 长 度 不 变 , 而 <MOP 单 调 上 升 , 所 以 它 所 对 的 边 
PF 也 单调 上 升 ( 见 838). 

3) 由 2) 中 所 证 明 的 定理 推出 ， 对 于 国内 接 多 边 形 的 顶点 了 来 说 ， 如 果 斋 角 4PB 是 
钝 角 或 直角 ， 那 么 当 用 弦 来 代 禁 相 邻 的 边 4P 和 了 3 时， 我 们 得 到 新 的 内 接 多 边 形 ， 而 且 它 
的 边 的 平方 和 大 于 (如果 ~“4P8 是 钝 角 ) 或 等 于 (如 果 <APB 是 直角 ) 原来 的 多 边 形 的 边 
的 平方 和 . 

重复 “前 去 ” 钝 角 和 直角 足够 多 次 ， 我 们 总 可 以 把 任意 一 个 图 内 接 多 边 形 化 为 内 接 于 同 
一 个 圆 的 三 角形 ， 而 且 边 的 平方 和 大 于 或 等 于 原来 的 边 的 平方 和 ， 仅 仅 当 所 得 到 的 三 角形 的 
一 个 边 和 外 接 圆 的 直径 重合 时 ， 边 的 平方 和 才 会 相等， 这 样 一 来 ， 如 果 我 们 证 明了 在 所 有 的 
内 接 于 给 定 圆 的 三 角形 中 ， 正 三 角形 的 边 的 平方 和 最 大 ， 那 么 我 们 就 证 明了 正三 角形 是 本 题 
的 答案 . 

4) 人 4PB 内 搂 于 给 定 圆 ， 我 们 来 研究 它 的 边 的 平方 和 ， 如 果 三 角形 是 不 等 边 的 ， 我 们 

选取 这 样 的 记号 ， 使 得 54 是 最 大 的 弧 ，z 方 是 最 小 的 弧 ， 于 是 ， AB 小 于 圆周 的 一 半 , 因为 
要 不 然 的 话 ， 它 就 是 最 大 的 弧 了 ， 由 于 和 4PB 不 等 边 ， 所 以 AP 大 于 略 周 的 三 分 之 一 . 我 们 
将 顶点 二 向 点 移动 《图 121) 根据 在 2》 中 所 证 明 的 定理 ，A423 的 边 的 平方 和 将 单调 
上 升 ， 沿 着 圆 弧 移动 点 ?， 使 点 了 到 达 那 样 的 位 置 : 或 者 AP 等 于 圆周 的 三 分 之 一 ,或 者 8 
等于 加 局 的 三 分 之 一 ， 或 者 AP 入 同时 等 于 圆周 的 三 分 之 一 ， 后 一 种 情况 只 有 当 AN 和 
NB 都 等 于 同 周 的 三 分 之 一 时 才 有 可 能 . 如 果 AN 和 YB 小 于 (或 大 于 ) 圆 周 的 三 分 之 一 ， 屠 
么 应 该 使 点 PD 移动 到 使 4P (或 8) 等 于 圆周 的 三 分 之 一 的 位 置 . 因此 ， 在 给 定 圆 中 ， 对 
于 任何 一 个 不 等 边 的 内 接 三 角形 ， 都 可 以 作出 一 个 内 接 于 同一 圆 的 三 角形 ， 其 边 的 平方 和 更 
大 ， 而 且 一 个 边 所 对 的 劣 弧 等 于 圆周 的 三 分 之 一 . 

对 于 所 得 到 的 三 角形 ， 我 们 又 可 以 应 用 上 面 的 论证 ， 不 过 这 时 用 48 表示 等 于 圆周 的 三 
分 之 一 的 那 一 段 绝 . 

于 是 ， 我 们 证 明了 ， 正 三 角形 的 边 的 平方 和 大 于 内 按 于 同一 圆 的 任何 其 它 三 角形 的 边 的 
平方 和 . 


3 53. 关于 将 三 角 肖 数 的 和 化 为 乘积 


在 上 面 所 进行 的 变换 中 ， 我 们 利用 了 关系 式 





COSX 十 cosy 一 2 COS 2 Cos 3. 


此 外 ， 注 意 到 下 面 的 关系 式 也 是 有 益 的 ， 
XTy 
5 





。 > 。 一 
SInz 十 SIiny 一 2Sin COS 5 


YX 十 7 . XJy 


Sinx 一 Siny 一 2cos 了 Sin 一 








二 十 工 一 了 


cosxz 一 CoS) 一 一 2Sin 了 一 Sin 一 
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它们 可 以 从 两 角 和 的 正弦 和 余弦 的 公式 推出 ， 如 果 在 每 一 个 关系 式 的 左边 代 之 以 


_ XY+y XxX—y _ YX)y XJy 
"Tt /7 2 


114 ， 假 设 在 平面 上 给 定 了 无 穷 多 个 矩形 ， 它 们 的 项 点 的 直角 坐标 是 
《0，0)， (0, m), (nn, 0), (Nn, m), 

其 中 mm 和 *%* 是 正 整 数 ， 证 明 ， 在 这 些 矩 形 之 中 ,总 可 以 挑选 出 两 个 矩形 ， 使 得 一 个 矩形 在 另 
一 个 矩形 里 面 . 

【证 法 1 】 我 们 把 本 题 条 件 中 所 说 的 7 叫做 矩形 的 宽 ，m 叫做 矩形 的 高 ， 

因为 矩形 的 宽 n 是 正 整 数 ， 所 以 ， 在 它们 之 中 有 一 个 最 小 的 〔 见 $2 和 3). 我 们 选取 
任意 一 个 有 最 小 宽 % 的 矩形 ， 假 设 mw 是 它 的 高 ， 另 外 再 任意 取 mi 个 矩形 ， 如 果 在 这 mm, 个 
和 矩形 中 ， 有 一 个 和 矩形 的 高 大 于 m, ， 那 么 这 个 矩形 将 把 具有 最 小 宽 n,， 高 为 m, 的 那个 矩形 
包含 在 内 ”如 果 在 所 取 的 加 十 1 个 矩形 中 ， 没 有 任何 一 个 矩形 的 高 大 于 m, ， 那 么 这 和 十 1 
个 矩形 的 高 的 值 只 能 是 1 ，2 ，…，m:; ， 因 此 , 它们 的 高 不 可 能 完全 不 同 ( 见 % 30. 狄 里 希 利 
原理 )， 这 样 一 来 ， 在 所 取 的 mi 十 1 个 矩形 中 ， 至 少 有 两 个 矩形 的 高 相等 ,， 而 一 个 包含 在 另 一 
个 的 里 面 . 

【证 法 2 】1) 如 果 一 个 矩形 的 高 或 宽 等 于 另 一 个 矩形 的 高 或 宽 ， 那 么 在 这 两 个 矩形 中 ， 
一 定 有 某 一 个 包含 另 一 个 

2) 如 果 任 意 两 个 矩形 的 高 和 宽 都 不 同 ， 那 么 我 们 任 取 一 个 矩形 ， 假 设 它 的 宽 为 和 ， 高 
为 m. 由 于 任何 两 个 矩形 的 宽 和 高 都 不 同 ， 所 以 ， 比 我 们 所 取 的 矩形 要 窒 的 拖 形 的 个 数 是 有 
限 的 〈 不 多 于 ?一 1 个 )， 而 且 比 这 个 矩形 要 矮 的 矩形 的 个 数 也 是 有 限 的 (不 多 于 严 一 工 个 除 
了 这 些 有 限 个 矩形 之 外 ， 其 它 所 有 的 和 矩形 都 包含 我 们 所 选取 的 那个 矩形 . : 

【证 法 3 】 我 们 来 证 明 ， 在 本 题 的 条 件 下 ， 存 在 一 个 无 穷 的 矩形 序列 ， 在 这 个 序列 中 ，， 
前 一 个 矩形 包含 在 后 一 个 矩形 之 中 . 

1) ”如 果 任 何 一 个 矩形 都 包含 在 男 外 菜 一 个 矩形 之 中 ， 那 么 所 要 证 明 的 断言 显然 成 立 

2) 如 果 在 矩形 中 有 这 样 一 个 矩形 ， 它 不 包含 在 任何 其 它 的 矩形 内 ， 那 么 ， 所 有 其 它 的 
和 矩形， 要 么 比 这 个 矩形 窄 ， 要 么 比 这 个 矩形 矮 ， 但 是 给 定 的 矩形 有 无 穷 多 个 ， 因 此 ， 比 较 罕 
或 比较 矮 的 矩形 也 有 无 穷 多 个 .不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假设 有 无 穷 多 个 比较 罕 的 矩形 (在 相 
反 的 情况 下 ， 只 要 在 说 到 矩形 的 宽 时 ， 用 它 的 高 来 代替 就 行 了 )， 这 样 的 矩形 的 宽 只 可 能 取 
有 限 个 不 同 的 值 ， 因此， 在 它们 之 中 ， 一 定 有 无 穷 多 个 矩形 的 宽 足 相同 的 ， 显然， 它们 可 以 
排 成 我 们 所 要 的 序列 . 
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1) 在 114 题 的 证 法 3 的 2) 中 ， 我 们 得 到 了 无 穷 的 矩形 序 询 ， 它 们 之 中 的 每 一 个 包含 
前 一 个 和 矩形， 显然 在 1) 中 也 可 以 得 到 具有 同样 性 质 的 无 穷 的 矩形 序列 ， 我 们 来 证 明 这 个 比 
原 题 更 强 的 断言 对 于 任意 的 无 穷 矩 形 序 列 也 是 正确 的 ， 只 要 在 它 的 每 一 个 无 穷 的 子 序列 中 ， 
至 少 有 一 个 矩形 包含 这 个 子 序 列 的 另 一 个 矩形 【 对 于 顶点 在 点 (0，0)，(0， 加 )，(7， 
0，，(n，m ) 的 矩形 ， 这 个 断言 一 定 成 让， 因为 对 于 这 种 矩形 的 任 一 无 穷 子 集合 ， 诛 题 的 
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a 
甘于 和 什么 应 图 以 及 图 论 人 研究 什么 ， 均 春 旺 经 训 过 邦和 52)， 昌 然 在 那里 说 到 的 仅仅 
是 有 限 个 顶 丰 的 图 ， 但 是 了 败 定义 的 本 让 这 和 有 人 图 仿 有 无 认 多 个 珊 点 的 情 滴 排除 作 外 此 
外 ， 在 解决 图 论 的 某 些 问题 的 时 候 . 指出 边 的 方向 二 在 两 个 用 给 定 的 边 连 接 起 来 的 顶点 中 
接 有 明 哪 一 个 顶点 算 作 起 点 ， 哪 一 个 硕 丰 秆 作 终 点 ， 将 让 方便 的 ， 具 有 给 定 方 身 的 边 册 做 有 向 
边 ， 如 果 攻 的 所 有 的 边 都 古 有 向 的 ， 球 么 这 个 放 叫 做 有 向 的 ， 如 果 不 古 图 的 是 有 的 边 是 有 向 
的 ， 而 只 是 某 些 边 十 有 向 的 ， 那 么 这 样 的 图 中 做 部 分 有 向 的 . “应 该 指出 ， 如 果 每 一 条 无 向 
| 这， 那么 任何 一 个 岁 儿 中 以 认为 闪 丰 向 的 ). 如果 在 一 有 向 图 中 ， 对 
斑 任何 三 个 预 点 ， 如 缮 有 从 第 一 个 顶 下 到 第 二 个 顶点 的 边 和 从 第 二 个 项 点 到 第 三 个 顶点 的 
边 ， 间 - 定 有 从 第 - -不 项 点 到 第 三 个 顶点 的 过 。 了 于 么 这 样 的 有 向 图 称 为 这 传递 内 有 疝 加 
还 必须 引入 和 任意 的 “不 一定 是 有 网 的 图 有 有 关 的 两 个 凯 念 ， 如果 图 的 任何 两 个 顶点 之 
间 者 有 边 相 连 ， 这 样 的 图 则 做 完全 图 ， 由 图 的 部 分 顶 乓 和 连接 它们 的 定夺 的 成 的 疼 中 全 给 
定 图 G 的 子 图 ， 我 们 说 子 图 研 在 给 定 图 GCG 的 顶点 的 子 集 合 上 张 成 的 ， 如 果 它 包含 所 有 以 这 个 
六 集合 的 任意 一 对 也 点 为 端点 的 边 . 
2) 现在 我 们 加 到 114 题 并 且 把 它 的 条 件 表 术 成 无 穷 的 有 向 图 的 形式 ， 每 一 个 矩形 对 应 
于 图 的 -一 个 顶点 ， 如 果菜 一 个 矩形 包含 男 一 个 窍 形 ， 碧 么 图 的 对 应 顶点 用 有 向 边 连 接 起 来 ， 
有 向 边 的 起 点 “对 应 ”的 矩形 被 包含 在 另 一 个 矩形 之 中 .当然 这 样 的 图 没有 说 到 矩 形 的 边 长 
用 整数 表示 ， 也 没有 说 到 矩形 的 顶点 是 您 样 分 布 的 ， 这 些 笨 件 以 及 其 它 的 条 件 只 是 在 证 明 图 
中 有 边 存在 时 党 要 用 到 ， 在 1》 中 已 经 说 过 ， 所 构成 的 图 的 任何 一 个 无 穷 的 子 图 含有 边 ， 此 
外 ， 所 构成 的 图 是 可 传递 的 有 向 图 ， 因 为 如 果 一 个 矩形 包含 另 一 个 和 矩形， 而 这 个 矩形 也 包含 
一 个 矩形 ， 那 么 第 一 个 矩形 包含 第 三 个 矩形 . 
正 像 在 1) 中 所 提 到 过 的 那样 ， 从 本 题 条 件 推 出 ， 从 矩形 中 可 以 挑选 出 一 个 矩形 包含 在 
一 个 和 矩 形 之 中 的 无 穷 序 列 ， 这 意味 着 本 题 的 图 包含 无 穷 的 、 可 传递 的 、 有 向 的 完全 子 图 . 
产生 一 个 问题 ， 仅 仅 由 我 们 刚才 所 说 的 子 图 的 性 硕 是 否 能 推出 这 种 子 图 的 存在 ? 我 们 来 证 明 
这 个 结论 是 正确 的 ， 其 至 杆 不 必 假 设 尺 来 的 图 大 :可 传递 的 有 向 图 ， 即 我 们 证 明 下 而 的 定理 : 
如 果 无 穷 有 向 图 的 顶点 的 任 一 无 穷 子 集 含 彼此 有 边 相连 的 两 个 顶点， 那么 这 样 的 图 
包含 无 穷 的 、 可 传递 的 、 有 向 的 完全 子 图 . 
首先 我 们 证 明 ， 我 们 的 图 包含 这 样 的 顶点 ， 从 它 发 出 无 穷 多 个 边 或 者 有 无 穷 多 个 边 进入 
这 个 顶点 我们 取 图 的 任意 一 个 顶点 ， 然 后 选取 任意 一 个 和 它 没有 边 相 连 的 顶点 (如 果 这 样 
的 顶点 存在 的 话 ) ， 再 后 又 取 一 个 利 前 而 的 任何 一 个 顶点 都 没有 边 相 连 的 顶点 .如 果 这 样 的 顶 
点 存在 的 话 ， 等 等 ， 经 过 有 限 步 之 后 ， 这 个 过 程 束 中 断 了 ， 因 为 我 们 的 图 的 顶点 的 任 一 无 穷 
子 集合 合 两 个 做 此 有 边 相连 的 顶点 ， 因 此， 图 的 其 余 的 每 一 个 顶点 至 少 和 所 选取 的 顶点 中 
的 某 一 个 顶点 有 边 相 连 ， 这 样 一 来 ， 存 所 选取 的 顶点 中 ， 人 至 少 有 一 个 项 点 (我 们 用 4, 来 表 
pd 多 个 顶点 有 边 相 连 ， 在 连接 顶点 4 和 图 的 其它 的 顶点 的 边 中 ， 或 者 有 无 穷 多 
边 是 由 4 发 出 的 “在 这 种 情况 下， 我 们 将 把 4, 叫做 第 4 类 的 顶点 )， 或 者 有 无 穷 多 个 边 
进入 它 (第 2 美 顶 点 )， 
假设 G, 是 这 样 的 无 穷 子 图 ， 恕 果 4 是 第 1 类 的 顶点 , 那么 G, 是 由 从 A4) 发 出 的 边 的 终点 
组 成 的 ， 如 果 4 是 第 2 类 的 顶点 . 那么 C, 是 由 进入 4 的 边 的 起 点 组 成 的 . 这 个 子 图 满足 定 
理 的 条 件 ， 因 此 ， 在 它 的 顶点 中 可 以 拷 到 这 和 的 枯 二， 由 它 发 出 或 进入 无 穷 多 个 边 . 继续 
讨论 下 去 ， 我 们 作出 了 一 个 无 穷 的 顶点 序列 4 ， …， 而 且 在 这 个 序列 中 ， 或 者 由 4 发 
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出 连接 它 和 所 有 后 面 的 顶点 的 边 ( 4; 是 第 1 类 的 )， 或 者 以 4 之 后 的 每 一 个 顶点 为 起 点 的 边 
部 进入 4 (4 是 第 2 类 的 )， 研 究 我 们 的 序列 中 由 同一 类 质点 构成 的 叮 全 子 集 合 ， 笠 少 有 有 一 
个 子 集合 是 无 穷 的 ， 当 取 属 于 这 个 子 集合 的 顶点 的 时 候 ， 我 们 得 到 无 穷 的 、 可 传递 的 、 有 疝 
的 完全 子 图 . 


假设 4， b,,， “I, b, 是 正 数 4， 1Q,， 机 a, [的 基 一 个 排列 ， jE 组 ; 
a a 人 ~ 
如 十 各 十 …… 十 本 > 
【证 法 1 】 我 们 利用 数 
| a) a, C 
万 ， 豆 ， i 互 
的 算术 平均 值 和 几何 平均 值 之 间 的 不 等 式 ( 见 120， 因 为 数 8，8，， 台 不 是 别 的 ， 而 
是 数 4/，4;，…，% 在 另 一 种 次 序 下 的 排列 ， 所 以 
a a Q, 
Bt 


n 











"| a dy 


Bobb 1- 





于 是 让 明了 所 此 让 明 的 不 等 式 ， 等 号 对 应 于 下 而 的 情况: 
了 = 1 (一 1，2，.…， 1). 
也 束 是 说 ， 中 是 把 数 a, ，a;，…，4, 中 相同 的 数 笠 新 排列 

【证 法 2 】 1 我 们 用 完全 数学 归纳 法 来 证 明 不 等 式 〈 见 3) 当 2= 工时 ， 不 等 式 晓 
化 成 等 式 ， 它 一 定 成 立 . 

2) 和 成立 的 ， 我 们 来 证 明 它 对 任意 A++ 工 个 下 数 也 成 妆 . 
如 果 对 某 个 :， 数 4 和 饭 重 合 ， 那 么 其 余 的 数 如 是 下 标 不 为 二 的 数 & 的 一 个 排列 这样 的 数 
有 个 而且 根据 归纳 假设 ， 形 如 地 (7 二 7) 的 大 个 分 数 的 和 大 于 或 罕 于 友 在 不 富 式 的 两 边 
加 上 1 ， 便 得 到 所 要 的 不 等 式 . 在 它 的 左边 有 + 1 个 被 加 项 ， 而 右边 是 数 有 十 

3 ) 如 果 所 有 的 分 数 也 “都 不 等 于 1, 那么 我 们 用 4 表示 4 中 最 大 的 如果 这 文 样 的 数 不 止 
一 个 ， 我 们 任 取 其 中 的 一 个 ) 假设 5, 二 4a， 将 &b 和 w) 对 换 以 后 ， 我 们 得 到 新 的 和 数 $' ,将 

和 原来 的 和 数 5 来 进行 比较 .根据 假设 ，2; “a ,4 6b) 二 a、 因此 


5 $ 一 旭 十 p 大 区 一 (a, a, 1 (#5 万) 一 (hu, 人 一 二) 0}. 
i i i i : i 











因为 在 新 的 和 数 $ 中 ， 第 个 被 加 项 的 分 了 和 分 梓 相 辐 ， 所 以 根据 2 中 不 证 志 购 在 
S” -十 1， 因此 


这 头 完 成 了 归纳 证 明 , 友 
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8$》55， 关 于 某 些 著名 的 不 等 式 的 一 个 共同 来 源 


1) 如 果 利 用 下 面 的 问题 的 解 ， 就 可 以 无 困难 地 证 明 115 题 的 断言 和 某 些 其 它 著名 的 不 
等 式 ， 


设 
Q, A2, ''', 4 
和 1 
入， 六 ，…， 包 
是 正 实数 ， 而 
、 cr, Cs, 人 Cn 


是 数 b,，b;，…，b, 的 任 一 排列 ， 在 和 
4 一 0 Ci 十 aaco 十 … 十 rc， 

中 ， 怎 样 的 和 最 大 ， 怎 样 的 和 最 小 ? 

在 某 些 具体 的 情况 下 ， 也 许 每 一 次 都 能 正确 回答 这 些 问 题 ， 例如， 我 们 假设 在 一 个 箱子 
中 放 的 是 面值 为 1 角 的 人 民 币 ， 在 第 二 个 箱子 中 放 的 是 面值 为 2 角 的 人 民 币 ， 在 第 三 个 箱子 
中 放 的 是 面值 为 5 角 的 人 民 币 ,在 第 四 个 箱子 中 放 的 是 面值 为 1 元 的 人 民 币 ， 允 许 我 们 从 这 
些 箱子 中 分 别 取 出 3，4，5 ，6 张 人 民 币 ， 但 不 指定 从 每 一 个 箱子 中 取出 的 张 数 ， 也 许 最 
有 利 的 取 法 是 从 放 最 大 面值 〈 每 张 都 是 1 元 的 ) 的 箱子 中 取出 最 多 张 数 (6 张 ) ,然后 从 放 5 
角 的 箱子 中 取 张 数 第 二 多 〈5 张 ) 的 人 民 币 ， 等 等 ， 也 许 大 家 都 会 同意 最 不 利 的 取 法 是 从 放 
1 角 的 人 民 币 的 箱子 中 取 6 张 ， 从 放 2 角 的 人 民 币 的 箱子 中 取 5 张 ， 等 等 ， 这 样 一 来 ， 如 果 
ci ，Cz，C3，C4 表示 数 3，4，5，6 的 任 一 排列 ， 那么 0 

10X 6+ 20X 5+ 50X 4+ 100Xx 3< 10¢, 十 20c 十 50c 十 100c < 
10X 3 二 20X 4 十 50X 5 二 100x 6. 

在 一 般 的 情况 下 ， 可 以 有 正面 的 断言 ， 在 和 数 $S 中 ,最 大 的 和 数 所 对 应 的 情况 是 ， 数 5 
按 数 a 的 大 小 次 序 调 整 好 ( 即 数 5 中 最 大 的 数 对 应 于 数 a 中 最 大 的 数 ， 数 bp 中 第 二 大 的 数 对 
应 于 数 a 中 第 二 大 的 数 ， 等 等 )，@ 而 最 小 的 和 数 所 对 应 的 情况 是 : 两 个 序列 的 大 小 次 序 正 
好 相反 〈 数 a 中 最 大 的 数 对 应 于 数 b 中 最 小 的 数 ). 

如 果 数 4 所 有 的 数 都 相等 , .那么 对 于 数 2 的 任 一 排列 ， 和 数 5 具有 相同 的 值 ( 当 数 2 所 
有 的 数 都 相等 的 时 候 也 一 样 )， 我 们 假设 在 数 4 中 有 不 相同 的 ， 例 如 ， 设 4 >4 . 我 们 来 比较 
两 个 和 数 

9 一 0 十 … 十 Gec 十 … 十 0c 十 … 十 Gec， 
和 
4 二 QC 十 十 Qc; 十 十 QC 十 … 十 QC,， 
它们 不 同 的 仅仅 是 在 第 二 个 和 数 中 ，c: 和 “ 调换 了 位 置 ， 因 为 
$S'—S=a,c, tac,— Ac,—ac,= (a,—a,)(c,— ce,), 

所 以 若 c<c;， 那么 5' >23， 若 c >c ， 那 么 5$' <5. 

@ 在 上 面 的 一 段 中 ， 原 文 用 的 是 匈牙利 货币 的 名 称 ， 为 了 方便 我 国 读者 ， 改 为 人 民 币 ， 这 里 的 10 表 

示 1 角 ， 等 等 . 中 译 者 注 . | 
@ 在 数 4 和 2 中 可 能 有 相等 的 . 自然， 调动 相 等 的 数 并 不 改变 大 小 次 序 
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由 给 定 的 数 4 和 2 只 能 构成 有 限 个 不 同 的 和 数 $， 在 它们 之 中 总 有 最 大 的 和 最 小 的 .它们 
正好 对 应 于 上 面 所 说 的 断言 ， 因 为 对 于 数 < 的 另 一 种 排列 ， 所 得 到 的 和 数 或 者 是 上 升 的， 或 
者 是 下 降 的 . 

第 115 题 是 上 面 所 证 明 的 断言 的 特殊 情况 .事实 上 ， 我 们 将 数 5 ，2 ，…，4 以 上 升 的 
次 序 排 好 ， 并 且 取 

六 二 上 bt,..., bl 


， 2 
a) 


a 
这 时 ， 数 2 是 以 下 降 的 次 序 排列 的 ， 和 数 5 取 最 小 值 ， 它 等 于 
Qj bi 二 QBbz 十 … 十 4,b, 二. 
2) ”由 所 证 明 的 断言 可 以 推出 许多 著名 的 不 等 式 . 例如 ， 由 它 可 以 引出 ， 任 何 正 数 




















X) ,XX;, 9 nr 
的 几何 平均 值 不 大 于 它们 的 算术 平均 值 〈 见 § 42). 
设 

c= ~ Xj XX 
是 数 x/，Xx;，…，X, 的 几何 平均 值 . 我 们 构造 两 个 数列 ; 

4 = 22 一 3, a = “9 

XX _1 _1 1 1 
4 一 一 一 全 1 b= 去， i 六 一 元， ，b 二 也 二 1 
因为 在 两 个 数列 中 的 数 互 为 倒数 ， 所 以 和 数 
0 人 十 … 十 Co2， 

不 大 于 

a b, + asb) tasbst-. a,b,,, 
即 

Xi nn 

1 十 1 十 … 十 1 所 地 和 定 二 秆 … 十 二 '， 

An Tt ， 
所 以 

< 二 Xj) 十 ;十 … 十 XX 

等 号 仅 可 能 在 

QC—4,C—'** 二 4 

或 
XX NN Xo NRT 
一 了 了 


时 成 立 ， 这 时 


Xi) 一， 一 … 一 X 一 (人 . 


3) 在 1) 中 所 引出 的 断言 还 能 够 证 明 契 比 雪 夫 不 等 式 ， 比 通常 的 直接 证 明 要 简单 得 
多 .， 设 
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Qi, Md, .和 ， 纪 ， 


D b. ..._ bb 


息 两 个 有 相同 次 序 的 序列 例如， 两 个 序列 或 省 以 上 升 的 次 序 排列 ， 或 者 以 下 降 的 次 序 排 
列 ) .这 时 根据 我 们 的 基本 定理 

010 二- 十 Qi.0, 二 Qj bj) 十 4Q26; 十 …: 十 @,b,， 

GD 十 :十 2200 十 ODN 十 十 局 

QB 十 … 十 a6, 祈 Qj bs 十 4bi 十 … 十 @,b,， 


0 十 … 十 0 ab, tab)+.+a,b,.,. 
把 所 得 到 的 关系 式 统统 加 起 来 ， 我 们 得 到 
nab a b,) a 十 … 十 4 ) (bi 十 … 十 5,)， 
ab 十 … 十 0 b, /A 六 十 … 十 也 





即 - 万 (1) 
类 似 地 可 以 证 明 ， 如 果 & 和 5 是 两 个 有 相反 次 序 的 序列 ， 那 么 
bb 十 十 所 一 21 十 0 十 … 十 色 b, 十 2 十 … 十 如 (2) 





n n n 
4 如 采 0 ，… 是正 数 ， 此 外 ，a 让 0，B 0， 那 么 序列 和 (i= 2 …, 2) 有 相 
同 的 次 序 ， 因 此 根据 ‘1， 有 
Ci 
如 果 a 一 0，B0 C8 ，6，…，4 仍然 是 正 数 ) ， 那 么 序列 af ，ef 有 相反 的 次 序 ， 由 人 2) 
有 
国 到 十 的 全 十 十 侈 生计 (本 十 侈 十 十 四) (多 十 四 十 … 十 的 ). 
在 a 二 6 二 的 特 处 情况 下 ， 我 们 得 到 


i 1 站 
四 十 碍 二 二 的 十 十 十 0)?， 





或 于 
则 算术 平均 值 不 大 于 平方 平均 值 . 

如 果 &，…，& 和 8 ，… ,是 有 相反 次 序 的 正 数 序 列 ， 那 么 由 不 等 式 2) 和 (3 ， 
得 到 不 等 式 


Qjbi Tdb 二 -二 ab, 十 如 十 … 十 妈 ) (4) 


1 
上 
天 





和 和 lp 十 oO 十 :十 oO , Mia pit+aib? 十 十 a bi)， (5) 
沁 们 比 柯 西 不 千 民 网 65， 
Wb tab 十 … 十 07， 











1 -1 
Ft bt) VAR Wabi Tbh ) = 





= (a ar. a) bi ot... |b) 
和 








MW nlarb?t tads +.+ a p’) MV 





十 十) (人 十 好 十 十 妇 ) . 


不 等 式 (4) 和 (5) 中 的 哪 一 个 更 强 ， 在 一 般 的 情况 下 是 不 可 能 断定 的 ， 因 为 适当 选 
择 数 4 和 2 时 ， 既 可 以 使 不 等 式 (4 的 右边 大 于 不 等 式 (5) 的 右边 ， 也 是 以 使 不 等 式 
(4) 的 右边 小 于 不 等 式 (5) 的 有 边 . 


116 ， 如 果 集 万 的 任意 一 点 着 O 的 对 称 点 仍然 属于 所 ， 点 叫做 点 集 妇 的 对 称 中 
心 ， 证 明 ， 有 限 点 集 不 可 能 有 两 个 不 同 的 对 称 中 心 . 

【证 法 1 】 假设 O 是 点 集 互 的 对 称 中 心 ， 因 为 我 们 所 研究 的 集合 只 有 有 限 个 点 ,所 以 在 
这 个 点 集中 ， 一 定 有 一 个 点 4， 它 到 点 0 的 距离 不 小 于 万 的 其 它 所 有 的 点 到 点 0 的 距离 . 换 
名 话说， 如果 以 点 O 为 圆心 ， 以 O4 为 半径 画 -个 圆 G， 那 么 集合 万 的 任何 点 都 不 会 在 这 
个 加 外 .和 点 4 关于 圆心 对 称 的 点 8 在 圆 G 上 ， 且 又 属于 集合 FH. - 

如 果 O' 是 不 同 于 O 的 点 ， 那 么 

AO’ +O'B>AB, 
所 以 在 线段 40' 和 0O' 8 由， 至 少 有 一个 线段 大 于 线段 48 的 一 半 9， 不 妨 设 线段 4O' 大 十 
45 的 一 半 . 
假设 C 是 点 4 关于 点 O' 对 称 的 点 ， 那 么 
AC= 40' + O' C=240' 46 
这 就 是 说 ， 点 C 到 点 4 的 距离 大 于 圆 G 的 直径 ， 因 此 点 C 不 属于 集合 娘 ， 因 此 点 0O' 不 可 能 
是 有 限 点 集合 所 的 对 称 中 心 . 

【证 法 2 】 我 们 来 证 明 ， 任 何 一 个 点 集 若 有 两 个 对 称 中 心 ， 那 么 它 是 无 穷 集合 . 

假设 O, 和 0O, 古 所 研究 的 集合 如 的 对 称 中 心 ，P1 是 如 的 一 个 点 ，P) 是 P 关 于 O， 的 对 
称 点 , 呈 是 P) 关 于 Os 的 对 称 点 ，P; 是 P; 关 于 0) 的 对 称 点 ，P; 是 了 关于 O; 的 对 称 点 (图 
122). 

因为 0,O; 是 和 P,P; ;的 丙 个 边 的 中 点 的 连 线 ， 所 以 线段 0,O0; 和 Pj PP, 平行， 且 P) P= 
一 20, 0,， 这 个 断言 对 于 、P, P' P, 赔 化 成 直线 段 的 情况 也 仍然 有 效 ， 类 似 地 ， 线 段 0 0; 也 
可 以 看 作 是 入 PP P, 的 两 边 中 点 的 连 线 ， 于 是 线段 P, P, 和 O,O; 平 行 ， 且 PiP; 二 20) 0. 
因此 线段 P,P 是 线段 P,P, 的 延 佛 . 

如 果 现在 从 点 PP; 开始 ， 作 出 它 关于 0O, 的 对 称 点 ， 然 后 再 作 所 得 到 的 点 关上 O, 的 对 称 
点 ， 如 此 等 等 ， 那 么 这 样 无 限 重复 地 作 下 去 ， 我 们 就 会 在 线段 2 P; 所 在 的 直线 上 得 到 无 穷 
多 个 线段 ， 这 些 线段 的 长 度 部 等 于 PP; ， 而 且 是 一 个 接着 一个 地 延 佛 ， 如 果 妇 有 两 个 对 称 
中 心 ， 屠 么 这 些 线段 的 端点 事 应 该 属于 点 集 太 ， 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 根据 本 是 条件， 点 集 





AB 
图 如 果 40' 一 0' 8 一 一 二 ， 夺 么 0' 一 9 .一 一 俄 译 者 注 . 
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已 具有 有 限 个 点 . 

实际 上 ， 我 们 不 仅仅 是 证 明了 本 
题 的 ， 而 是 更 一 般 的 结论 ， 从 上 面 的 
论证 推出 ， 如 果 点 集 的 对 称 中 心 多 村 
一 个 ， 那 么 这 个 集合 不 可 能 是 有 界 的 
( 即 : 不 可 能 作 一 个 阅 ， 使 得 这 个 集 
合 的 点 都 在 这 个 圆 内 ) ， 这 样 一 来 ， 
有 界 点 集 项 多 只 有 一 个 对 称 中 心 . 

不 难 证 明 ， 如 果 点 集 有 两 个 不 同 
的 对 称 中 心 ， 那 么 它 有 无 穷 多 个 对 称 
中 心 ， 事实 上 ， 在 直线 〇 ,9 上 ， 离 
线段 O, ;的 端点 的 距离 为 0, 9: 的 整 
数 倍 的 点 都 是 这 个 集合 的 对 称 中 心 . 太 





图 122 


$56， 关 于 有 限 点 集合 的 重心 


1) 点 P,，P;,，…，P, 的 集合 的 重心 可 以 用 下 面 的 方式 来 定义 ， 选 取 任 意 一 始点 OO， 
作 集 合 的 所 有 的 点 的 矢 径 OP 二 pl，OF Pp.…，0OP, 二 PB. 若 点 ?的 矢 径 os5=S 满 足 
_ P+Pp:+*…+p; 
n 





， (C1) 
则 点 5 叫做 点 集合 的 重心 . 
我 们 来 证 明 5 与 始点 O 的 选取 无 关 ， 为 此 将 关系 式 (1) 写成 形式 


(p—S)+ (Pm S$) 二 -+ (Dp,— ss)=0, | (2) 
或 者 根据 矢量 的 减法 写成 形式 
5 五 二 55 二 +35P 一 0. (31 


对 点 5 上 式 是 否 成 立 与 始点 0 的 选取 是 无 关 的 ， 因 此 ， 和 等 式 (3 ) 等 价 的 等 式 〈1 ) 和 (2， 
也 与 点 O 的 选取 无 关 . 

2) 如 果 由 有 限 个 点 组 成 的 集合 忌 具 有 对 称 中 心 O ， 那 么 O 和 集合 的 重心 ?重合 〈 试 比 
较 $ 36 中 类 似 的 断言 ， 为 了 证 明 这 一 点 ， 只 要 注意 到 下 面 的 事实 就 够 了 : 对 于 任何 关于 始 
点 O 对 称 的 点 4 和 8 ， 它 们 的 矢 径 之 和 等 于 零 ，O4+ 08=0.， 因 此 ， 当 把 集合 互 的 所 有 的 
点 分 成 关于 对 称 中 心 对 称 的 点 对 时 ， 对 每 一 个 点 对 ， 矢 径 之 和 为 零 ， 这 样 一 来 ， 对 于 对 称 
中 心 O 有 关系 式 (3) ， 这 就 是 说 ，O 和 集合 的 重心 5 重合 . 

这 个 注解 的 简要 意义 可 叙述 如 下 ， 有 限 点 集合 妃 不 可 能 有 几 个 对 称 中 心 ， 因 为 对 称 中 心 
总 是 和 重心 重合 的 ， 而 集合 如 只 有 一 个 重心 . 


117 .将 三 棱柱 的 每 一 个 顶点 标 上 一 个 数 ， 使 每 一 个 顶点 所 标 上 的 数 等 于 所 有 相交 于 - 
这 个 项 点 的 村 的 另 一 个 端点 所 标 上 的 数 的 算术 平均 值 ， 证 明 : 三 棱柱 的 顶点 所 对 应 的 所 有 六 
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个 数 都 相等 . 

【 证 法 1 】 假 没 4 ，4;，4; 是 三 楼 柱 的 上 底面 的 顶点 ，8B8, ，8;，B; 是 它 的 下 底面 的 
顶点 ， 而 4/，42，4 9 ，9,， 急 是 标 在 这 些 顶 点 的 数 (图 123). 
根据 本 题 条 件 ， 数 4;1 ，4;，4;，9, ， 六 ， 刀 满足 方程 

3 二 Q@y 二 a 十 bb， $30, 二 0 十 by 十 4， 
34; 二 4 十 Qj 十 b,， 30) 一 D 十 0 十 0 ， 
3@0=a ato 38 一 六 十 六 十 必 AS 一 
将 第 一 行 的 第 一 个 等 式 的 两 边 加 上 4 一 6, ， 第 二 个 等 式 
的 两 边 加 上 5, 一 4， 我 们 得 到 
144; 一 b= 二 a) 十 4; 十 0;， (1) 
425 一 0 一 由 十 六 十 六 ， (2 ) 8, 
另 一 方面 ， 将 左边 一 列 的 三 个 等 式 两 边 分 别 相 加 ， 得 
3 十 十 9) 二 2(4 十 Gy 十 3) 十 双 十 b, 十 如 ， 
由 此 有 
Qj 十 扯 十 二 马 十 bs 十 如 . (3) 图 123 
因为 有 关系 式 (3) ， 所 以 等 式 (1) 和 (2) 的 右边 彼此 相等 ， 从 而 它们 的 左边 也 应 
该 相等 : 


52 


40 一 已 一 人 一 全， 即 b=a,. (4) 
用 类 似 的 办 法 可 以 得 到 其 它 两 个 等 式 
02 一刀， b;= 03 . (5 ) 


将 所 得 到 的 关系 式 代 入 到 原 等 式 的 左边 ， 我 们 得 到 
3 一 2 十 0 十 和 二 34) 一 303. 
由 此 式 和 关系 式 (4) 和 (5) ， 我 们 得 到 
0 一 网 一 0 一 六 一 六 一 六 ， 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 
【证 法 2 】 在 三 棱柱 的 顶点 所 对 应 的 数 中 ， 我 们 选 出 最 小 的 数 (如 果 最 小 的 数 有 几 个 ， 
我 们 任 取 其 中 的 一 个 ) ， 并 记 作 ww ， 我 们 知道 ， 对 于 若干 个 不 相等 的 数 来 说 ， 它 们 的 算术 平 
均值 比 它们 当中 最 小 的 数 要 大 ， 而 相等 的 数 的 算术 平均 值 等 于 它们 的 共同 值 六 
对 为 根据 本 题 的 菜 件 ， 数 & 等 于 ea 和 (和 我 们 的 挑选 相对 应 的 数 ， 的 算术 六 均值 ， 
而 它 不 大 于 它们 之 中 的 任何 一 个 ， 所 以 这 四 个 数 应 该 相等 、 bi 等 于 三 棱柱 顶点 所 对 应 的 
救 中 最 小 的 数 a， 这 就 是 说 ，b 也 是 这 些 数 中 最 小 的 数 ， 另 一 方面 ， 数 5 等 于 数 刀 ,6,0 的 
帘 术 平均 值 ， 因 此 ， 根 据 刚 才 的 论证 ， 这 四 个 数 也 应 该 相等 . 下 号 标 在 三 棱柱 顶点 的 所 有 
六 个 数 郁 相 窜 . 

















§ 57， 算 术 平 均值 的 一 个 性 质 


如 果 在 实数 a, ，4a;，…，4, 中 没有 数 小 于 4a, ， 也 没有 数 大 于 4, ， 那 么 
十 十 … 十 0 ~ 14, 


n ” 72 





”1550 » 





Qa na, 
杞 去 


了 2 





一 CQ，. 


等 号 在 两 种 情况 下 都 只 有 在 w ==4, 王 … 二 ,条件 下 成 立 ， 这 样 一 来 ，n 个 数 的 算术 平均 
值 总 是 包含 在 它们 之 中 最 小 的 数 和 最 大 的 数 之 间 ， 除 了 所 有 个 数 相等 的 情况 外 ‘这 时 算术 
平均 值 和 它们 之 中 的 任何 一 个 相等 ). 
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十 六 、1936 年 试题 及 解答 


118 ,证明 : 


1 
1x2 


1 +_ 1 4...+ 1 = 


二 一 4 5X6 (na 


1 


一 上 1 1 1 + 1 
一 -元 二 六 十 nF + ni tt 


【证 法 1 】 我们 引入 下 面 的 记号 : 


1 1 | 1 
S(T + 3x ++ ni1 an? 


1 1 1 
TD-HF +t nf tt a 
我 们 用 完全 数学 归纳 法 来 证 明 .， 当 w==1 时 ，- 
1 
SCl ) 二 x 


x 7 C1). 
假设 对 某 一 个 4>2， 有 
SC 一 1) 一 TCR 一 1) . 


因为 
TD-7u-D=3ETrT+ 赤 -二 = 
ll _ 
一 TD ?HS 
所 以 由 归纳 假设 可 推出 
T (=5(A. 


因而 在 n= 时 ， 本 题 断 言 成 立 . 于 是 本 题 断 言 对 所 有 的 n 都 成 立 . 
【证 法 2 】 将 关系 式 








1 _1 1 1 
六 六 二 工 十 到 1? 
1 _1,1_1 
3X4 村 十 了 2 ， 


soe re [er oo. 








1 
(Sn—1i)2n 2n—1 
两 边 分 别 相 加 ， 我 们 就 可 得 到 所 要 的 等 式 . 
因为 所 得 到 的 等 式 的 右边 可 表示 为 





1 .111 工 1 1 
(十 + 去 + + 十) (于 + 村 + + 寺 ) IT 十 ntst 








$ 58. 关于 无 穷 级 数 的 求 和 
1) 例如 


1 一 0.9 十 0.81 一 0.729 十 … 十 (一 0.9) “十 …， 
0.23 十 0.0023 十 0.000023 十 …， 








1 1 1 1 1 

TXZ ax tx Ix5 1 sx 
3 4 5 ,6,7' 

2 十 访 十 备 十 了 十 合十 于 十 …， 


这 些 包含 有 无 穷 多 项 的 表达 式 叫做 无 穷 级 数 . 所 有 这 些 表达 式 暂 且 还 是 毫 无 意义 的 ， 但 是 我 
们 想 就 应 该 怎样 理解 无 穷 多 项 的 和 ， 给 出 一 个 简单 的 定义 . 这 样 的 想法 是 有 根据 的 ， 辟 如 第 
四 个 级 数 不 是 别 的 ， 而 是 无 限 循环 十 进 制 小 数 
0.232323.…， 

只 不 过 是 把 它 写成 了 不 太 习 惯 的 形式 . 仅仅 只 有 在 说 明了 应 该 怎样 理解 无 限 十 进 制 小 数 以 后 
才能 对 无 限 十 进 制 小 数 进行 运算 . 在 进行 计算 的 时 候 ， 这 样 的 小 数 在 某 一 个 地 方 被 截断 了 . 
应 该 在 什么 地 方 截断 ， 这 与 所 进行 的 计算 所 要 求 的 精确 度 有 关 . 在 我 们 对 无 限 十 进 制 小 数 的 
.认识 中 ， 最 主要 的 是 ， 在 必要 的 时 候 ， 可 以 用 任意 多 个 有 限 的 符号 来 近似 地 代替 这 个 小 数 ， 
当然 ， 这 时 我 们 得 到 的 只 是 无 限 十 进 制 小 数 的 近似 值 ， 但 是 误差 可 以 任意 小 ， 

我 们 尝试 一 下 对 其 它 的 无 穷 级 数 一 项 一 项 地 求 和 . 级 数 的 前 ”项 的 和 叫做 级 数 的 第 n 个 
部 分 和 ， 前 四 个 级 数 是 等 比 级 数 . 等 比 级 数 的 任意 多 项 的 和 的 公式 是 知道 的 . 对 前 四 个 级 数 
的 前 ”项 应 用 求 和 公式 ， 我 们 求 得 它们 的 第 ”个 部 分 和 


加 An 了 
1 3) ,1) , 3 -3-8 (3) 
2 / ， 3 4/， 














-1 
1 一 上 1 
1-(-0.9)" 10 10 ， 
TF0.9 19™ 19‘ 0.9)., 
1-00 23 23 ， 
0.23 一 全 光一 位 (0.01)". 


在 每 一 个 第 个 部 分 和 中 都 包含 有 其 绝对 值 小 于 1 的 数 的 z 次 宕 .大 家 知道 〈 见 35 题 的 
解答 和 8 29) ， 如 果 竹 指数 w 大 于 以 适当 的 方式 所 选取 的 某 个 数 ， 那 么 正 数 和 一 1 的 次 冤 可 
任意 小 ， 对 于 数 A<1 的 次 备 ， 如 果 再 将 它 采 以 2, 8， 担 ,各 以 及 任何 其 它 的 (与 无 关 ) 
常数 ， 也 可 以 得 出 同样 的 结论 ， 因 此 ， 当 w 充 分 大 时 ， 第 一 个 级 数 的 第 ”个 部 分 和 与 2 相差 
很 小 〈 知 指数 a 应 该 人 于 与 允许 误差 有 关 的 数 v) ， 类 似 的 断言 对 于 第 二 、 三 、 四 个 级 数 的 


第 个 部 分 和 也 是 对 的 ， 只 需要 用 数 8，]， 镜 来 代替 数 2 ， 我 们 说 这 样 的 级 数 是 喷 伍 的 ， 
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而 它们 的 和 等 于 2,8， 的 ， 色 : 在 一 般 的 情况 下 ， 无 穷 级 数 


| Qj 十 所 十 十 Qs 十 …， 
如 果 对 于 任意 的 e -0 ， 可 以 找到 这 样 一 个 数 v， 使 得 当 n wv 时， 级 数 的 第 7 个 部 分 和 与 s 
的 差 的 绝对 值 小 于 s ， 则 说 这 个 级 数 是 收敛 的 ， 且 * 是 这 个 级 数 的 和 . 
为 了 简单 起见， 常常 写作 
0 十 0 十 十 0 十 二 3 
但 是 所 指 的 不 是 通常 的 和 ， 而 是 在 刚才 所 定义 的 意义 下 的 和 ， 
2) 在 上 面 所 给 出 的 定义 的 意义 下 来 理解 的 无 穷 级 数 的 和 ， 保 持 了 有 限 个 被 加 项 的 和 的 
大 多 数 性 质 ， 但 不 是 所 有 的 性 质 . 首先 ， 并 不 是 所 有 的 无 穷 级 数 都 有 和 ， 例 如 ， 第 六 个 无 穷 
级 数 的 每 一 项 都 大 于 1， 因此， 当 ”充分 大 时 ， 这 个 级 数 的 第 2 个 部 分 和 将 大 于 任何 预先 给 
定 的 数 ， 因此 ， 满 足 上 面 所 说 的 级 数 和 定义 的 数 * 是 不 存在 的 ， 我 们 说 不 存在 级 数 和 的 无 穷 
级 数 是 发 散 的 ， 尽 管 级 数 的 部 分 和 ， 或 者 是 部 分 和 的 绝对 值 ， 都 不 是 无 限 上 升 的 ， 然 而 这 样 
的 级 数 仍 可 能 是 发 散 的 ， 例 如 ， 无 穷 级 数 
1 一 1 十 1 一 1 十 1 一 1 十 … 
是 发 散 的 ， 因 为 它 所 有 的 偶数 个 项 的 部 分 和 等 于 0 ， 奇 数 个 项 的 部 分 和 等 于 1 ， 因 而 不 存在 
数 *， 使 这 两 个 数值 与 * 相 差 任意 小 . 
同 118 题 的 证 明 直 接 有 关 的 无 穷 多 个 被 加 项 的 和 与 有 限 多 个 被 加 项 的 和 的 其 它 区 别 将 在 
59 中 指出 . 现在 我 们 回 到 第 五 个 无 穷 级 数 . 乍 然 看 来 要 求 出 它 的 第 2 个 部 分 和 是 不 容易 的 ， 
但 是 如 果 注 意 到 对 于 任意 的 *， 这 个 级 数 的 一 般 项 (第 《项 ) 可 以 表示 成 形式 




















1 _1_ 1 
klkTI) Ek kTl? 
那么 第 2 个 部 分 和 可 以 训 不 困难 地 计算 出 
1 1 1 1 
1x3 十 Dx3+ 3X4 tt (Nn—1)n 十 M 08 二 1) 
直人 
(i 上 )+ (3 /t/t (i 
一 | 一 1 
-1 一 
对 上 充分 人 的， 量 寺 任意 小 ， 因 此 ， 
1 1 1 1 
1X7 1 x3 xi t+ ax5 +=! 


我 们 引 作 例 子 的 仅仅 是 收敛 性 不 难 建立 的 无 穷 级 数 ， 但 是 ， 正 像 在 8 59 中 研究 的 例子 所 
表明 的 那 樟 ， 在 一 般 情 况 下 要 确定 无 穷 级 数 的 收敛 性 并 不 那么 简单 ， 
$ 59， 关 于 调换 无 穷 级 数 的 项 


1) 正 像 在 118 题 的 证 法 2 中 所 表明 的 那样， 所 发 证 明 的 但 军 式 的 左边 二 以 表示 成 形 
式 ， 
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2 2n 2 n 
-0 
-1 一 译 + 言 - 计 +…+ 三 -一 识 “ 
这 不 是 别 的 ， 而 是 无 穷 级 数 
1 一 圳 十 寺 一 证 + 十 相生 一 声 十 … (2 ) 


第 25 个 部 分 和 我 们 于 明 级 数 ( 2 政和 
由 118 题 所 证 明 的 恒等式 的 右边 的 每 一 项 提出 因子 目 ， 所 得 到 的 表达 式 














并 + 证 到 于 王 + 如 
具有 下 面 的 极 好 的 性 质 ， 我 们 作 函 数 y= 一 二 二- 的 图 象 .将 x 轴 上 的 区 间 [0, 1) 分 成 x 等 分 ， 
并 且 从 每 一 个 分 点 引 这 个 函数 的 纵 坐 标 (图 124). 
表达 式 ( 3 ) 的 每 一 项 等 于 宽 为 去 ,以 右 端 分 点 的 纵 


坐标 为 高 的 矩形 的 面积 . 这 些 矩 形 的 面积 之 和 即 表 
达 式 (1 ) 的 值 ， 将 小 于 5 的 面积 ， 这 里 的 5 是 由 曲 


线 y= 一 二 =，x 轴 上 的 线段 (0, 1) 及 通过 端点 0 
和 1 的 纵 坐 标 线 所 围 成 的 曲线 梯形 ， 如 果 我 们 取 宽 
为 二， 以 左 端 分 点 的 纵 坐标 为 高 的 矩形 ， 它 们 的 面 
职 之 和 与 表达 式 (3 不同 的 仅 人 是 在 第 一 基 的 前 面 
出 现 了 新 的 项 韦 , 而 最 后 一 项 去 没有 了 . 因此 , 当 图 124 


2 充分 大 的 时 候 ， 级 数 (2 ) 的 部 分 和 与 ?相差 任意 小 ， 从 而 曲线 梯形 的 面积 @ 和 级 数 (2 ) 的 
和 重合 . 


把 级 数 (2) 的 所 有 的 项 都 除 以 2 并 且 将 级 数 所 有 的 正 项 表示 成 元 = 二 一 支 的 形式 . 这 时 

















1 _ 1 1 1 1 1 1 1 
TT F110 ttm 41 
= 1 ii il _ lil lll. 1 lj.. 
Tl TF ts 6 t+ 1 Bt tT 2 dat 
@ ”熟悉 积分 学 的 人 马上 可 算出 5=| | 学- 一 In2， 一 一 艇 译 编辑 注 ， 
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不 难看 出 ， 最 后 的 级 数 是 收敛 的 ， 并 且 它 的 和 等 于 方 S， 因 为 8 十 0 ， 所 以 这 个 和 的 值 


与 它 原来 的 值 ? 是 不 同 的 ， 虽 然 新 的 级 数 还 是 由 级 数 (2) 的 那些 项 组 成 的 ， 它 包含 所 有 奇数 
的 倒数 的 正 项 和 所 有 偶数 的 倒数 的 负 项 ， 

级 数 的 和 在 调换 项 的 次 序 后 被 改变 了 ， 这 是 因为 由 级 数 (2) 的 项 的 绝对 值 所 构成 的 级 数 
(所 谓 调 和 级 数 ， 见 $ 64) 是 发 散 的 ， 如果 由 某 个 级 数 的 绝对 值 构成 的 级 数 是 收敛 的 ， 那 么 
当 任 意 调 换 它 的 项 的 次 序 时 ， 原 来 的 级 数 的 收敛 性 不 会 破坏 而 且 它 的 和 仍然 不 变 . 


119. 在 三 角形 48C 内 取 一 点 5, 使 和 人 A485, 人 8CS, 和 CAS 的 面积 相等 ， 证 明 ，3 是 
三 角形 48C 的 重心 . 

【证 法 1 】 过 点 5 引 一 直线 e 和 和 边 48 平 行 (图 125). 
根据 本 题 条 件 , 人 A485 的 面积 等 于 和信 AB8C 的 面积 的 三 分 
之 一 ， 因 此 ， 由 顶点 5 向 边 48 所 作 的 高 等 于 由 顶点 C 
向 边 48 所 作 的 高 的 三 分 之 一 .根据 我 们 的 作法 ， 直 线 

和 边 48 平 行 ， 所 以 连接 项 点 C 和 边 48 上 任 一 点 的 
全 ( 边 48 的 中 线 也 在 内 )〉 被 直线 e 分 成 的 两 段 的 比 

' 1 .因此 ,直线 e 通 过 入 4B8C 的 重心 . 通过 点 8 作 
直线 / 逢 边 BC 平行 ， 那么 f 也 应 该 通过 入 4B8C 的 重 
心 ， 因 为 直线 e 和 /不 重合 ， 所 以 它们 只 有 一 个 交点 5. 
因此 5 和 人 入 4BC 的 重心 重合 . 

于 是 我 们 证 明了 : 如 果 3 是 三 个 等 积 的 三 角形 485， 图 125 
BCS，C43 的 顶点 ， 那 么 9 是 和 4BC 的 重心 . 

【证 法 2】1) 由 几何 学 可 知 ， 如 果 点 4 和 8 到 直线 e 是 等 距 的 ， 那么 ， 要 么 是 直线 e 
和 线段 48 平 行 (4 和 8 在 直线 e 的 同一 侧 ) ,要么 是 直线 e 通过 线段 48 的 中 点 (4 和 B 在 e 
的 两 侧 ) . 除 此 之 外 ， 在 所 有 其 它 情况 下 ， 点 4 和 8 到 直线 e 的 距离 是 不 相等 的 . 

因此 ， 我 们 可 以 断言 ， 如 果 在 和 人 ABC 所 在 的 平面 内 的 点 D (不 和 顶点 C 重 合 ) ,使 A ACD 
和 入 8CD 的 面积 相等 ， 那 么 ， 点 DD 要 么 在 人 4B8C 的 通过 顶点 C 的 中 线 上 ， 要 么 在 通过 项 点 
C 和 边 48 平 行 的 直线 上 ， 因为 人 4CPD 和 人 8CD 的 面积 相等 意味 着 点 4 和 点 8 到 直线 CD 
的 距离 相等 . 

2) 由 上 面 的 证 明 推 出 , 5 在 和 人 MBC 的 三 条 中 
线 上 ， 而 且 三 中 线 的 交点 一 一 三 角形 的 重心 一 一 满 
足 本 题 的 条 件 . 为 了 证 实 这 一 点 ,只 需 指 出 在 和 42BC 
内 的 点 5 不 可 能 在 三 角形 外 部 的 任何 一 条 直线 上 就 
行 了 . 

3) ”由 1) 的 证 明 推出 ,如 果 等 积 三 角形 485 ， 
8CS ,CAS 的 项 点 5 在 人 人 ABC 的 外 部 ,那么 只 可 能 
是 点 9 5s,5;, 这些 点 5, 52,5; 中 的 每 一 个 点 是 

图 、126 仿 48C 的 一 个 项 点 关于 对 边 中 点 的 对 称 点 (图 126). 
【证 法 3 】 首 和 完 我 们 来 证 明 ， 三 角形 的 重心 满足 本 题 的 条 件 . 假设 44, 是 三 角形 的 一 条 
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中 线 ，5 是 重心 . 这 时 人 A448 和 A44C 的 边 54 和 4C 相 等 ， 而 且 这 两 个 边 上 的 高 就 是 
A45C 中 边 SC 上 的 高 〈 图 127)， 因 此 ， 
A44B8 和 A^44IC 的 面积 相等 . 同 理 可 证 ， 
和 人 84,S 和 入 C 415 的 面积 相等 ,因此 和 485 
和 入 ACS 的 面积 相等 .根据 同样 的 理由 ， 
ABC3S 的 面积 和 它们 之 中 的 任何 一 个 都 相 
等 ， 

还 需要 证 明 ,任何 其 它 的 点 8' 不 具有 
这 个 性 质 . 假 设 5S’ 是 人 48C 内 任 一 和 5 
不 同 的 点 .点 5' 在 和 A458B8, 和 BSC, 人 C54 
中 的 某 一 个 三 角形 的 内 部 或 边界 上 .例如 ， 
我 们 假设 点 5’ 在 和 人 A458 内 . 这 时 人 45'8 仅 仅 是 和 458 的 一 部 分 ， 因 而 人 45’B8 的 面 积 小 于 
和 A458 的 面积 , 即 小 于 入 48C 的 面积 的 三 分 之 一 . 因此 点 5’ 不 具有 所 要 求 的 性 质 , 因为 构成 
入 ABC 的 三 个 三 角形 45’'8, B85'C, C$'4 的 面积 不 相等 . 





120. 假 设 a 是 任意 给 定 的 正 整数 . 证明， 总 可 以 找到 一 对 且 仅 一 对 正 整 数 (x,y) ,使 得 有 
关系 式 
TD +ty-2) 一， 
【证 法 1】 假设 x 十 y 一 1 二， 
这 时 位 十 了 一 1) 并 十 一 2 = 0 之 


我 们 来 研究 数列 
k(k—1) 
2 





(k= 1,2,.…). (1) 
对 于 给 定 的 数 4a,， 的 值 必 须 满足 下 面 的 不 等 式 ; 


k(k—1) CR— 
一 





Dp DE 


这 个 不 等 式 唯一 地 确定 了 的 值 ， 因 为 它 的 左边 和 右边 是 序列 (1 ) 的 连续 的 两 项 ， 知 道 了 
的 值 以 后 ， 我 们 就 可 求 得 x 和 y: 
AD 








yy 三 十 1 一 . 
xz 和 y 的 值 是 由 数 < 和 唯一 确定 的 ， 且 都 为 正 整 数 . 、 
【证 法 2 】 我 们 来 证 明 ， 有 序 的 正 整数 对 可 以 这 样 来 编号 , 使 得 数 对 (xz,y ) 的 编号 为 
(十 yy 一 1)CY 十 YY 一 2) 
XxX 十 5 . 





首先 我 们 指出 ， 当 这 样 进行 编号 时 ， 对 于 x 十 》 具 有 相同 的 值 的 数 对 来 说 ,它们 应 该 紧 挨 着 . 

我 们 将 数 对 按 下 面 的 办 法 进行 排队 : 对 于 任何 两 个 数 对 来 说 ，x 十 y 的 值 较 小 的 排 在 前 
面 ，x 十 y 的 值 较 大 的 排 在 后 面 , 如 果 它 们 的 x 十 的 值 相等 ， 那 么 x 的 值 较 小 的 数 对 排 在 前 
面 ，x 的 值 较 大 的 排 在 后 面 . 
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在 这 样 的 次 序 下 ， 最 初 的 若干 个 数 对 如 下 ; 
,DD, (1,2), (2,1), (1,3), (2,2), (3,1), 
(4) (2,3), 3,2), G1) (8), 
和 x 十 y 等 于 给 定 值 m 的 数 对 (Cx, y) 共 有 一 上 个 因此 ， 由 于 和 等 于 2，3， 
x 十 》 一 1 的 数 对 都 排 在 数 对 (x,y) 的 前 面 ， 所 以 这 些 数 对 的 总 个 数 等 于 
1 42+ (rty 2) = 





接着 往 后 排 的 数 对 是 
C1, x+y—1), C2, r+ty—2), "(x,y). 
这 样 一 来 ， 在 我 们 的 排队 中 ， 数 对 (x ,y) 的 顺序 号 等 于 


x 十 Ty rT 


所 得 到 的 表达 式 取 所 有 的 正 整 数值 ， 而 且 对 于 不 同 的 数 对 来 说 ， 它 们 的 编号 是 不 一 样 的 ， 从 
而 证 明了 本 题 断 言 . 

数 对 (x,y) 可 以 用 平面 上 坐标 为 x 和 ?的 点 来 表示 ， 这些 点 是 第 一 象限 内 的 所 有 整 点 
(图 128) ， 而 且 * 十 的 值 相 同 的 点 在 一 直线 上 ， 当 我 们 从 
左下 角 开 始 ， 党 着 每 一 根 直 线 按 租 头 所 指 的 方向 从 上 往 下 走 
时 ， 我 们 将 会 经 过 所 有 的 点 ， 而 且 经 过 这 些 点 的 先后 次 序 就 
是 数 对 (*,y) 排 队 编 号 时 的 次 序 . 娘 





图 128 


$ 60， 关 于 无 穷 集 合 的 势 的 比较 ”可 数 全 合 


1) 在 120 题 的 证 法 2 中 我 们 利用 了 下 述 事 实 : 由 自然 数 构成 的 数 对 可 以 排 成 无 穷 序 列 的 
形式 .我 们 用 分 数 世 来 代替 每 一 个 数 对 ( 关 , 轨 ， 而 且 从 序列 中 去 掉 可 约 分 数 ， 所 得 到 的 序列 
包含 所 有 的 正 有 理 数 . 如 果 在 序列 的 第 一 项 的 前 面 加 上 0 ， 在 每 一 项 的 后 面 加 上 和 它 仅 符号 
相反 的 数 以 及 去 掉 等 于 1 的 分 母 ， 那 么 所 有 的 有 理 数 排 成 一 个 序列 


1 1 1 1 


0 ， 1， 1 ， 5» 7， 2 ， 2 ， 可 ， 3 ， 3， 一 3， 





全， 
这 样 一 来 ， 我 们 将 每 一 个 有 理 数 和 一 个 正 束 数 对 应 ， 这 个 正 整数 是 该 有 理 数 在 序 人 多 中 的 编 
号 ， 而 且 对 不 同 的 有 理 数 ， 编 号 是 不 同 的 . ， 

如 果 两 个 有 限 集合 的 元 素 可 以 这 样 分 成 对 ， 使 得 在 每 -个 对 子 中 包含 每 一 个 集合 的 一 个 
元 素 ， 而 且 任何 一 个 元 素 都 不 会 没有 “伙伴 ” 而 剩 下 ， 那 么 两 个 有 限 集 合 中 的 任何 一 个 集合 
所 包含 的 元 素 和 另 一 个 集合 的 元 素 一 样 多 ， 在 比较 两 个 无 穷 集合 时 ， 也 可 以 用 这 个 方法 . 因 
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此 ， 出 于 我 们 将 每 一 个 有 理 数 和 一 个 用 仅 一 个 十 整数 对 应 起 来 了 ， 所 以 “有 理 数 和 自然 数 是 一 样 
多 的 ”. 这 个 断言 听 起 来 是 奇怪 的 ， 因 为 在 有 理 数 中 不 仅 包 含有 自然 数 ， 而 肌 还 有 无 穷 多 个 分 
数 . 由 此 可 作出 结论 .比较 无 穷 集 合同 比较 有 限 集合 相 比 ， 对 前 者 要 小 心得 多 . 

在 一 般 的 情况 下 ， 两 个 无 穷 集 合 的 元 素 之 问 的 对 应 关系 可 以 用 几 种 方法 来 建立 ， 这 时 可 
能 发 现 ， 在 一 种 对 应 下 ， 一 个 集合 的 其 些 元 素 没 有 “伙伴 ”而 剩 下 ， 而 在 另 一 种 对 应 下 ， 两 
个 集合 所 有 的 元 烷 都 能 分 成 对 子 ， 每 一 个 对 子 包 含 和 一 个 集合 的 一 个 元 素 ， 而 且 在 两 个 集合 
的 任何 一 个 集合 中 都 没有 “多 余 的 ”元 素 〈 这 样 的 对 应 凯 做 相互 一 意 的 对 应 ; 我 们 注意 ， 两 
个 有 限 集合 的 元 素 之 间 的 对 应 关系 只 能 用 上 述 两 种 方法 中 的 一 种 方法 来 建立 ). 根据 和 有 限 集 
合 的 类 比 ， 如 果 对 于 任何 两 个 集合 (无论 是 有 限 的 ， 或 艳 无 穷 的 ) ,可 以 用 一 种 方法 将 它们 的 
元 素 分 成 对 ,: 使 每 一 个 对 子 包含 每 一 个 集合 的 - -个 元 素 ， 那 么 我 们 就 认为 这 两 个 集合 是 “ 相 
等 的 "， 如 果 两 个 集合 的 元 素 之 间 可 以 建立 相互 一 意 的 对 应 关系 , 即 可 以 这 样 分 成 对 ， 每 一 对 
包含 每 -- 个 集合 的 -一 个 元 素 ， 使 得 任何 一 个 集合 的 每 一 个 元 素 对 应 于 一 个 而 且 仅 仅 一 个 另 一 
个 集合 的 元 素 @, 我 们 说 这 两 个 集合 是 等 势 的 . 和 自然 数 集合 等 势 的 集合 叫做 可 数 的 ， 任 何 一 
个 可 数 集合 的 元 素 可 用 自然 数 来 编号 ， 首 断言 也 是 正确 的 ， 如 果 某 集合 的 元 素 可 用 自然 数 来 
编号 ， 那 么 它 是 可 数 的 . 

于 是 ， 有 理 数 集合 是 可 数 的 . 

2) 由 120 题 的 证 法 2 还 可 以 得 出 下 面 的 定理 . 

设 妃 , 万, 忆 ;，… 是 没有 公共 元 素 的 可 数 集合 的 可 数 序列 ， 这 时 包含 所 有 的 集合 已 已 ， 
已 … 的 元 素 的 集合 妃 是 可 数 的 . (集合 互通 常 电 做 集合 Hi 的 并 集 . ) 

我 们 来 证 明 这 个 定理 . 

我 们 把 每 一 个 集合 的 元 素 排 成 序列 的 形式 ， 集 合 忆 的 占据 第 & 个 位 置 的 元 素 和 与 120 题 
的 证 法 2 中 的 数 对 (i,) 的 编号 相对 应 ， 于 是 集合 丸 的 每 一 个 元 素 将 和 某 一 个 自然 数 对 应 ， 
而 且 不 同 的 元 素 将 和 不 同 的 月 然 数 对 应 ， 因 此 ， 志 是 可 数 集合 . 

我 们 来 证 明 : 一 元 整 系数 多 项 式 集合 是 可 数 的 

如 果 知 道 了 一 个 多 项 式 的 次 数 以 及 它 所 有 的 系数 ， 那 么 这 个 多 项 式 就 被 确定 了 ， 我们 将 
每 一 个 多 项 式 和 它 的 次 数 与 它 的 系数 的 绝对 值 之 和 m 对 应 . 对 应 于 同一 个 值 mr 的 多 项 式 的 个 
数 是 有 限 的 .例如 ， 当 m= 二 4 时 ， 只 要 列举 0,1,2,3 次 的 多 项 式 就 够 了 @ 在 0 次 多 项 式 (常数 ) 
中 ， 对 应 于 值 m= 二 4 的 只 有 十 4， 一 4， 在 1 次 多 项 式 中 ,只 有 多 项 式 + 十 2， x 一 2， 
一 XX 一 2， 一 XxX 一 2，2X 十 [，2x 一 1， 一 2X+ 二 1， 一 2X7 一 |]，3x，、， 一 3x. 在 2 次 多 项 式 
中 ， 对 应 于 什 关 二 4 的 是 xz 十 1， 和 一 1， 一 xz 十 1 一季 一 1 ，X? 十 xX，X’ 一 文 ， 
一 xX? 十 xX， 一 ?一 Xx，2X?， 一 2x?， 而 在 3 次 多 项 式 中 ， 只 有 x ?和 一 x 

用 类 似 的 方式 对 任何 值 m 可 以 列举 出 所 有 的 整 系数 多 项 式 . 

于 是 ， 当 一 个 接 一 个 地 写 出 具有 mm 二 0,1,2,… 的 所 有 整 系数 多 项 式 时 ,我 们 得 到 无 穷 序 








列 . 
0;: 1 一 1 2. 一 2 XxX, XY: 3,， 一 3， XxX+1,， 
XxX—1, —x+1l, —x—], 2x, 27r, xX, — xX’ 
4， 一 4 x+2, xX-2, x+2, x 2, 2x+1, 





@ 上 面 所 研究 的 例子 表明 ,全体 (有理数 集 合 ) 可 以 和 自己 的 部 分 (自然数 集合 等 势 . 
-一 一 俄 译 编辑 注 . 
四 当 呈 =4 时 ，4 次 多 项 式 的 所 有 系数 都 等 于 0 ， -一 -能 详 织 钳 证 : 
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2Y 一 1， 一 2XY 十 1， 一 2x 一 1，3Y， 一 3X， 关 十 1， 

2 一， 一 和 十 1， 一 和 一 1 十 YXY， 和 一 冤 ， 一 天 十 X， 

XX, 2X, IX, XD, OX 
它 包含 任意 一 个 整 系 数 多 项 式 ， 而 且 仪 仅 一 次 、 于 是 是 断 呈 被 证 明 

上 述 序列 中 的 多 项 式 的 根 叫 做 代数 数 ( 见 $ 20) @ 我 们 知道 ， 多 项 式 的 根 的 个 数 不 大 于 

它 的 次 数 ， 一 个 一 个 取出 整 系数 多 项 式 ， 我 们 将 它们 的 不 同 的 根 编 成 一 个 统计 表 ， 后 面 的 多 
项 式 的 根 只 有 在 它 的 根 和 序列 中 前 面 任何 一 项 的 根 不 相同 时 ， 才 把 它 记 入 统计 表 中 .所 编 成 
的 根 的 序列 包含 所 有 的 代数 数 . 于 是 ， 所 有 的 代数 数 的 集合 是 可 数 的 . 

3) ”所 列举 的 可 数 集合 的 例子 以 及 某 些 无 穷 集合 的 可 数 性 的 证 明 自 然 会 产生 一 个 问题 ; 
在 无 穷 集 合 之 间 可 以 说 出 什么 区 别 吗 ?有 无 穷 而 不 可 数 的 集合 吗 ? 我 们 来 让 明 : 
小 于 1 的 正 数 的 集合 是 不 可 数 的 . ， 

我 们 把 所 有 这 些 数 写成 无 限 十 进 制 小 数 的 形式 .不 难看 出 ， 有 限 十 进 制 小 数 可 以 用 两 种 
方法 表示 成 无 限 的 形式 . 例如， 小 数 
0.7352000000… 
和 
0.7351999999.… 
在 写成 通常 的 〈 非 十 进 制 的 ) 分 数 时 化 为 相同 的 数 
7352 _ 919 


10000 “1250 
我 们 规定 从 这 两 个 办 法 中 选取 第 一 个 . 所 有 其 余 的 小 于 1 的 正 数 唯一 地 表示 成 无 限 十 进 制 小 
数 . 








如 果 我 们 证 明了 包含 在 0 和 1 之 间 的 数 的 任 一 无 穷 序 列 至 少 不 包 含 0 和 1 之 间 的 一 个 数 ， 
那么 上 面 所 说 的 断言 就 被 证 明了 . 

我 们 研究 9 和 1 之 间 的 数 的 一 个 序列 .将 它 的 每 一 个 元 素 写 成 无 限 十 进 制 小 数 的 形式 ， 
设 cx 是 第 :个 元 素 中 小 数 点 后 第 & 个 数字 ， 这 时 我 们 的 序列 可 以 写成 表 的 形式 

0.21710172713 . 
0.2727202 
0.2357032033 

我 们 按 下 列 规则 构造 一 个 新 的 数 6 一 0.5,6228;… .假设 它 在 小 数 点 后 的 第 一 个 符号 和 第 一 
个 小 数 的 第 一 个 符号 不 同 .( 例 如， 如果 ,是 不 为 5 的 任 一 数字 ， 那 么 取 b= 二 5, 如 果 w 一 5， 
人 若 az 一 5, 设 第 二 个 数 符 5, 等 于 6 ， 而 在 所 有 其 它 的 情况 下 , 设 b, 等 

一 般 地 ， 如 果 w 王 5， 那 么 设 第 ?个 数 符 久 等 于 6 ， 如 果 w 寺 5， 设 六 等 于 5. 

于 玉 序列 中 的 任何 一 项 都 不 会 等 于 数 因为 第 i 个 小 数 的 第 i 个 符号 和 数 5 的 第 i 个 符 
号 是 不 同 的 .另外 ， 数 5 以 另 一 种 形式 出 现在 上 述 序 列 中 的 情况 也 是 不 可 能 的 ， 因 为 为 此 需 
要 在 数 5 的 十 进 制 展 开 式 中 ， 从 菜 个 地 方 开始 应 该 都 是 数字 9 ， 而 在 构造 数 b 所 利用 的 数字 
中 ， 没 有 任何 一 个 9. 于 是 断言 被 证 明了 . 

我 们 来 研究 在 2) 的 末尾 所 说 的 有 序 的 全 体 代数 数 的 序列 .把 这 个 序列 的 元 未 写成 无 限 十 


0 如 朵 数 和 是 基 有 有 理 系数 的 多 项 式 PCz) 的 根 ， 那 么 它 也 是 整 系数 多 项 式 的 根 ,， 当 用 p(x 的 所 有 
系数 的 分 母 的 最 小 公 倍 数 来 乘 p (x) 时 . 总 可 以 得 到 这 个 整 系数 多 项 式 ， 一 一 俄 译 编辑 注 . 
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进 制 小 数 《 仅 取 0 和 1 之 间 的 代数 数 ) 的 形式 并 构造 数 b， 我 们 得 到 超越 数 . 于 是 证 明了 超 
越 数 的 存在 性 .超越 数 集合 是 不 可 数 的 . 事实 上 ， 如 果 它 是 可 数 的， 那么 ， 当 把 代数 数 和 超 
越 数 排 成 两 个 序列 的 形式 时 ， 我 们 轮流 从 它们 之 中 一 个 一 个 取 元 素 将 得 到 一 个 新 的 序列 . 所 
作出 的 序列 包含 所 有 的 实数 ， 但 我 们 已 经 知道 ， 全 体 实数 的 集合 不 是 可 数 的 . 

对 于 0 和 1 之 间 所 有 实数 的 集合 的 不 可 数 性 ， 我 们 所 利用 的 证 明 方 法 是 ， 把 无 限 十 进 制 
小 数 写成 表 的 形式 ， 并 求 出 一 个 数 ， 它 的 符号 和 表 的 对 角 线 上 的 符号 不 同 ， 因 此 这 个 方法 叫 
做 康 托 尔 对 角 线 法 (为 了 纪念 集合 论 的 黄 基 人 乔治 ， 康 托 尔 ) ， 

4) 我 们 仅 研 究 了 包含 在 0 和 1 之 间 的 数 ， 这 个 区 间 范 围 是 无 关 紧 要 的 ， 数 轴 上 任何 两 
个 区 间 的 数 的 集合 总 是 等 势 的 ， 我 们 把 数 轴 上 的 两 个 区 间 画 成 两 个 平行 的 线段 43 和 CD 的 
形式 ， 设 O 是 直线 4C 和 BD 的 交点 ，P 是 线段 46 上 的 一 点 ，O2 与 CD 相交 于 点 P', 我 
们 把 “位 于 ”点 了 的 数 与 点 P' 的 数 对 应 起 来 (图 129). 显然 , 这 个 对 应 关系 是 相互 一 意 的 ， 





食 129 图 130 


类 似 地 可 以 证 明 ，0 和 1 之 间 的 数 的 集合 和 所 有 的 正 数 集合 等 势 ， 从 坐标 为 (一 1,1) 的 
点 ， 将 y 轴 上 的 区 间 0 <y< 1 投影 到 x 的 正 半 轴 上 (图 130). 不 难 算出 ， 正 数 x 和 包含 在 0 
和 1 之 间 的 数 





i 
7 二 本 二 六 (C1) 
对 应 ， 这 种 对 应 是 相互 一 意 的 . 由 图 131 看 出 , 属于 
数 轴 上 任何 一 个 有 限 区 间 的 数 的 集合 和 全 体 实 数 的 


= pp, 
集合 等 势 . Ts 
了 ~ 
A 





如 果 代 替 区 间 0 之 y< 之 1 而 研究 区 间 0 入) 和 1 
或 者 半 区 间 0 < 之 y<<1，0 去 y 和 1 可 能 会 产生 某 些 
困难 . 为 了 证 明 这 些 集合 中 的 任 一 个 和 全 体 正 数 的 

合 等 势 ， 我 们 用 下 面 的 办 法 来 处 理 。 图 131 

如 果 在 区 间 0 <y< 1 的 点 和 >x 的 正 半 轴 的 点 之 间 的 对 应 关系 由 公式 (1 ) 规 定 了 , 那么 彼 
此 对 应 的 数 ， 或 者 两 个 都 是 有 理 数 ， 或 者 两 个 都 是 无 理 数 . 我 们 将 认为 区 间 0 入 7y< 1 的 无 理 
数 和 正 半 轴 的 无 理 数 之 间 的 对 应 关系 按 公式 ( 1 ) 来 规定 . 属于 区 间 的 有 理 数 集合 是 可 数 的 . 
事实 上 ， 它 的 所 有 元 素 包 含 在 全 体 有 理 数 集合 的 元 素 之 中 . 从 1) 中 所 研究 的 全 体 有 理 数 的 无 
穷 序列 中 划 去 多 余 的 元 素 ， 我 们 得 到 只 包含 我 们 所 研究 的 区 间 中 的 有 理 数 的 无 穷 序列 . 当 建 
立 了 两 个 等 势 的 〈 可 数 的 ) 集合 一 一 全 体 正 有 理 数 集合 和 属于 区 间 [ 0, 1 ) 的 有 理 数 集合 一 -一 
的 元 素 之 间 的 对 应 关系 之 后 ， 我 们 得 到 了 所 需要 的 两 个 数 集合 的 对 应 关系 . 对 于 半 区 间 也 可 
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类 似 处 理 . 


§ 61. 关于 连续 统 假设 


包含 在 两 个 不 同 的 数 之 间 的 实数 集合 的 势 ， 全 体 正 数 集合 的 势 ， 全 体 实 数 集合 的 势 叫 做 
连续 统 的 势 ， 可 以 认为 连续 统 的 势 大 于 可 数 集合 的 势 ， 因 为 任何 一 个 具有 连续 统 的 势 的 集合 
包含 可 数 的 子 集合 ,例如 ,实数 集合 包含 可 数 的 有 理 数 子 集合 ， 但 整个 实数 集合 是 不 可 数 的 

可 以 证 明 :， 存在 这 样 的 集合 ， 它 的 势 大 于 连续 统 的 势 ， 并 且 可 以 构造 其 势 无 限 上 升 的 集 
人 

产生 一 个 问题 ， 存 在 其 势 界 于 可 数 集合 的 势 和 连续 统 的 势 之 间 的 集合 吗 ? 乔 。 康 托 尔 提 
出 一 个 假设 ， 这 样 的 势 是 不 存在 的 “连续 统 假设 ， 现 在 我 们 知道 ， 可 以 建立 两 种 不 相 了 矛盾 
的 集合 论 ， 在 一 种 集合 论 中 ， 连 续 统 假设 是 成 立 的 , 而 在 另 一 种 集合 论 中 ， 它 是 不 成 立 的 . 
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十 七 、 1937 年 1938 年 试题 及 解 答 


21 ， 假 设 正 整数 a,，a,…，a, 的 和 小 于 某 一 个 正 整 数 &， 证 明 ， 
da! dsl 0 "ads!l 所 
【证 明 】 从 阶乘 二 1X2x3x… Xx 中 分 出 前 a 项 ， 可 以 得 到 {1 ， 如 果 -1， 那 么 当 
1<r<2 时 ， 在 阶乘 妃 的 展开 式 中 ， 前 4 十 4; 十 … 十 4 个 因子 后 面 的 4 个 因子 依次 大 十 数 
1，2,，…，4， 因 此， 这 4 个 因子 的 乘积 大 于 ol ， 这 样 一 来 , 乘积 al az1…asl 不 超过 
(0 十 cz 十 ao)1， 后 者 二 定 小 于 忆 . 


122 .空间 中 的 三 个 圆 两 两 彼此 相 切 ， 且 所 有 三 个 切 点 是 不 同 的 . 证 明 ， 这 些 圆 要 么 在 
一 个 球面 上 上 ， 贤 么 在 一 个 平面 上 (空间 中 的 两 个 圆 ， 如 果 它 们 有 一 个 公共 点 ， 并 用 在 这 点 
有 公共 的 切线 ， 我 们 说 这 两 个 贺 相 切 . ) 

[证明 ] 1) 首先 我 们 证 明 ， 两 个 彼此 相 切 的 圆 ， 或 者 在 一 个 球面 上 ， 或 者 在 一 个 平面 
上 . 我们 把 通过 圆心 且 和 这 个 圆 所 在 的 平面 垂直 的 直线 叫做 这 个 圆 的 轴 . 轴 上 任何 一 点 到 这 
个 圆 的 所 有 的 点 的 距离 都 是 相等 的 .我 们 来 研究 两 个 彼此 相 切 的 圆 的 轴 ， 两 个 轴 都 在 通过 圆 
的 切 点 且 和 公 切 线 垂直 的 平面 上 ， 这样 一 来 ， 如 果 两 个 相 切 的 圆 不 在 一 个 平面 上 ， 从 而 它们 
的 轴 不 平行 ， 因 此 这 两 个 轴 应 该 相交 (因为 它们 在 一 个 平面 上 ) ， 以 交点 为 中 心 ， 通 过 两 个 
圆 的 切 点 作 一 个 球面 .那么 这 两 个 圆 在 这 个 球面 上 ， 因 为 两 个 圆 上 的 每 一 个 点 到 轴 的 交点 是 
等 距离 的 ， 昌 等 于 球面 的 半径 ( 轴 的 交点 到 两 圆 的 切 点 的 线段 长 ) 

2) 根据 1) 中 的 证 明 ， 在 本 题 条 件 中 所 说 的 三 个 圆 h， 和 ， 名 中 ， 每 一 对 圆 确定 一 个 球 
面 或 者 确定 一 个 平面 . 必须 证 明 ， 所 有 三 对 圆 确 定 同 一 个 球面 ， 或 者 确定 同一 个 平面 . 

假设 图 如 和 所 确定 的 球面 (或 平面 ) G;, 和 圆 忆 和 所 确定 的 球面 (或 平面 ) G: 不 重 
合 ， 如 果 两 个 球面 (或 一 个 球面 和 一 个 平面 ;不 重合 ， 但 有 公共 的 圆 ， 那 么 除了 这 个 圆 上 的 
点 以 外 ， 它 们 没有 任何 其 它 的 公共 点 因此， 对 于 G, 和 G: 来 说 ， 除 了 圆 如 上 的 点 以 外 ， 不 
能 再 有 其 它 的 公共 点 .但 这 是 不 对 的 ， 因 为 G, 和 G; 都 包含 了 图 名 和 的 切 点 ， 根 据 本 题 条 
件 ， 所 有 三 个 切 点 是 不 同 的 ， 所 以 这 个 点 不 在 圆 如 上 . 所 得 到 的 矛盾 表明 G, 和 G; 重 合 . 


123 ， 点 4,，4,,…，4, 不 在 一 直线 上 ， 假 设 P 和 Q 是 这 样 两 个 点 (它们 不 同 于 4， 
,A,, 日 彼此 不 相 站 全 ， 使 得 有 
AP+ADPH. + AP=AQ+ AQ+- + AQ=s. 
广 册 ， 在 在 这 样 一 个 点 *、 使 得 
AIK+AK+: + AK Ss 
【 证明】 我 们 来 证 明 ， 线 段 PQ 的 中 点 可 以 作为 点 大， 假设 8 是 点 4 关于 点 天 的 对 称 
点 (图 132,4.， 这 国 | 
= =KkB, AQ=BP. 
由 和 48.P (如果 点 村 在 A AQ 上 ， 它 赔 化 成 一 个 直线 自 ) 我 们 得 到 
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48=24K-4P+BP=4P+4Q. 
国 为 由 本 题 条 件 知 ，.4 不 看 一 直线 上 所 以 所 有 的 点 不 可 能 都 在 直线 PQ 上 ， 于 是 对 于 


A 四 ， 
一 一 一 一 ee fh 
入 、 
-全 、 
4 
竺 132 


某 些 71， 上 面 不 等 式 的 左边 严格 小 寺 右 边 … 
把 这 些 不 等 式 对 所 有 的 7 加 起 来 ， 我 们 得 到 
2 AK+AK+:+ AK)S 
CAPTAP+ + A P+ (AQ+ AQ+…+ AQ)=2s, 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 
下 面 我 们 来 证 明 ， 不 仅 是 线段 PQ 的 中 点 可 以 作为 点 K， 而 且 线 段 PQ 内 的 任意 点 都 可 
以 作为 点 下 . 
假设 是 线段 PQ 内 的 任意 一 
LK 
GK 
我 们 将 线段 4K 往 点 外 延长 ， 过 点 了 作 一 直线 和 4:Q 平 行 (图 132, 2)， 和 4 天 的 延 
长 线 交 于 点 B;， 根 据 作法 .人 入 BPK 和 入 4;QK 相似 ， 日 任意 两 个 对 应 边 的 比 为 +. 因此 
BK=AAK, BP= AAQ. 
利用 这 些 关系 式 ， 由 人 入 418;P 避 得 到 不 竺 式 
AB=(1+ AAK<AP+TBP=AP+TAAQ. 
将 所 得 到 的 类 似 的 不 等 式 加 起 来 ， 我 们 得 到 
(I+ CAKR+TAK+ + A K) < 
(AP+APT + AP} + ACAQ+ AQ+ + A.Q) = 
二 (1 十 A)s. 
(因为 根据 本 题 条 件 ，4; 不 在 一 直线 上 ， 所 以 等 号 仍然 各 以 去 挤 ) ， 这 就 是 所 要 证 明 的 @. 


124 证明， 整数 本 以 表示 为 两 个 整数 的 平方 和 的 充 轰 条 件 丰 这 个 数 的 二 倍 也 具有 这 种 


性 质 . 
【证明 】 假 没 整数 x 可 以 表示 成 两 个 整数 的 平方 和 : 
Xx 二 a 十 b7. 
则 


27 一 (2 十 0 十 (2 一 0 
反之 ， 如 果 对 于 整数 x 来 说 ， 有 





1 


人 令 f/(4P)= 41P+…++ 4A,P. 于 文中 的 论证 玲 明 ,KO 于 元 7 人 ?二 二 二 AQ) 对 任意 不 同 
的 了 和 Q (而 不 仅 仪 二 :使 AP) = 一 AIG) 的 点 ， 部 成 立 , 这 吕 是 说 ,函数 六 P ) 足 严格 凸 的 ( 见 8》44). 如 果 点 
4 4 4;, 在 -直线 二、 这 个 断 半 已 经 不 正确 了 (独自 证 明 这 一 点 ?一 一 俄 译 者 注 . 
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2x 二 a 十 7， 
那么 数 a 和 4 要 么 同 为 偶数 ， 要 么 同 为 奇数 . 无 论 在 哪 种 情况 下 ，x 都 可 以 表示 成 两 个 整数 
的 平方 和 的 形式 : 友 
十 人 a—pb \’ 
zx 一 (二 )+( 2 ) 


8 62， 关于 将 自然 数 表示 成 两 个 整数 的 平方 和 的 形式 


1) 由 于 解答 124 题 而 产生 一 个 问题 ; 什么 样 的 自然 数 可 以 表示 成 两 个 整数 的 平方 和 的 形 
式 ， 什 么 样 的 自然 数 不 能 这 样 表示 ?9 由 本 题 断 言 推出 ， 如 果 奇 数 m 可 以 表示 成 两 个 整数 的 平 
方 和 的 形式 ， 那 么 形 如 2“m 的 数 也 可 以 表示 成 两 个 整数 的 平方 和 的 形式 . 这 样 一 来 ， 为 了 加 
答 我 们 感 兴趣 的 问题 ， 只 要 弄 清 什么 样 的 奇数 可 以 分 解 成 两 个 整数 的 平方 和 的 形式 就 行 了 . 

如 果 考 虑 到 下 面 的 断言 ， 问 题 可 得 到 实质 性 的 简化 : 

两 个 可 以 表示 为 两 个 整数 的 平方 和 的 形式 的 数 的 乘积 , 也 可 以 表示 为 两 个 整数 的 平方 和 的 
形式 . 

这 个 断言 的 正确 性 可 由 恒等式 

(a 十 bp) (Ui 二 vw) 一 (CU 十 bo) ?十 (ao 一 D20 





推出 . 

我 们 证 明 两 个 定理 : 

1” ”如果 素 数 p 被 4 除 的 余数 等 于 3， 而 数 p 的 本 身 是 两 个 整数 的 平方 和 的 约 数 ， 那 么 
这 两 个 数 中 的 每 一 个 都 能 单独 地 被 p 整除 . 

2” 被 4 除 而 余 1 的 所 有 素数 可 以 表示 成 两 个 整数 的 平方 和 的 形式 . 

在 第 一 个 定理 中 所 说 的 素数 p 可 以 写成 4 十 3 的 形式 ; ` 在 第 二 个 定理 中 所 说 的 素数 p 可 
以 写成 4 十 1 的 形式 . 显然 ， 所 有 的 奇 素 数 具 有 这 两 种 形式 中 的 一 种 . 

从 这 些 定理 推出 : 

一 个 自然 数 ， 当 且 仅 当 在 它 的 标准 分 解 式 中 不 包含 形 如 4 十 3 的 素数 的 奇 次 宕 时 , 这 

自然 数 可 以 表示 为 两 个 整数 的 平方 和 的 形式 

事实 上 ， 因 为 2 一 1 十 1?， 人 生生 
任意 次 乘 索 的 乘积 可 以 表示 成 两 个 整数 的 玫 方 和 的 形式 . 如果 两 个 整数 的 平方 和 乘 上 某 一 个 
整数 的 平方 〈 例 如 ， 乘 上 这 样 一 个 数 ， 它 分 解 成 形 如 44+3 的 素数 的 偶 次 短 的 乘积 ) ,那么 ， 
当前 两 个 平方 中 的 每 一 个 单独 乘 上 它 时 ， 乘 积 又 可 以 表示 成 两 个 整数 的 平方 和 的 形式 ， 这样 
一 米 ， 语 人 

男 一 方面 ， 般 设 两 个 整数 的 半 方 和 能 被 形 如 4k 十 3 的 素数 bp 整除 .这 时 根据 定理 1 ， 这 
向 个 才 中 的 三 一个 可 被 p 整 除 ， 因 此 ， 当 从 平方 和 中 提出 因 于 产后 ， 我 们 又 得 到 另外 两 个 
整数 的 平方 和 如果 新 的 平方 和 能 被 p 整除， 那么 它 也 能 被 疡 整除 , 又 可 以 重复 提取 因子 
P， 这 样 一 来 ， 在 可 以 表示 成 两 个 整数 平方 和 的 形式 的 自然 数 的 标准 分 解 式 中 ， 形 如 4k 十 3 
的 素数 的 最 高 次 数 古人 向 数 . 于 是 断言 被 证 明了 在 假定 定理 1 和 2° 证 明了 的 情况 下 ). 

2) 为 了 证 明 第 一 个 定理 ， 我 们 利用 费 尔 马 小 定理 ( 见 $19). 设 ?十 能 被 形 如 4k 十 3 
的 未 效 5 整除 ， 我 们 利用 同 余 理论 〈 见 》 12) 中 所 采用 的 表示 法 时 ， 这 可 写作 

十 5 三 0 (mo4d p), 或 4a? 三 一 b? (mod p). 
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我 们 将 后 一 个 同 余 式 的 两 边 进行 -ZL 二 2k 十 1 次 乘 方 ， 由 于 2 十 1 是 奇数 ， 因 此 我 们 


得 到 同 余 式 . 
a’ ‘三 一 b?!' (mod p). (1) 
同 余 式 的 两 边 或 者 对 于 模 p 和 0 同 余 ( 即 被 p 整 除 ) .或 者 它们 之 中 的 任何 一 个 和 零 都 不 同 
余 . 第 一 种 情况 只 有 在 数 a 和 46 中 的 每 一 个 分 别 能 被 p 整 除 时 才 有 可 能 .我 们 来 证 明 同 余 式 
(1 ) 的 两 边 对 于 模 p 都 不 和 0 同 余 的 情况 是 不 可 能 的 . 事实 上 ， 如 果 e 去 0 Cmod p) 和 
0 去 0 (mod p)， 那 么 无 论 是 a 或 65， 都 不 能 被 p 整 除 .但 这 时 根据 费 尔 马 小 定理 有 
22 三 1 (mod p),， 02 三 1 (mod p), 
而 且 由 同 余 式 (1 ) 我 们 得 到 
1 三 一 1 (mod p), B20 (mod p). 
但 是 最 后 一 个 同 余 式 意味 着 奇 素数 p 是 数 2 的 约 数 ， 这 是 不 可 能 的 . 
为 了 证 明 第 二 个 定理 ， 我 们 利用 下 面 的 断言 ( 见 $ 69 的 2) ) : 
对 于 任意 的 形 如 47 十 1 的 素数 PP， 可 以 找到 这 样 的 整数 n， 使 十 1 能 被 p 整除 , 即 有 同 
余 式 
72 十 1 三 0 (mod p) . (2) 
我 们 来 研究 所 有 可 能 的 形 如 nx 一 y 的 数 ， 这 里 的 x 和 y 取 小 于 YP 的 非 负 整 数值 . 设 
是 x 利 ?所 允许 的 值 中 最 大 的 数 ， 因 为 VA 是 韭 整数 ， 所 以 是 满足 不 等 式 
kW/P <RT1 
的 整数 ， 形 如 nx 一 y 的 数 的 总 个 数 为 
(k+1)’>WP )=p, 
因为 数 + 和 yy 的 每 一 个 分 别 取 +1 个 值 ， 当 nx 一 y 被 p 除 时 ,余数 可 以 取 p 个 不 同 的 值 : 
0，1，2，…，p 一 1. 因为 数 对 (x, 力 可 以 取 (E+T1)2>>p 个 ,所 以 可 以 找到 两 个 不 辐 的 数 对 
(xy y)， 对 于 它们 ， 形 如 nx 一 y 的 数 被 p 除 时 给 出 相同 的 余数 . 我 们 把 这 两 个 数 表示 作 
一 和 和 zx 一 名， 这 时 
nx1— ynxs— ys: (mod 轧 ) ， 
因此 | 
(Xi1~— X22) Ny— ys (mod p). 
数 x, 和 x 不 可 能 相等 ,否则 将 有 
力 一 yz 三 (0 (mod Dp). 
但 是 差 y, 一 yy 小 于 pp, 因此 它们 对 于 模 p 和 0 同 余 ， 即 能 被 pz 整除， 只 有 在 数 风 和 入 相等 
的 条 件 下 才 有 可 能 . 但 这 时 数 对 C(x, y,) 和 (xs, yz 不 是 不 同 的 了 ， 因 此 zz 
适当 选取 附 标 的 值 , 使 x ,之 xs. 设 w=x1/ 一 xz:，2==y1 一 yy;， 数 zw 和 2 满足 不 等 式 
0<u<VP? ， lol<wP ， (3) 
因为 被 减 数 x,;,y, 和 减 数 x;, yi; 是正 的 ， 而 数 x1，xz，y1，y: 中 的 每 一 个 都 小 于 YP . 数 xi， 
X22» yi, yz 适合 . 
un 三 v (mod p). (4) 
将 同 余 式 ( 2 ) 乘 以 wx:， 我 们 得 到 
zU2712 十 2 三 0 (mod p). 
利用 同 余 式 ( 4 )， 将 最 后 的 同 余 式 左边 第 一 个 项 用 v? 代 蔡 ， 得 
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22? 十 22= 0 (1 ol p), 

即 ?十 xz 能 被 p 整 除 . 因为 x 和 。 满足 不 等 式 (3)， 所 以 
0<2 ?十 2 < 270. 

但 是 平方 和 zx? 十 2 ' 是 p 的 倍数 ， 所 以 
U? 十 2 二 pp， 

于 是 定理 2° 被 证 明了 . 


863.， 关于 华 林 问题 


正 象 已 经 证 实 的 那样 ， 并 不 是 所 有 的 自然 数 都 可 以 表示 成 两 个 整数 的 平方 和 的 形式 ， 稍 
微 比较 困难 地 可 以 证 明 ， 形 如 4° (8 十 7) 的 自然 数 ， 其 中 和 是正 整数 或 零 ， 不 能 表示 为 
三 个 整数 的 平方 和 的 形式 .1770 年 华 林 在 他 自己 的 一 篇 著作 中 提出 了 一 个 未 加 证 明 的 断言 : 
所 有 的 正 整数 可 以 表示 成 4 个 整数 的 平方 和 ,9 个 整数 的 立方 和 , 19 个 整数 的 四 次 方 和 , “等 等 ” 
( 某 些 被 加 项 可 能 等 于 0 ). 词句 “等 等 "应 该 理解 成 下 面 的 意思 对 于 任何 一 个 寡 指 数 & ， 
存在 这 样 一 个 仅 与 有 关 的 数 5:， 使 得 每 一 个 自然 数 可 以 表示 成 8% 个 整数 的 不 次 方 之 和 的 形 
式 . 

当 有 一 2 时 , 华 林 问 题 被 同时 代 的 拉 格 朗 日 解决 了 . 在 一 般 形式 下 的 问题 过 了 一 百 多 年 由 
希 尔 伯 特 成 功 地 解决 了 . 设 上 是 这 样 一 个 数 ,任何 一 个 自然 数 可 以 表示 成 8 个 整数 的 次 方 
之 和 的 形式 ， 但 不 能 表示 成 更 少 个 数 的 整数 的 上 次 方 之 和 的 形式 .例如 ， 不 难 验 证 ， 数 
23 二 2x2? 十 7x1’ 不 能 表示 成 少 于 9 个 整数 的 立方 和 ， 而 数 79= 4x24 十 15x14 不 能 表示 成 少 
于 19 个 整数 的 四 次 方 之 和 ， 因 此 ， 品 > 9 ，gy 之 19， 当 一 个 数 一 个 数 地 检查 时 能 够 发 现 ， 除 
了 23 以 外 ， 只 有 一 个 数 239== 2x45 十 4x35 十 3X1 可 以 分 解 成 不 少 于 9 个 数 的 立方 和 ,除了 已 
经 说 的 两 个 数 以 外 ， 总 共有 15 个 数 不 能 分 解 成 少 于 8 个 整数 的 立方 和 ， 虽 然 被 检验 的 数 要 大 
大 超过 它们 之 中 最 大 的 数 (等 于 8042). 很 有 可 能 仅仅 是 自然 数列 开头 的 一 些 数 能 够 分 解 成 具 
有 较 多 个 数 的 被 加 项 的 立方 和 ， 因 为 只 能 在 不 多 的 一 组 数 中 选取 被 加 项 ， 当 把 数 分 解 成 立方 
和 而 被 加 项 可 能 的 “候选 者 ” 变 大 时 ， 被 加 项 本 身 的 个 数 将 减少 ， 因 此 ， 对 于 把 自然 数 分 解 
成 整数 的 立方 和 来 说 ， 更 有 特征 性 的 不 是 数 &;, 而 是 另 一 个 数 G;， 它 表明 超过 某 一 个 限度 的 
任 一 自然 数 〈 但 不 是 这 个 限度 以 内 的 数 〉 可 以 分 解 成 多 少 个 整数 的 立方 和 .类 似 地 可 对 任意 
的 定义 数 Gx. 

希 尔 伯 特 研究 了 和 华 林 问 题 有 关 的 所 有 范围 内 的 问题 ， 得 到 了 许多 光辉 的 结果 ， 并 且 创 
造 了 新 的 方法 ， 这 些 方法 后 来 在 数论 中 得 到 了 广泛 的 应 用 .他 仅仅 在 某 些 特殊 的 情况 下 成 功 
地 确定 了 忌 的 精 镁 值 . 另 一 方面 ， 对 于 充分 大 的 自然 数 ， 用 来 代替 &x 的 Gi 的 值 , 除了 在 极 个 
别 的 情况 下 可 以 精确 地 确定 以 外 ， 都 是 考虑 它 的 近似 值 . 之 所 以 发 生 这 种 情况 是 因为 gx 表征 
的 仅仅 是 若干 “小 数 ”的 性 状 ， 而 G 表 征 的 是 整个 自然 数列 的 性 状 … 例 如 ， 一 个 上 面 所 说 的 
极 个 别 情况 是 找到 了 当 = 4 时 Gs 的 精确 值 ( 它 等 于 16). 关于 gi 的 值 只 知道 它 包 含 在 19 与 27 
之 间 . 





125. 证 明 ;， 对 所 有 的 整数 2> 1 ， 有 不 等 式 
1 


nn 


1 1 1 、 
十 志 十 T 十 … 十 元 二 本 十 就 过 1 
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【证 明 】 对 于 表达 式 
1 


二 + 二 TT+ 二 六 





中 所 有 的 项 ， 除 第 一 项 以 外 ( 即 总 共 ze 一 ”项 ) ,用 它们 中 的 最 小 的 项 (等 于 力 〉 来 代替 ， 我 
们 得 到 不 等 式 





二 二 二 于 十 … 十 出 > 二 十 吾 训 全 一 十 + 如 二 1， 
这 就 是 所 要 证 明 的 太 . 


$ 64. 关于 调和 级 数 


1) 无 穷 级 数 


叫做 调和 级 数 ， 取 这 个 名 称 是 因为 级 数 一 连 串 的 项 之 间 的 关系 和 调和 地 发 出 和 声 的 频率 之 间 
的 关系 是 一 样 的 . 
我 们 证 明 ， 当 & > 1 时 有 不 等 式 


1 1 1 1 
Riritat ta 2 
事实 上 ， 将 左边 的 表达 式 的 每 一 项 用 最 小 的 项 (最 后 一 项 ) 来 代替 时 ， 我 们 仅仅 将 左边 缩小 
了 ， 并 得 到 


k. 


1 
2k 
当 我 们 用 sx 来 表示 第 Tm, 所 得 到 的 不 等 式 可 以 写成 下 面 的 形式 





一 % >> 坪 5 (1) 
因此 ， 调 和 级 数 是 发 散 的 〈 见 8 58) .事实 上 ， 如 果 调 和 级 数 收 敛 ， 那 么 对 于 给 定 的 任意 
一 个 正 数 , 例如 了 了 于， 我 们 总 可 以 找到 这 样 一 个 附 标 v ,使 得 当 &> 之 v 时 ,级 数 的 所 有 部 分 和 > 


和 它 的 和 的 差异 小 于 十 ， 但 是 对 于 这 样 的 k 值 ， 调 和 级 数 的 部 分 和 和 sw 彼此 之 差 应 该 小 


于 士 ， 因 为 它们 之 中 的 每 一 个 和 级 数 的 和 之 差异 小 于 睫 ， 我 们 得 到 了 矛盾 ， 因 为 对 于 所 有 的 


4 > 1 ， 不 等 式 (1) 成 立 ， 于 是 ， 调和 级 数 发 散 . 
关于 调和 级 数 ， 不 仅 可 以 证 明 它 的 部 分 和 序列 不 收敛 于 一 个 确定 的 极限 ， 而 且 可 以 证 明 
它 的 部 分 和 无 限 上 升 ， 这 个 断言 更 精确 地 可 叙述 成 下 面 的 样子 : 对 任 一 (随便 怎样 大 的 ) 数 久 ， 
可 以 找到 这 样 一 个 数 v， 当 有 >v 时 ， 有 不 等 式 
Si > . 


为 此 ， 将 调和 级 数 分 成 让， 使 每 一 段 各 项 的 和 大 于 斑 ， 于 是 将 它 写 成 ， 
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1 .11 1 1 .1 1 1 1 1 
1 + 二 +( 二 + 十) +( 去 + 理 + 二 + 可 +( 于 +…+ 击 ) 十 


我 们 这 样 选取 v ， 使 得 调和 级 数 的 前 v 项 可 以 分 成 多 于 2 的 段 《在 上 面 的 写法 中 ,属于 一 和 
的 项 包含 在 圆 括 弧 中 ). 这 时 当 之 v 时 ， 调 和 级 数 的 所 有 部 分 和 5 将 大 于 超 x2 名 , 即 大 于 
于 是 证 明了 断言 ， 调 和 级 数 的 部 分 和 不 仅 不 收敛 于 一 个 确定 的 极限 ， 而 且 无 限 上 升 ， 
2) ”由 不 等 式 (1) 直 接 推出 ， 对 所 有 的 之 1 ， 
Sat Sk (Sp 52x) 十 (sx 一 5 >1. (2) 
不 等 式 (2) 当 二 1 时 也 成 立 ， 因 为 第 一 个 括 弧 中 的 项 之 和 大 于 去 于 是 








1 1 .1 
FHI Rta ta” 1 
由 此 当 m 之 比 时 我 们 得 到 不 等 式 
下 下 和 + 克之 1 
由 后 一 个 不 等 式 可 以 推出 125 题 的 断言 ,因为 当 = 二 4x 一 1 和 m= 二 nn? 时 ,条 件 m4k 变 成 
不 等 式 
n’ 之 4(n—1),， 
它 等 价 于 不 等 式 (x 一 2) 之 0， 它 对 所 有 的 ”都 是 成 立 的 . | 
3) 我 们 来 证 明 ， | 
1 
去 十 亏 二 T 加 元 二 1 ti 二 


当 w 上 升 时 将 无 限 上 升 . 
这 个 断言 由 不 等 式 


1 


1 
元 十 


1 1 1 1 
4 二 T+…+ 直 >( + 起 +( z+ -页 tot 


1 1 1 1 1 





1 ,1 1 
推出 ， 因 为 正 象 在 1) 中 所 证 明 的 ， 调 和 级 数 的 部 分 和 随 着 n 的 上 升 而 无 限 上 升 . 








126 ， 我 们 把 连接 三 角形 任 一 项 点 和 它 的 对 边 (或 延长 线 ) 上 任 一 点 的 直线 段 叫 做 三 角 
形 的 截 线 . 证 明 : 对 空间 中 的 任何 一 个 锐角 三 角形 ， 一 定 可 以 找到 这 样 一 个 点 ， 使 得 任 一 截 
线 对 这 点 所 张 的 角 都 是 直角 . 

【证 法 1 】1) ”如 果 满 足 本 题 条 件 的 点 存在 ， 那 么 它 对 三 角形 的 每 一 条 边 所 张 的 角 都 是 
直角 . 反之 ， 如 果 空 间 某 一 点 D 对 A45C 的 三 边 所 张 的 角 都 是 直角 ,那么 线段 04, O08, OC 
互相 垂直 ， 因 此 ， 如 果 我 们 选取 三 角形 的 顶点 C， 那 么 OC 垂直 于 平面 048, 从 而 OC 垂直 
于 平面 0468 上 的 任 一 直线 . 这 样 一 来 ,通过 顶点 C 的 任何 一 条 截 线 对 点 O 的 张 角 都 是 直角 ， 
对 于 项 点 4 和 8 亦 是 如 此 . 于是， 点 O 满足 本 题 条 件 . 

于 是 ， 为 了 证 明 本 题 ， 只 要 作出 这 样 一 个 点 ， 它 对 三 角形 的 三 边 所 张 的 角 都 是 直角 ， 也 
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就 是 说 ， 连 接 这 个 点 和 三 角形 三 个 顶点 所 得 到 的 三 个 线段 互相 垂直 . 

2) 现在 原 题 可 用 下 面 的 方式 来 叙述 ， 从 空间 点 0 发 
出 三 条 相互 垂直 的 射线 ,证明 ， 在 这 些 射线 上 可 以 选取 三 
点 4， B,C (一 条 射线 上 取 一 个 点 )， 使 A4BC 和 已 知 的 
锐角 三 角形 全 等 . 

设 a,5,c 是 已 知 三 角形 的 三 边 的 长 ，x, y,s 是 连接 点 
OO 和 它 的 顶点 所 得 的 线段 04, O08, OC 的 长 (图 133). 这 时 

XX 十 yy 二 Cc?， yy 十 8? 二 a， 8! 十 xX: 二 b2， 
由 此 推出 

2x 一 b? 十 Cc? 一 a’， 27 ”一 Cc? 十 a’ 一 上 5 

28 二 4a? 十 b? 一 02 

因为 在 锐角 三 角形 中 ， 任 意 一 边 的 平方 小 于 其 它 两 边 
的 平方 和 〈 见 57 题 的 证 法 2 的 1) 和 § 38)， 所 以 满足 本 题 
条 件 的 点 O 是 存在 的 . | 图 133 

【证 法 2 】 在 证 法 1 的 1) 中 证 明了 ， 如 果 存 在 这 样 一 个 点 ， 它 对 三 角形 的 三 边 所 张 的 角 
都 是 直角 ， 那 么 本 题 就 解决 了 ， 对 三 角形 的 一 条 边 所 张 
的 角 为 直角 的 空间 点 的 轨迹 是 以 这 条 边 为 直径 的 球面 . 
因此 必须 证 明 ， 以 三 角形 的 三 条 边 为 直径 的 三 个 球面 具 
有 公共 点 . 

首先 ， 我 们 研究 两 个 这 样 的 球面 的 公共 点 ， 例 如 研 
究 以 43 和 BC 为 直径 的 球面 ， 由 顶点 3 作对 边 4C 的 
垂 线 ， 垂 足 为 83， 那 么 点 8B 和 8, 在 以 48 和 BC 为 直径 
的 球面 上 图 134) .因为 任何 两 个 球面 的 交 线 是 一 个 圆 ， 

图 134 而 以 4B 和 BC 为 直径 的 球面 关于 人 ABC 的 平面 是 对 称 

的 ， 所 以 ， 所 交 成 的 贺 关 于 这 个 平面 也 是 对 称 的 ， 因 此 ， 这 个 圆 在 和 三 角形 4B8C 所 在 的 平 
面 垂直 的 平面 上 ， 且 以 线段 88, 为 其 直径 。 辣 理 可 证 ， 以 AC 和 BC 为 直径 的 球面 所 交 成 的 
圆 在 和 和 A 4BC 所 在 的 平面 垂直 的 平面 上 , 且 以 线段 CC 为 其 直径 ， 这 样 一 来 ， 如 果 以 38, 和 
CC 为 直径 的 两 个 圆 有 交点 ， 那 么 以 人 4BC 的 三 边 为 直径 的 三 个 球面 也 有 交点 . 这 两 圆 的 交 
点 如 果 存 在 的 话 ， 只 能 在 通过 两 高 B83, 和 CC, 的 交点 M 所 作 的 和 入 4BC 的 平面 垂直 的 直线 
1 上 ， 这 两 个 交点 确实 是 存在 的 ， 因 为 每 一 个 圆 是 以 8C 为 直径 的 球面 和 以 三 角形 另 一 个 边 
为 直径 的 球面 的 交 线 ， 因 此 ， 所 要 求 的 两 个 点 是 垂 线 /和 第 一 个 球面 的 交点 . 

在 作 所 要 求 的 点 时 ， 我 们 认为 人 4BC 的 高 的 交点 (我 们 把 它 叫做 垂 心 ， 在 三 角形 内 ， 如 
宁 人 ABC 是 锐角 三 角形 ， 这 一 点 是 成 立 的 . 如 果 入 48C 不 是 锐角 三 角形 ， 那 么 对 三 边 的 张 
角 都 是 直角 的 点 O 是 不 存在 的 ， 因 为 三 角形 的 垂 心 不 在 三 角形 内 

126 题 和 129 题 有 密切 的 联系 ， 这 个 联系 将 在 129 题 的 解法 2 中 加 以 研究 . 
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十 八 、1939 年 一 1941 年 试题 及 解答 


127.. 假设 实数 4, ，2 ，5, ，b; ，c: ，5 满足 不 等 式 
aa>0, ace, ascs Pi. 
证 明 ， 这 时 有 全 
(0 十 2) (ci 二 C2) 之 (bi +b )7. 
【证明 】 由 本 题 条 件 可 推出 ， 数 4, ，4w ，c ，c: 同 号 . 
利用 条 件 中 所 给 的 不 等 式 可 以 得 到 
(十 0 ite)=ac t+ acst a cs tac RO ta cs Ae. (1) 
后 面 两 项 是 非 负 的 ， 因 此 对 它们 可 以 应 用 算术 平均 值 和 几何 平均 值 之 间 的 不 等 式 ， 
dC hr 2 a cy me, 之 212,1"15b, | 
(后 一 个 不 等 式 由 本 题 条 件 推 出 ) .将 所 得 到 的 不 等 式 代 入 到 关系 式 ‘1) 的 右边 ， 得 到 不 
等 式 
(@) + a) et ce2) PtH+26 Nb = (b+ |b |) >(b,+b,), 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 妇 


§ 65， 关 于 多 元 函数 的 琴 生 不 等 式 


在 所 有 的 数 4 ， 42 2,,， 2 ， Ci, cz 是 正 的 且 包 = v CGI C) 9 b= QC, 这 个 特殊 情况 
下 ，127 题 所 证 明 的 不 等 式 〈 两 边 开平 方 以 后 ) 可 以 写成 形式 
Voc t Nc 十 国士) = 


4 十 4 Cte 
一 2 一 一 5 (1) 


由 证 明 可 推出 ， 严 格 的 等 式 仅 在 下 述 情况 下 成 立 ， 如 果 
Wee 2 a ca ， 





即 如 果 


Ul 二 一 
己 一 已， 或 cj/ 一 40 ，5c 一 和 03 ， 


不 等 式 (1) 意味 着 对 于 函数 F(x， 四 = VXY 有 不 等 式 


. FOr y+ PF ,91) 2F ( 忆 二 和 .十 志 . (2) 
如 果 对 于 属于 一 个 给 定 的 “有限 的 或 无 限 的 ) 区 间 的 任意 的 x, ，x: 和 属于 另 一 个 给 定 区 
间 的 任意 的 y,，y;， 不 等 式 “2 ) 成 立 ， 那 么 不 等 式 
FX ,YFF ,Yt FY,) < 








Xi 十 1 十 … 十 Y，， JJ 十 3 十 … 十 和 思 ) 
元 ， 


<nF( 
n 


” 176 » 





对 属于 这 些 给 定 区 间 中 的 所 有 的 x, ，xX;，…，X 和 及， 力 ，…， 轧 都 成 立 . 

这 个 不 等 式 不 是 别 的 ， 而 是 二 元 函数 的 琴 生 不 等 式 ， 在 § 43 中 证 明 的 是 一 元 函数 的 琴 生 
不 等 式 ， 可 以 用 § 42 中 证 明 柯 西 不 等 式 的 方法 来 证 明 二 元 函数 的 琴 生 不 等 式 . 

因此 ， 利 用 不 等 式 (1 ) ， 我 们 可 以 对 任意 的 正 数 w ，2 ，…，4，c，c，…c 推出 
不 等 式 





2 十 02 十 … 十 0 Ci 二 Czy 二 :十 
Vat at t /an 


一 MW (ai 十 到 十 … 十 cr ) 《jy 十 Cy 十 … 十 C，) . 











设 NM 2 一 1 » Mas= Xz 机 Va, 一 Xi MC = yy NC = yy, “"", Ms 一， 
则 上 面 的 不 等 式 变 为 . 
Xj yi 二 XY 二 十 XY; < (3 十 X3 十.… 十 X2)(07 十 好 十 十 节 ) , (4) 


一 步 一 步 地 考察 琴 生 不 等 式 的 证 明 ， 不 难 相信 ， 严 格 的 等 式 仅 当 力 一 4 思 ， 力 一 xs ，…， 
儿 二 4x, 时 达到 ， 其 中 的 4 是 任意 的 数 . 

不 等 式 (4 ) 以 柯 西 不 等 式 @ 的 名 称 而 为 人 熟知 ， 在 x 二 3 这 个 特殊 情况 下 ， 它 具有 下 而 
的 几何 意义 ， 不 等 式 的 左边 和 矢量 (x,，X;， xX) 与 (六 ， 轧 ， 力 ) 的 数量 积 相同 ( 见 
§ 51) ， 而 右边 是 这 两 个 矢量 的 长 度 之 积 ， 柯 西 不 等 式 在 一 3 时 可 由 下 推出 ， 两 个 矢量 的 数 
量 积 等 于 这 两 个 矢量 的 长 度 之 积 乘 它们 来 角 的 余弦 ， 而 任何 角 的 余弦 不 大 于 1 


128 ， 在 能 除 尽 2! 的 2 的 所 有 乘 需 中 ， 其 最 高 的 寡 次 是 多 少 ? 
【 解 】 这 个 题 的 解法 完全 类 似 于 86 题 的 解法 . .在 数 
(2°)!=2" x(2°— 1)x(2— 2 xx 3x2x1 
的 展开 式 中 ， 每 隔 一 个 因子 才 是 一 个 偶数 .因此 总 共有 2 一 个 偶数 因子 ， 其 中 有 2 个 因子 
能 被 4 整除 ， 有 2 一 个 因子 能 被 8 整除 ， 等 等 ， 最 后 ， 有 两 个 因子 能 被 2 整除， 有 一 个 因 
子 能 被 整除 : 这 样 一 来 ， 在 〈2 )! 中 包含 2 的 最 大 寡 次 等 于 
2" 十 2 了 十 … 十 2 十 1 二 2 一 1. 





129 .以 锐角 三 角形 48C 的 三 边 48，BC，CA 为 直径 向 外 作 三 个 半圆 在 这 三 个 半圆 
上 求 点 Cj， 4 ， B,,， 使 | 
AB,= AC,, BA,= BC,, CA,=08,. 
【解法 1 】1) 假设 点 4,;，B3,，C, 满 足 本 题 要 求 . 由 它们 向 人 48c 的 三 边 作 垂 线 ， 
垂 足 分 别 为 4;:，B;，C， (图 135) . 因为 作 8C, 4 和 人 和 八 4B8,C 的 顶 角 人 <C, 和 LB, 是 直角 ， 
根据 在 直角 三 角形 中 关于 比例 中 项 的 定理 ， 有 


AC?= AC,. AB, AB?= AB, AC, (1) 
又 因为 根据 本 题 条 件 48, 二 4C,， 所 以 - 
AC,. AB=AB,. AC. (2) 


根据 由 一 点 向 圆 引 割 线 的 定理 的 道 定理 〈 道 定理 将 在 下 面 证 明 ) ， 点 38, C，，B, 和 C 在 
一 个 贺 上 ， 同 理 可 证 ， 点 C，4;，Cs，4 在 一 个 贺 上 ， 点 4，3,，4,，8 亦 具有 同样 性 质 . 
由 圆周 角 的 定理 可 以 推出 ， 八 48C 的 每 一 条 边 对 其 它 两 边 上 的 垂 足 所 张 的 角 都 相等 而 且 都 
等 于 直角 .事实 上 ， 例 如 ， 我 们 来 研究 点 4;， 它 对 于 边 48 和 4C 张 的 角 分 别 等 于 点 8; 和 C， 
@ ”常用 “ 许 瓦尔 效 不 等 式 " 和“ 柯 西 一 布 深 柯 夫 斯 基 不 等 式 "这 些 名 称 ， 一 一 俄 译 编辑 注 . 
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对 于 边 8C 所 张 的 角 的 补 角 ， 但 是 后 两 个 张 角 相等 ， 所 以 它们 的 补 角 也 相等 因为 点 4 对 4 
和 4C 所 张 的 角 相 等 ， 这 两 个 角 之 和 为 
180*， 所 以 它们 都 是 直角 . 

于 是 ， 所 要 求 的 点 只 能 是 三 角形 的 高 
和 以 它 的 边 为 直径 向 外 作 的 半圆 的 交点 . 

2) 这 样 的 交点 是 存在 的 ， 因 为 对 于 
锐角 三 角形 来 说 ， 任 何 一 个 项 点 到 对 边 的 
高 将 和 对 边 的 本 身 (而 不 是 这 条 边 的 延长 
线 ) 相交 ， 因 而 和 这 些 边 上 的 半圆 相交 . 
高 和 半 圆 的 交点 满足 本 题 的 全 部 要 求 ， 例 
如 ， 由 顶点 3 和 C 所 作 的 高 的 垂 足 8; 和 
C,， 对 三 角形 的 边 8C 所 张 的 角 是 直角 . 
因此 ， 点 8，C;，8;, C 在 一 个 圆 上 ， 
且 满 足 关 系 式 〈2) . 但 这 时 对 于 直角 三 
角形 BC, 4 和 AB,C 来 说 ， 应 该 满足 等 式 
(1) ， 也 就 是 4C, = 48)， 

用 同样 的 办 法 可 以 证 明 其 余 的 等 式 . 

现在 我 们 来 证 明 关 于 由 一 点 向 圆 引 | 割 线 的 定理 的 道 定理 〈 这 个 定理 ， 我 们 在 解答 本 题 时 
用 了 ) :， 如 果 点 C; 在 线段 4B 上 ， 点 B: 在 线段 4C 上 ， 且 满足 关系 式 “2 ) ， 那 么 点 B,C:， 
8B, 和 C 在 一 个 圆 上 《〈 图 136) 

不 难看 出 ， 由 关系 式 (2) 可 得 到 等 式 

AB: AC= AB, : AC,. 
和信 4BC 和 八 48,C ;有 公共 的 项 角 人 人 4. 因此， 它们 是 相似 的 ， 特 别 有 
/ABC= /AB,sC,, /CBC+ /LC,B,C=180°, 

这 就 意味 着 ， 对 四 边 形 8C;8:C 可 作 一 外 接 圆 . 

【解法 2 】1) 假设 我 们 已 经 作出 了 满足 本 题 要 求 的 点 4; ，38; ，C .以 顶点 3 为 圆心 ， 
作 一 圆通 过 点 4, 和 C, ， 以 顶点 C 为 圆心 ， 作 一 圆通 过 点 4, 和 8，( 图 137) .因为 
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LAB,C= /AC,B= 90°", (1) 
所 以 线段 4C, ，4B, 和 和 所作 的 圆 相 切 ， 根据 本 题 条 件 ，423, == 4C,, 因此 ， 点 4 在 这 两 个 加 
的 根 轴 上 “〈 见 $48)， 但 是 根 轴 通 过 两 圆 的 交点 刀 且 和 它们 两 圆 的 连 心 线 BC 垂直 ， 因 此 ， 
点 4 到 BC 上 的 高 与 以 3C 为 直径 所 画 的 半圆 的 交点 和 点 4, 重合 . 

2) 设 4 是 顶点 4 到 BC 上 的 高 与 以 BC 为 直径 所 画 的 半圆 的 交点 . 以 顶点 3 和 CC 为 图 
心 ， 以 34, 和 5C4, 为 半径 作 辅 助 圆 ， 这 两 个 圆 和 以 三 角形 的 边 4 已 及 4C 为 直径 的 半圆 相 
交 于 点 C, 和 B8,， 因为 和 <48,C= 人 AC,B8 二 90"， 所 以 4C, 和 4B, 是 所 作 的 辅助 圆 的 切线 . 
但 是 点 4 在 辅助 圆 的 根 轴 上 ， 因 此 4C,= 4B,. 根据 我 们 的 作法 ， 本 题 条 件 所 说 的 其 它 
两 个 等 式 也 成 立 ， 因此， 点 4 ，B, ，C, 是 本 题 的 解 . 

我 们 将 边 48 和 4C 上 所 作 的 半圆 绕 它们 的 直径 转动 ， 使 点 C, 和 3; 和 空间 某 点 Q 重 合 . 
因为 A3OC 和 和 64,C 全 等 ， 所 以 A45C 所 有 的 边 对 点 〇 所 张 的 角 都 是 直角 . 因此 , 点 OO 
满足 126 题 的 条 件 ， 反之， 如 果 知 道 了 点 O 是 126 题 的 解 ， 那 么 ， 如 果 把 人 408,， 八 B80C， 
ACO4 绕 边 48，5C，C4 转动 到 和 A4BC 所 在 的 平面 上 ， 我 们 便 得 到 129 题 的 解 . 

因此 ， 在 这 两 个 题 中 ， 只 要 解答 了 一 个 ， 便 可 得 到 另 一 题 的 解答 ， 


130 ， 假 设 有 若干 个 物体 ， 每 一 个 都 被 染 成 两 种 颜色 中 的 某 一 种 颜色 (两 种 颜色 的 都 有 ) ， 
且 具 有 两 种 形状 中 的 一 种 形状 〈 两 种 形状 的 都 有 )， 证 明 : 在 这 些 物体 中 , 可 以 挑 出 这 样 两 个 
物体 ， 它 们 颜色 不 同 ， 形 状 也 不 同 . 

【证 明 ] 我 们 来 考察 被 染 成 某 一 种 颜色 的 全 部 物体 ， 如 果 在 它们 当中 有 两 种 不 同形 状 的 
物体 ， 那 么 就 可 以 从 它们 之 中 选取 与 男 一 种 颜色 的 形状 不 同 的 物体 ， 这 时 我 们 便 可 得 到 两 个 
物体 ， 它 们 具有 不 同 的 形状 ， 也 具有 不 同 的 染色 ， 如 果 我 们 所 考察 的 这 种 颜色 的 物体 ， 形 状 
完全 一 样 ， 那 么 从 它们 之 中 任意 选取 一 个 物体 ， 再 加 上 另 一 形状 的 物体 ， 我 们 也 可 得 到 两 个 
物体 ， 它 们 的 染色 不 同 ， 形 状 也 不 同 . 


31 . 假设 m 和 是 两 个 不 同 的 正 整 数 . 证明: 
2 二 1 和 2* 十 1 
不 可 能 有 大 于 1 的 公 因 子 . 
【证 阴 】 设 4 二 2* . 首先 证 明 ， 序 列 
a1, @%—1, @—l1, 
中 的 每 一 项 ， 从 第 二 项 开始 ， 都 能 被 前 一 项 整除 ， 从 而 能 被 它 前 面 所 有 的 项 整除 ， 事 实 上 ， 
因为 
2 一 1 一 妇 一 1 一 (2 十 (一 1)， 
所 以 av 一 1 能 被 4 一 1 整除 .不 难看 出 ,ww 十 1 是 数 & 一 1 的 约 数 ， 从 而 是 数 4 一 1 的 约 
数 ， 这 里 加 站. 
由 此 推出 ， 当 天 之 时 ， 
Zn 十 1 一 4g(Q 十 1) 十 2， 
这 里 9 是 整数 . 同样， 这 意味 着 奇数 4 十 1 和 4 十 1 的 最 大 公约 数 是 数 2 的 约 数 ， 因 此 ， 数 
4 十 1 和 和 & 十 1 的 最 大 公约 数 只 可 能 等 于 1. 
如 采 利 用 后 面 133 题 的 解答 ， 我 们 还 可 以 得 到 本 题 的 另 一 个 证 法 . 
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132 . 证明， 每 一 个 三 角形 的 三 条 中 线 可 以 构成 新 的 三 角形 ， 再 证 明 :， 如 果 ,是 原来 
的 三 角形 , 万; 是 如, 的 中 线 构成 的 三 角形 ， 石 ; 是 如 ;的 中 线 构成 的 三 角形 ， 那 么 三 角形 H， 
和 如 ;相似 . | 

【证 法 1 】1) 假设 4，B, C 是 三 角形 如, 的 顶点 ，4,，B,,， Ci 是 边 8C, C4, 4B 
的 中 点 ， 把 三 角形 束 , 扩充 成 平行 四 边 形 48CD， 假 设 44E 和 C,f 是 平行 四 边 形 对 边 中 点 
的 连 线 (图 138)， 我 们 来 证 明 ， 人 和 44, 的 边 等 于 三 角形 厅 , 的 中 线 . 对 于 边 44 来 说 ， 这 
是 显然 的 ， 由 于 四 边 形 4C,CF 和 4,8B8,F 是 平行 四 边 形 ， 所 以 对 其 它 两 个 边 ， 上 面 的 断言 
也 是 成 立 的 . 

2) ”从 图 138 看 出 ， 个 44,F 的 中 线 和 原来 的 人 483C 的 对 应 边 的 比 是 3/4 : 1 ,因为 平行 
四 边 形 4, 8, FC ，4B,FE ,4B, 4,C, 的 对 角 线 被 交点 平分 ， 且 8B, 是 A44, 忆 的 重心 ， 这 样 
一 来 ， 三 角形 右 ; 和 已 , 相似 ， 而 且 三 角形 如; 和 环 , 的 对 应 边 的 比 等 于 3/4. 





图 138 图 139 





【证 法 2 】1) 我 们 将 三 角形 太 , 的 三 边 取 定 方 向 , 使 得 一 个 矢量 的 始点 和 另 一 个 矢量 的 
终点 重合 (关于 矢量 ， 见 351). 这 时 1 
a 十 b+ ce 一 0 . (1) 


中 线 88, 的 方向 这 样 来 取 ， 使 得 它 可 以 表示 成 矢量 a 和 也 的 和 (图 139). 
用 类 似 的 方法 选取 其 它 两 个 中 线 的 方向 ， 我 们 得 到 矢量 


b+ 


a+ 万 ， 


a 
7 ， ct. 


因为 由 关系 式 ( 1， 有 ， 矢 量 a，b，e 的 和 等 于 零 ， 所 以 , 当 我 们 把 矢量 a 十 之 ,b+ -全 ， 


c 十 和 一 个 接 一 个 地 放 ， 使 后 一 个 矢量 的 始点 和 前 一 个 矢量 的 终点 相 重合 的 时 候 ， 我 们 便 作 


出 了 一 个 封闭 的 三 角形 ， 于 是 便 证 明了 ， 可 以 作出 一 个 三 角形 及;:， 它 的 边 和 原来 的 三 角形 
万, 的 中 线 相 等 ， 甚 至 于 和 它 平行 . 
2) 按照 在 三 角形 媚 , 中 选取 中 线 方 向 的 原则 ， 我 们 在 三 角形 鼠 , 中 来 选取 中 线 的 方 
向 ， 这 时 利用 关系 式 (1)， 三 角形 已 :的 一 个 中 线 可 以 表示 成 下 面 的 形式 
3 


(at+ 防 )+ 冯 (b+ 喇 )=at+ b+ 地 = 一 六 


对 于 三 角形 右 ; 的 其 它 两 个 中 线 ， 可 以 写 出 类 似 的 表达 式 ， 我 们 得 到 矢量 
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Ta rb, i 


它们 构成 三 角形 太 ;. 不 难看 出 ， 它 的 边 和 原来 的 三 角形 如 ,的 对 应 边 的 比 是 3/4 : 1. 因此 ， 
三 角形 如 和 忌 : 相似 . | 


133 证明， 

(十 CI 十 2) (1 十 (1 十 (1 十 2 ) 一 
一 1 十 xz 十 好 十 妆 十 二 32 ， 

【证 明 】 当 *= 1 时 ， 本 题 断 言 显 然 成 立 ， 假 设 它 对 某 1 成立， 将 恒等式 的 两 边 同 乘 
以 +x*t 这 时 ， 原 式 右边 的 项 增加 了 用 x” 乘 1!，*，x?，…，x?! 的 项 ， 即 包含 了 x* 的 
从 0 次 到 2+' 一 1 次 的 所 有 乘 曙 ， 于 是 由 归纳 假设 所 成 立 的 恒等式 出 发 ， 我 们 又 得 到 了 一 个 
恒等式 ， 这 两 个 恒等式 不 同 的 仅仅 是 数 有 被 上 + 1 代替 了 ， 因 此， 所 要 证 明 的 恒等式 对 所 有 
的 自然 数 & 都 是 成 立 的 ， 

将 恒等式 两 边 乘 以 * 一 1， 我 们 得 到 

Cx 一 1)CI 二 XC 十 20) (1 十 Xx) C1 十 xX). (LI 二) 一 
一 zx2 一 1. 


新 的 恒等式 可 以 给 出 131 题 另 一 个 证 法 ， 假设 fF 二 2” 十 !， 在 恒等式 中 令 *= 2 , 且 两 


， 边 同 加 以 2 ， 恒 等 式 可 化 成 关系 式 


FF Fit 2= Py). 
当 1!<& 时 ， 数 书 是 左边 乘积 中 的 因子 ， 因此， 数 和 Fi 的 最 大 公约 数 应 该 是 数 2 
的 约 数 ， 但 由 于 数 F' 和 Fi 都 是 奇数 ， 所 以 ， 最 大 公约 数 只 能 等 于 1. 友 


$ 66， 关 于 沉 尔 马 数 


费 尔 马 说 出 一 个 假设 ， 所 有 的 数 Ff 都 是 素数 ， 当 = 0，1，2，3，4 时 ， 费 尔 马 假设 被 
证 实 了 . 但 是 数 F; 已 经 是 复合 数 了 ， 正 像 欧 拉 所 证 明 的 ，2” 十 1 二 641， 6700417， 自 那 时 
起 ， 为 了 研究 每 一 个 特定 的 费 尔 马 数 是 素数 还 是 复合 数 ， 提 出 了 许多 数论 方法 ， 并 且 利用 了 
快速 计算 机 ， 但 是 在 费 尔 马 数 中 未 能 发 现任 何 一 个 新 的 素数 .至今 还 未 解决 下 面 的 问题 ， 除 
了 我 们 已 经 知道 的 以 外 ， 是 否 还 有 其 它 的 费 尔 马 数 是 素数 ， 如 果 有 ， 那 么 有 多 少 个 ， 是 无 穷 
多 个 还 是 有 限 多 个 ? . 

虽然 关于 >5 时 是 否 有 素 费 尔 马 数 的 事 谁 也 不 知道 ， 但 是 我 们 毕竟 可 以 利用 费 尔 马 数 
序列 来 证 明 ， 在 自然 数 中 有 无 穷 多 个 素数 ， 事 实 上 ， 任 何 两 个 具有 不 同 附 标的 费 尔 马 数 没有 
公约 数 . 因此， 它们 的 标准 分 解 式 包 含有 不 同 的 素数 . 但 这 时 所 有 后 面 的 费 尔 马 数 的 素 约 数 
是 不 同 的 ， 因 此 ， 素 数 有 无 穷 多 个 . 

还 存在 很 多 其 它 的 序列 ， 它 的 任意 两 项 是 互 素 的 整数 ， 例 如 ， 不 难 证 明 ， 如 果 4 和 46 是 
互 素 的 数 并 且 按 下 面 的 规律 来 构造 序列 

2 一 1， Qa=atbwaad: (kK>1), . 
那么 序列 的 任意 两 项 是 互 素 的 ， 如 果 4 二 2，5 二 1， 那么 按 定义 设 Fs 二 1， 我 们 得 到 费 尔 马 数 
序列 F;. 
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134 . 其 坐标 (关于 某 个 直角 坐标 系 ) 为 整数 的 点 叫做 整 点 证明: 如 果 某 一 平行 四 边 
形 的 顶点 和 整 点 相 重 合 ， 在 平行 四 边 形 的 内 部 或 它 的 边 上 还 有 另外 的 整 点 ， 那 么 ， 这 个 平行 
四 边 形 的 面积 大 于 1. 

【 证明 】 我 们 把 顶点 和 整 点 重合 的 多 边 形 叫做 整 点 多 边 形 . 

我 们 来 研究 整 点 三 角形 的 项 点 

1 Pxi, y), i=1,， 2, 3. 
如 果 这 样 的 三 角形 不 是 晓 化 的 ， 那 么 它 的 面积 满足 不 等 式 


3 一 分 Xj (V2 ~ Y3) TX (05 一切) 十 2 (Vy — 2) > 
因为 绝对 值 符号 里 面 的 数 是 整数 ， 而 ?二 0， 
假设 在 整 点 平行 四 边 形 内 或 它 的 边 上 ， 除 了 顶点 以 外 ， 至 少 还 有 一 个 整 点 ， 将 这 个 整 点 


和 平行 四 边 形 的 所 有 项 点 连接 起 来 ， 于 是 我 们 将 整 点 平行 四 边 形 至 少 分 成 三 个 非 暗 化 的 整 点 
三 角形 ， 因 为 它们 之 中 每 一 个 的 面积 都 不 小 于 启 ， 所 以 平行 四 边 形 的 面积 不 小 于 这, 于 是 必 


定 大 于 1 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 ， 

因为 所 有 的 整 点 平行 四 边 形 都 可 以 分 成 两 个 整 点 三 角形 ， 所 以 任何 一 个 整 点 平行 四 边 形 
的 面积 都 不 小 于 1， 而 且 道 合 题 也 成 立 ， 如 果 整 点 平行 四 边 形 ， 除 了 顶点 外 ， 不 再 包含 其 它 
的 整 点 ， 那 么 它 的 面积 等 于 1 ， 这 个 命题 的 证 明 见 8 67. 


135 . 六 边 形 48CDEF 内 接 于 一 圆 ， 
它 的 边 48，CD，EF 等 于 圆 的 半径 .证明 ， 
六 边 形 48CDEF 的 其 它 三 边 的 中 点 是 正三 
角形 的 项 点 . 
【 证 法 1 】 假 设 〇 是 外 接 图 的 圆心 ，> 
是 它 的 半径 ，G, 五 ，/ 是 边 F4,， BC, DE 
的 中 点 ， 此 外 , 设 a= LGOF= 人 G04,p 
= ZHOB= /HOC,yY= /JOD=/ JOE 
(图 140)， 这 时 
at+pB+y= 90.. 
我 们 将 人 GJ 的 某 一 边 ， 例 如 G 万 ,用 
，B，Y 来 表示 . 对 于 边 如 /和 7G 的 
a 
的 角 a，B, 7 改 为 6, 7Y, a 和 7Y, a, 8B. 图 140 
如 果 和 的 表达 式 舱 <，， 的 扣 列 大 序 天 类， 那么 就 证 明了 人 G8J 是 等 边 的 . 
对 入 GHO 应 用 余 荡 定理 ， 我 们 得 到 
GH’:=GO’+HO’— 2G0.HO. .cos (a + 60°+ 6) 





GO=rcosa, HO=rcosp, at+60°+pB= 150°—7Y, 
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GH’~r’[(cos’a+ cos’B— 2c0sa cospecos (50° 一 7 ) J)= 
=7? (COs’a + Cos’B+ eosy— 2c0sa cosB Cosy cos150°— co0s’y 一 
— COsa cosGSiny ). 
显然 ， 当 角 a，B,， 7 重新 排列 时 ， 图 括 弧 中 的 表达 式 的 前 四 项 是 不 变 的 , 后 两 项 可 变 为 
COs’y + cosa cosp siny = 

= 1— siny (Siny — cosa cosp ) 一 

= 1— siny[cos(at+pB)— cosacosp j= 
1+ sinasinpsiny. 
显然 ， 当 角 a，B, 7Y 重新 排列 时 ， 后 一 等 式 的 右边 也 不 改变 ， 这 就 证 明了 本题 . 

【证 法 2 设 G, 器 , / ,K,L,M 是 六 边 形 的 边 f4，BC，,，DE,，AB, CD，EF 的 中 
点 ， 线 段 太 Kk 作为 人 48C 的 中 点 连 线 而 平行 于 弦 4C 且 长 度 为 它 的 一 半 (图 141). 因此 , 同 
位 角 和 BHK 和 人 《人 BCA 相等 ,又 因为 <83CA 是 弦 4B 上 的 圆周 角 ， 根 据 本 题 条 件 , 弦 483 等 
于 外 接 圆周 的 半径 ， 所 以 和 BHK== 30"， 类 似 地 可 以 证 明 人 CHL= 30"， 线段 有 HK 和 如/ 是 
相等 的 ， 因 为 它们 之 中 的 每 一 个 都 等 于 等 腰 梯形 483CD 的 对 角 线 的 一 半 (HK 三方 4C,HL 
= 方 BD)， 以 点 吾 为 图 心 ， 厅 5 二 HK 为 半径 画 圆 ， 避 没 KL 在 这 个 国 上 所 衣 的 弧 KL 是 

0”， 因 为 圆心 角 和 KAHL 等 于 120”. 以 点 /为 圆心 ， 以 JL==/M 为 半径 画 圆 ， 我 们 又 得 
到 120" 的 弧 ZM， 线段 MK 对 两 强 交 点 入 所 张 的 角 么 寻 NK 等 于 120"， 这 是 因为 和 它 共 组 
成 360° 角 的 <MNL 和 LKNL 都 等 于 
120" 因此 ， 点 六 在 以 点 G 为 圆心 ， 
GM 为 半径 所 画 的 圆 的 弧 MK 上 . 两 两 
连接 所 有 圆 的 圆心 G， 娟 ，J 所 得 的 线 
段 垂直 于 它们 的 公共 弦 ， 因 此 和 AG 忆 7 
的 边 垂 直 于 线段 NK ,NZL 和 NM. 这些 
线段 中 的 任意 两 个 的 夹 角 是 120” (顶点 
在 点 NN)， 因而 人 和 人 GH] 的 所 有 的 角 都 
等 于 60", 即 和信 G 如 /是 等 边 的 ， 这 就 是 
所 要 证 明 的 . 

【证 法 3 】 我 们 在 下 面 更 一 般 的 形 
式 下 证 明 本 题 . 

如 果 人 和 04B, 和 OCD， AOEF 是 
等 边 三 角形 ， 且 记号 是 这 样 选取 的 ， 所 
有 三 个 三 角形 的 环绕 方向 相同 (每 一 个 图 141 
三 角形 的 顶点 以 这 个 三 角形 记号 中 的 次 序 环 绕 ), 那 么 以 线 眉 上 4 ,BC， DE 的 中 点 为 项 点 的 
三 角形 是 等 边 三 角形 . 

设 G, 五 ，/ 是 边 fFA4，BC，DE 的 中 点 . 

我 们 假设 当 三 角形 成 某 一 种 分 布 时 ， 断 言 是 对 的 ， 然 后 我 们 将 和 CO48 旋转 到 某 一 新 的 
位 置 ， 例 如 旋转 到 AO4'B' 的 位 置 (图 142). 边 44 和 BC 的 中 点 用 OG" 和 好 "来 表示 .线段 
GG ' 作为 和 F44' 的 两 边 中 点 的 连 线 而 平行 于 线段 44 ' 且 等 于 它 的 一 半 ， 类 似 地 ， 万 万 ' 平行 于 
B88' 日 HH'= 到 86 ， 而 且 线段 855' 等 于 线段 44' ， 且 旋转 60" 时 B88' 和 44' 重合 .根据 
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假设 ,,， 人 G 及 了 是 等 边 的 ， 所 以 线段 / 太 等 于 线段 /7G， 且 往 同 一 方向 旋转 60" 时 ,7 已 和 .7G 
重合 ， 因 此 ， 人 7GG' 和 人 JHH' 全 等 ， 且 当 旋 转 60" 时 ， 一 个 三 角形 和 另 一 个 三 角形 重合 . 
. 这 就 意味 着 线段 7C` 和 /已 ' 相等 且 所 夹 之 角 为 60"， 因 此 和信 G'H'J 是 等 边 的 . 





图 142 图 143 
于 是 ， 为 了 证 明 比 135 题 更 一 般 的 断言 ， 只 要 找 出 三 角形 的 这 样 一 种 分 布 ， 使 得 在 这 种 
ey ”证 谨 的 人 如 了 是 等 过 的 就 行 了 我 们 将 人 O43， 人 OCD， 八 OEF 这 样 放 ， 使 得 
相 邻 三 角形 的 边 之 间 的 夹 角 等 于 60” (图 143). 这 时 人 和信 G 太 的 边 将 是 梯形 F46C,5CDE， 
六 EC4 交 大 模 中 必 的 思绪 因为 它们 平行 于 线段 fC，BE 和 DA， 而 这 些 线 段 两 两 之 间 的 
夹 角 为 600”"， 所 以 人 GH J 的 任意 两 边 之 间 的 夹 角 等 于 60"， 因 此 ， 人 入 G 豆 J 是 等 边 的 , 这 就 是 
所 要 证 明 的 . | 
本 题 原来 断言 的 推广 可 以 用 证 法 2 的 方法 得 到 . 事实 上 , 不 难看 出 ， 如 果 人 O48 和 
人 OCD 是 环绕 方向 一 致 的 等 边 三 角形 ， 而 尺 ， 如 ,上 是 边 48，BC， CD 的 中 点 ,那么 线 
段 忌 K 和 和 及 ZL 栋 等 , 且 其 夹 角 为 120”( 图 
144). 事实 上 ， 容 易 看 出 ， 人 80D 是 由 
人 40OC 旋转 60" 得 到 的 . 
【证 法 4 】 我 们 对 上 一 证 法 中 所 叙述 
的 原 题 推广 ， 再 给 出 一 个 证 明 . 
假设 入 G, 且 ,J 1 是 和 人 入 G 吾 关于 点 
O 的 同位 相似 三 角形 ， 相 似 系数 为 2. 显 
然 ， 我们 只 要 证 明和 信 G, 右 ,7, 是 等 边 的 就 
行 了 . 
我 们 把 给 定 的 等 边 三 角形 O48， 图 144 
OCD ,OEF 的 边 看 作 矢 量 ， 其 方向 和 上 一 证 法 中 这 些 三 角形 的 环绕 方向 一 致 ， 矢量 工 旋 
转 120 所 得 到 的 矢量 记 作 地 ， 显 然 
PT” 一 了 . C1) 
设 04=a，， OC=¢, , Ok=e (图 145)， 这 时 
AB=a, BO0= a’, CPB=e ，DG= ce， EF=e, FO @. 
因为 四 边 形 OFG,4,， O08B8H,C,， OD7 5 是 平行 四 边 形 ， 所 以 
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一 一 全 一 ww 一 一 一 


GHB, =GA+ AB+ BH,=FO+ AB+OC—=e@+atce 


Hj =HC+CD+DI,= B30+CD+OE-a +e +e. 

将 第 一 个 等 式 中 的 所 有 矢量 旋转 120"， 我 们 
又 得 到 一 个 正确 的 等 式 ， 但 这 时 每 一 个 矢量 加 上 
了 一 撤 : 

(BH) = 二 a 十 c. 

因为 矢量 的 和 在 改变 它们 相 加 的 次 序 时 是 不 
变 的 ， 且 任 一 矢量 旋转 三 次 ， 每 次 旋转 120" 时 ， 
又 回 到 它 原来 的 位 置 ， 所 以 (GF7】 一 忆 思 .于 
是 在 人 Gi 太 ;J , 中， 两 个 边 相 等 ， 且 它们 的 外 和 角 
等 于 120”， 因此 AG, 已 , 广 是 等 边 的 ， 这 就 是 所 
要 证 明 的 . 

【证 法 5 】 在 证 法 3 中 所 叙述 的 把 原 题 作为 
其 特殊 情况 的 断 育 还 可 以 进一步 推广 . 

如 果 在 平面 上 给 定 了 相似 的 三 角形 4, 4, 4;， 图 145 
B,B;B,，CC:C， (具有 相同 附 标的 顶点 彼此 相应 )， 且 这 些 三 角形 的 环绕 方向 是 一 致 的 ， 
那么 以 人 4,B,C，,， 八 41B:C;， 八 4;B;C; 的 重心 $,，S;，S， 为 项 点 的 三 角形 和 八 4,4,4; 
相似 “图 146). 








图 146 图 147 . 
对 等 边 三 角形 48O，OCD，FOE 应 用 所 说 的 定理 ， 我 们 便 可 得 到 信 5,5;5; 是 等 边 的 
(图 147)， 因 为 这 个 三 角形 和 和信 G 及 J 关于 点 O 是 同位 相似 的 ， 相 似 系 数 为 2/3, 所 以 和 AGHJ 
也 是 等 边 的 . 
关于 As $5 和 Ad 4,4; 相 似 的 一 般 定理 借助 于 矢量 很 容易 证 明 . 我 们 从 点 〇 到 点 4， 


» 185 。 





B,, C,, 5, (= 1, 2， 3) 引 矢 量 且 记 作 ai, b;, 避 ， Si, 这 时 
s= Harbte)y =1, 2,3). 


根据 条 件 ， 将 三 角形 的 边 4, 4; ，8,8;，C,C; 旋转 同一 个 角度 (等 于 人 4,4,4;) 且 放 大 或 
缩小 同一 个 比例 (等 于 4, 4 : 4, 4,)，, 我 们 就 得 到 边 4 4;，B,B;，C,C,. 

在 以 人 4,8,C;， 人 4;8,C;，， 八 4A;8;C; 的 重心 为 顶点 的 三 角形 中 ， 边 5,5; 的 方向 和 长 
度 由 矢量 


s 一 5 一 也 (az 一 a) 十 (pz 一 D) 十 kc 一 c)] 
来 确定 . 

如 果 将 这 个 等 式 右 端的 所 有 矢量 旋转 
ZL4,4, A, 且 放 大 或 缩小 一 个 比例 4 4, : 4, A 9 
那么 等 式 左边 的 矢量 也 将 受到 同样 的 变换 ， 根 
据 本 题 的 条 件 ， 右 边 在 旋转 和 放大 〈 或 缩小 ) 
以 后 变 成 矢量 

村 [(a 一 a) 二 (b; 一 ， ) 十 (c 一 C) ]， 


它 等 于 5; 一 s = 5;3,， 但 是 这 意味 着 5,5,5， 
和 入 4, 4;4, 相似 





在 上 面 的 证 明 中 ， 我 们 利用 了 下 一 点 : 如 
果 a，b,，c 是 三 角形 项 点 的 矢 径 , 那么 它 的 重 


心 的 和 拓 径 可 以 表示 成 下 面 的 形式 | 图 148 
s 一 寺 Ca+ b 十 c). 


事实 上 ， 由 图 148，. 





sOF+ 广 FC=OF+ 计 (ec 一 OF)= 寺 (20F+)， 
但 因为 _ 

OF 二 a+ 汉 48 二 a 二 + 方 (b 一 一方 (a 十 b)， 
所 以 


5 一 村 (a+ b+ ce). 


所 得 到 的 结果 可 以 叙述 成 :均匀 的 三 角形 薄板 的 重心 和 它 的 三 个 顶点 的 重心 相 重 合 ( 关 
干 重心 见 8 56). 
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十 九 、1942 年 一 1943 年 试题 及 解答 


136 ， 证 明 ， 在 任何 三 角形 的 边 中 ， 比 它 上 面 的 高 要 小 的 边 不 能 多 于 一 个 

【证明 】 三 角形 的 任何 一 个 高 不 可 能 大 于 由 同一 个 顶点 引出 的 边 . 

如 果 三 角形 的 两 个 边 都 小 于 它 上 面 的 高 例如， 如果 a<h 和 6<h， 那 么 有 不 等 式 
a<h, bh Ca, 


137 .假设 4,，8,c，4d 是 使 方程 组 
ax+by=m, cx+ dy=n 
对 所 有 的 整数 冯 ，2 都 有 整数 解 的 整数 ， 证明， 这 时 有 
cd 一 pc 一 土 上 . 
【证 法 1 】 设 DD= 4d 一 bc， 显然 ， 所 有 的 数 4, b,c，4 不 可 能 都 等 于 0 .例如 ,设计 0. 
如 果 乙 = 0， 那 么 ， 设 A 二 c/a ， 我 们 得 到 
< 二 42， 4 一 1 和 2 ， 
由 此 推出 ， 原 方程 组 仅 当 7 一 Am 时 有 整数 解 ， 这 和 本 题 条 件 相 违 。 因 此 DPD 才 0. 
对 给 定 的 mr 和 nn， 原 方程 组 有 和 解 


_ md—nb _ na— mc 
万 9 消 三 DD ~ 





对 于 所 有 的 整数 对 (mw，w)， 它 们 都 应 该 是 整数 ， 取 m= 1，7 二 0 和 加 二 0,4 二 1， 我 们 求 


得 








ad C D a 
+ 二 万 JJ 一 万 ， + 一 一 万 ， 力 二 万 
因此 
adg 一 pc _1 
Ja iY = DD 万 
是 整数 ， 但 是 仅 当 
忆 一 士 1 


时 ， 和 1/D 才 可 能 都 是 整数 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 。 
在 阅读 下 面 的 证 明之 前 ， 应 该 先 去 看 看 § 67. 





【证 法 2 】 首 先 我 们 证 明 ， 一 组 对 边 垂 直 于 x* 轴 的 -一 
基本 整 点 平行 四 边 形 的 面积 等 于 1 ， 然 后 再 证 明 ， 任 何 Br 0? 
一 个 基本 的 整 点 平行 四 边 形 和 这 样 一 个 平行 四 边 形 等 积 > 。 

1) 如 果 基 本 的 整 点 平行 四 边 形 48CD 的 边 48 重 | 
直 于 x 轴 ， 那 么 48 具有 单位 长 度 ， 且 48 上 面 的 高 也 等 428 7 
”于 1 .事实 上 ， 如 果 平 行 四 边 形 的 边 48 上 的 高 大 于 1, 屠 
么 整 点 平行 四 边 形 包含 一 个 单位 长 的 线段 ， 这 线段 平行 图 149 


于 边 48， 它 在 x 轴 上 的 投影 是 离 48 的 投影 最 近 (也 就 是 距离 一 个 单位 长 ) 的 整 点 (图 149). 
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这 线段 的 端点 或 一 个 内 点 一 定 和 某 个 整 点 相 重 合 ， 因 而 整 点 平行 四 边 形 不 是 基本 的 ， 因 此 ， 
边 和 x 轴 垂 直 的 基本 的 整 点 平行 四 边 形 的 面积 等 于 1 ， 这 了 就 是 所 要 证 明 的 . 

2) 我 们 假设 基本 的 整 点 平行 四 边 形 48CD 的 边 和 x 轴 不 垂直 . 这 时 平行 四 边 形 4BC 忆 
可 以 用 和 它 等 积 的 另 一 个 基本 的 整 点 平行 四 边 形 来 代 符 ， 而 新 的 平行 四 边 形 在 x 轴 上 有 较 小 
的 投影 设 4 和，B'.C'，D' 是 平行 四 边 
形 4B8CD 的 项 点 在 x 轴 上 的 投影 . 我 们 是 这 
样 选取 顶点 的 记号 的 ， 在 + 轴 上 ,使 点 8' 和 
D' 在 点 4 和 C' 之 间 , 而 且 如 果 点 8 和 DD' 
不 重合 ， 那 么 点 8' 在 点 D' 和 C' 之 间 (图 
150)， 移 动人 8CD， 使 它 的 边 CD 和 平行 
四 边 形 的 边 4 重合 .假设 £ 是 八 8CD 移 
动 后 所 得 到 的 三 角形 的 第 三 个 顶点 . 点 和 平 
行 四 边 形 的 顶点 人 关于 边 48 的 中 点 是 对 称 
的 . 人 A4BE， 除 了 和 它 的 顶点 相 重 合 的 那 图 150 
些 整 点 以 外 ， 不 包含 其 它 的 整 点 ， 事 实 上 ,如 果 A 485 除了 顶点 4. 3, EE 以 外 ， 那 怕 还 包 
含有 一 个 整 点 ， 那 么 和 这 个 整 点 关于 线段 483 的 中 点 对 称 的 整 点 属于 和 A43D, 从 而 属于 平行 
四 边 形 48CD ， 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 48CD 是 基本 的 平行 四 边 形 . 

于 是 ， 从 平行 四 边 形 43CD 出 发 ,我 们 作 
出 了 与 它 等 积 的 基本 的 整 点 平行 四 边 形 4D8B8E. 
新 的 平行 四 边 形 在 * 轴 上 投影 成 线段 4 8 '， 
因为 点 吕 在 x+ 轴 上 的 投影 D' 在 线段 4 内 ， 
所 以 和 怠 关 于 线段 48 的 中 点 对 称 的 点 £ 在 x 
加 上 的 投影 也 在 线段 4 8' 内 ,这 时 48' <AC. 
这 种 作法 可 以 重复 下 去 ， 只 要 所 得 到 的 平行 四 
边 形 的 边 和 x 轴 不 垂直 ， 经 过 有 限 次 作法 以 后 ， 
所 得 到 的 平行 四 边 形 的 边 将 和 x* 轴 悉 直 ， 这 是 
因为 平行 四 边 形 投 影 成 的 线段 的 长 度 是 用 正 整 
数 表 示 的 ， 所 以 不 超过 给 定 止 系数 的 递减 正 
整数 序列 只 能 有 有 限 个 项 数 . 边 和 x 轴 垂 直 的 
平行 四 边 形 存 x 轴 上 投影 成 长 度 最 短 的 线段 
根据 1， 中 的 证 明 ， 这 样 的 平行 四 边 形 的 面 和 
等 于 1， 因 此， 和 它 等 积 的 平行 四 边 形 48CD 
的 面积 也 等 于 1. 

【证 法 3 】 假 设 43CD 是 基本 的 整 点 平 

图 151 行 四 边 形 ， 把 它 当 作 初 始 的 ， 我 们 作 整 点 平行 
四 边 形 网 格 ， 另 一 方面 ， 通 过 整 点 作 和 x 轴 以 及 》 轴 平行 的 直线 ， 于 是 我 们 得 到 边 长 为 1 的 
正方 形 网 格 ， 每 一 种 网 格 者 无 空白 也 不 重 准 地 充满 了 整个 平面 (图 151)， 人 华图 中 ,两 种 网 格 
只 画 出 了 一 部 分 ， 仅 通 出 了 那些 和 平行 四 边 形 48CD 相交 的 正方 形 , 以 及 种 这 些 正方 形 有 公 
共 部 分 的 平行 四 边 形 . 
我 们 选取 某 一 个 正方 形 ， 用 平行 移动 的 办 法 ， 将 平行 四 边 形 48CD 被 正方 形 网 格 切 成 
188 ， 











的 几 部 分 , 移 到 这 个 正方 形 内 (在 图 151 中 ， 选 取 的 是 以 48 为 对 角 线 的 正方 形 ) . 移 到 下 
方形 内 的 平行 四 边 形 的 各 部 分 是 没有 公共 内 点 的 . 因为 事实 上 ， 如 果 我 们 作 平 行 移动 ， 使 所 
选取 的 正方 形 和 任何 一 个 其 它 的 正方 形 格子 重合 时 ， 我 们 也 将 整个 平行 四 边 形 45CD 移动 
了 ， 那 么 它 也 平移 到 某 一 个 其 它 的 平行 四 边 形 格子 ， 而 且 对 于 不 同 的 平行 移动 ， 平 行 四 边 形 
428CDD 将 和 不 同 的 格子 重合 ， 这 些 格子 互 不 重生 地 填 满 了 整个 平面 ， 另 一 方面 ， 我 们 所 选 
取 的 正方 形 的 每 一 个 点 属于 平行 四 边 形 网 格 中 的 菜 一 个 格子 ， 因为 这 些 格子 无 空白 地 填 满 了 
整个 平面 ， 我 们 来 研究 所 选取 的 正方 形 的 任意 一 点 ， 利 用 平行 移动 ， 在 使 平行 四 边 形 48CD 
和 包含 这 人 点 的 平行 四 边 形 重合 时 ， 从 而 也 就 使 一 个 正方 形 格子 和 我 们 所 选取 的 正方形 重 
合 ， 而 我 们 所 选取 的 点 被 平行 四 边 形 48CD 在 这 个 正方 形 格子 内 的 那 一 部 分 盖 住 了 . 

因为 所 选取 的 正方 形 的 面积 等 于 1 ， 所 以 平行 四 边 形 43CD 的 面积 也 等 于 1. 

【证 法 4 】 本 题 的 断言 等 价 于 ， 每 一 个 基本 的 整 点 三 角形 的 面积 等 于 1/2， 事实 上 ， 作 
一 条 对 角 线 总 可 以 把 任 一 基本 的 整 点 平行 四 边 形 分 成 两 个 等 积 的 基本 的 整 点 三 角形 ， 反 之 ， 
作 一 个 三 角形 和 基本 的 整 点 三 角形 关于 它 任意 一 边 对 称 ， 我 们 得 到 基本 的 整 点 平行 四 边 形 ， 
其 面积 比 三 角形 大 一 倍 . 

我 们 研究 某 一 个 整 点 三 角形 ， 它 包含 在 某 一 个 边 和 坐标 轴 平 行 的 整 点 矩形 内 ， 我 们 把 这 
个 矩形 分 成 基本 的 整 点 三 角形 ， 使 得 其 中 一 个 就 是 我 们 所 选取 的 整 点 三 角形 〈 图 152) . 这 总 
是 可 以 做 得 到 的 . 

我 们 来 证 明 ， 包 含 在 整 点 矩形 中 的 基本 的 整 点 三 
角形 的 个 数 不 依赖 于 将 这 个 矩形 划分 为 这 样 的 三 角形 
的 方式 . 

为 了 证 明 这 个 断言 ， 我 们 来 计算 所 有 的 三 角形 的 
内 角 和 ， 这些 星 二 角形 的 顶点 是 在 抵 形 内 或 它 的 边界 上 
的 整 点 ， 我 们 这 样 来 计算 . 将 这 些 三 角形 的 顶 角 分 成 
如 下 几 类 : 个 顶 角 的 顶点 也 是 矩形 的 顶点 显然 这 些 
顶 角 之 和 等 于 4x90”， 人 @ 顶 角 的 顶点 是 矩形 边 上 的 整 
点 (但 不 和 和 矩形 项 点 重合 .这样 的 项 角 之 和 等 于 
mx 180”， 其 中 吉 是 矩形 四 条 边 上 的 整 点 的 个 数 (不 
包括 定形 的 顶点 ) : 岛 项 角 的 顶点 是 和 矩形 内 的 整 点 . 图 152 
这 样 的 项 角 之 和 等 于 nx 360”， 其 中 是 和 矩形 内 整 点 的 个 数 ， 这 样 一 来 ,这些 三 角形 的 顶 角 
之 和 等 于 4X 90 十 mX 180 十 2X 360”， 这 也 就 是 说 ， 这 些 三 角形 的 内 角 和 是 由 和 矩形 所 含有 
的 整 点 数 唯一 确定 的 . 田 一 方面 ， 这 些 三 角形 的 内 和 角 和 又 等 于 KX 180"， 这 里 的 和 是 三 角形 
的 个 数 ， 由 于 kx 180" 是 由 和 矩形 的 整 点 数 唯一 确定 的 ， 所 以 三 角形 的 个 数 夺 也 是 由 矩形 的 整 
点 数 唯 一 确定 的 ， 而 且 儿 2 十 72 十 22.@ 

将 矩形 划分 成 单位 正方 形 ， 且 在 每 一 个 正方 形 中 引 一 条 对 角 线 ， 这 时 所 得 到 的 半 个 正方 
形 的 个 数 和 在 原来 的 划分 中 ， 和 矩形 被 分 成 基本 的 整 点 三 角 霄 的 个 数 是 相 靠 的 ， 矩形 的 面积 等 
上 它 所 包含 的 基本 的 整 点 三 角形 的 个 数 的 一 半 . 因 此 ,将 矩形 任意 划分 成 基本 的 整 点 三 角形 时 ， 
这 些 基本 的 下 点 三 角形 的 面积 者 应 该 等 于 1 2 因为 任何 一 个 整 点 三 角形 的 面积 个 小 12 ( 整 
点 三 角形 的 面积 等 12 和 某 一 个 整数 的 乘积 起， 因此 本 题 断 言 得 证 


@ 二 奈 葡 的 这 - 段 做 了 一 些 改动 . 一 一 中 这 省 注 . 
@ 在 是 131 的 解答 再 下 明了， 笠 点 三 角形 的 曾 积 仅仅 在 它 是 和 不 本 的 向 点 三 角 晓 时 达到 遇 小 但 . 
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$67. 关 于 整 点 


为 了 仔细 探讨 137 题 的 几何 意义 ， 我 们 在 平面 上 引入 整 点 网 格 . 

1， 设 O，P，Q 是 平面 上 不 在 一 直线 上 的 任意 三 点 ， 在 通过 点 O 和 PP 的 直线 上 ， 在 点 
O 的 两 侧 以 OP 为 步 长 取 各 等 分 点 ， 通 过 各 分 点 引 直 线 平行 于 OQ， 类 似 地 ， 在 直线 OQ 上 上， 
在 点 O 的 两 侧 以 OQ 为 步 长 取 各 等 分 点 ， 而 通过 各 分 点 引 直线 平行 OP， 结果 全 平面 被 边 
相互 平行 且 全 等 的 平行 四 边 形 网 格 复 盖 这些 平行 四 边 形 的 顶点 (所 引 直线 的 交点 ， 构 成 所 
谓 点 阵 (图 153). 

平行 四 边 形 网 格 唯一 地 确定 点 阵 ， 但 反之 不 然 . 例如 ， 
如 果 点 O 和 了 不 变 ， 而 用 以 OP ，OQ 为 边 的 平行 四 边 形 
的 另 一 个 项 点 来 代 巷 点 Q ， 那 么 由 这 三 个 点 出 发 可 以 作出 
新 的 平行 四 边 形 网 格 ， 它 和 原来 的 网 格 是 不 同 的 ， 但 是 点 
阵 仍然 是 其 自身 . 

设 p 和 9 是 由 点 D 到 点 和 Q 的 矢 径 .这 时 任何 一 个 
整 点 《网 格 结 点 ) 的 矢 径 可 以 写成 














YDp 十 7Y9 (1) 
的 形式 ， 其 中 x 和 》 是 整数 ， 而 所 有 矢 径 能 表示 成 (1) 
的 形式 的 点 和 一 个 整 点 重合 ， 换 名 话说 ， 如 果 x 和 相互 





独立 地 到 所 有 的 整数 值 ， 那 么 具有 形 如 (1) 的 矢 径 的 点 
的 集合 和 具有 边 P 和 9 的 平行 四 边 形 的 顶点 所 构成 的 点 阵 
相 重 合 . . 

两 个 相互 垂直 的 轴 以 及 和 它们 平行 且 相 互 的 距离 为 整 图 153 
数 的 直线 所 构成 的 点 阵 具 有 特别 重要 的 意义 ， 这 样 的 网 格 叫 做 基本 的 . 基本 网 格 是 边 平行 于 
坐标 轴 的 单位 正方 形 的 网 格 . 由 它 所 生成 的 点 阵 包 含 其 坐标 为 整数 的 点 而 且 仅 仅 包 含 这 样 的 
点 (这样 的 网 格 在 134 题 中 过 到 过 .) 现在 我 们 感 兴趣 的 仅仅 是 这 样 的 网 格 ， 虽 然 读 者 可 以 
毫 无 困难 地 将 下 面 所 说 的 断言 推广 到 由 任意 的 平行 四 边 形 网 格 所 生成 的 点 阵 上 去 .今后 所 说 
的 点 阵 〈 若 不 指明 是 平行 四 边 形 网 格 ) 将 意味 着 是 由 基本 网 格 所 生成 的 点 阵 . 

2 其 坐标 为 整数 的 矢量 叫做 整 点 矢量 .所 有 始点 和 终点 都 和 整 点 重合 的 矢量 是 整 点 矢 
量 ， 反 之 ， 如 果 整 点 矢量 的 一 个 端点 和 整 点 重合 ， 那 么 另 一 个 端点 也 和 整 点 重合 ， 整 点 矢量 
的 和 以 及 整 点 矢量 乘 以 整数 所 得 到 的 矢量 仍然 是 整 点 矢量 ， 由 此 推出 ， 整 点 关于 任何 其 它 整 
点 的 对 称 点 或 关于 连接 两 个 整 点 所 得 到 的 线段 的 中 点 的 对 称 点 仍然 是 整 点 ， 此 外 ， 和 整 点 同 
位 相似 一 一 以 任意 甚 它 的 整 点 为 同位 相似 中 心 而 相似 系数 为 整数 一 一 的 点 也 是 整 点 .直立 上， 
设 a，b 是 整 点 4. 3, C 的 矢 径 ,而 d=45， 这 时 点 4 关于 点 妃 的 对 称 点 对 的 矢 径 等 于 
b 二 4 (图 154. 4) ， 点 4 关于 线段 BC 的 中 点 的 对 称 点 4' 的 矢 答 等 于 一 和 图 154，2，“<、 
4d) ， 和 矢量 4 乘 以 整数 上 所 得 到 的 矢量 的 终点 相 重合 的 点 的 矢 径 等 于 a+Ad (图 1541，e). 
所 有 三 个 矢量 b+d4 cc 十 d4 a+Ad 部 是 整 点 矢量 (最 后 一 个 是 整 点 和 拓 种 是 因为 《是 夭 数 ) ， 
因而 是 整 点 的 矢 径 . 

3) ”现在 我 们 回 到 137 题 ， 设 p 一 (0 中 .49 一 (2,4) 是 整 点 矢量 方程 

ax+ by=m 
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的 左边 可 以 看 作 是 矢量 
xp 十 7q 

的 坐标 ， 根 据 本 题 条 件 ，2%2,c,2 是 这 样 选取 的 ， 
当 x 和 了 取 所 有 的 整数 值 时 ， 我 们 将 得 到 所 有 整 
点 的 矢 径 . 

这 就 意味 着 由 边 为 p，4 的 平行 四 边 形 网 格 
所 产生 的 点 阵 和 基本 的 点 阵 相 重合 ， 换 名 话说， 
后 一 个 点 阵 的 整 点 分 布 在 平行 四 边 形 的 顶点 上 ， 
而 且 任 何 一 个 整 点 都 不 在 平行 四 边 形 的 内 部 或 周 
界 上 ， 顶点 为 整 点 而 且 其 内 部 或 周 界 上 都 不 含有 
任何 一 个 整 点 〈 除 了 和 它 的 顶点 相 重 合 的 整 点 以 
外 ) 的 平行 四 边 形 叫做 基本 的 整 点 平行 四 边 形 ， 

如 果 以 矢量 mw 4 作成 的 平行 四 边 形 的 面 积 
用 这 些 矢量 的 坐标 来 表示 ， 那 么 将 得 到 表达 式 
| ad 一 be | ， 这 样 一 来 ， 如 果 我 们 证 明了 每 一 个 


站 四 、 , 
4 A > yy 
一 一 、、 
a A 所 从 
a 4 
， 8 
用 
4 / 7 kd 
A 
5 1 
do yd 





图 “154 


基本 的 整 点 平行 四 边 形 的 面积 等 于 1 ， 那 么 我 们 就 得 到 了 本 题 的 断言 . 


138 ， 在 正三 角形 43C 的 边 5C，C4，48 上 有 三 点 4,，8,， Ci， 使 


AC,=2C,B, BA,=24,C, 


CB,=2B,4. 


证 明 ， 线 段 44, ，88, ，CC, 所 交 成 的 三 角形 的 面积 是 三 角形 48C 的 面积 的 方 . 
【证 法 1 】 设 C,，4: 和 有; 是 线段 44, 和 BB, ，BB, 和 CC,，CC, 和 4A4, 的 交点 ， 如 果 
我 们 证 明了 .4B8C，,， 八 8CA,， 人 C4B, 的 面积 都 比 八 4;8;C; 的 面积 大 一 倍 ， 那 么 本 题 就 


了 决 了 ， 因 为 这 四 个 三 角形 一 起 组 成 八 48C (图 





155). 


如 果 我 们 能 证 明 点 4;， B,, C: 将 线段 BC，， CA,, 


人 人 48 C 2 和 2 


“4, B,C, 将 可 由 此 推出 ，AC,=C,8,， 

顶点 3 到 4C, 的 高 二 倍 于 顶点 4, 到 C3, 的 高 ， 因 此 ， 

个 48C, 的 面积 一 们 于 仿 4,8,C, 的 面积 . 
根据 本 题 条 件 ，^ 人 48C 是 等 边 的 ， 因 此 4, B,C， 


48B, 平 分 ,那么 可 得 到 面积 之 间 的 比 ， 例如， 对 于 


且 





也 是 等 边 的 旦 线段 4C;，234,，CB, 相等， 因为 当 将 .~ 
ABC 绕 着 自己 的 中 心 旋转 120" 的 时 候 ， 这 个 三 角形 将 
变 到 自身 ， 而 线段 4C，,，，B4,;，CB, 将 从 一 个 变 到 另 一 
个 . 因此， 只 要 证 明 点 4 平分 线段 8C; 就 够 了 . 

设 吃 是 过 顶点 8 的 平行 和 线段 44, 的 直线 和 线段 
CC, 的 延长 线 的 交点 ， 八 4 8DD 是 等 边 的 ， 因 为 它 的 边 
和 正三 角形 4,8,C, 的 边 平行 因此 3D 二 84，;， 又 因 


191 。 





为 84, 二 4AC;,， 所 以 3D 二 4C,， 从 而 AC ,BD 是 平行 上 四边形 . 


线段 8 Cz 和 D4 作为 平行 四 边 形 的 对 边 是 相等 的 .因此 ， 必须 证 明 B4,= 广 D4， 我 们 


研究 八 4;8C ,和 和信 DAC,， 因为 它们 的 边 平行 ， 所 以 这 两 个 三 角形 相似 ， 它 们 的 对 应 边 成 比 
例 ，2B84;: D4= 3C,; 水 := 一 172， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 

【证 法 2 】 本 题 只 须 对 某 一 个 等 边 三 角形 来 证 明 就 行 了 ， 因 为 所 有 的 等 边 三 角形 都 是 相 
似 的， 而 扩大 或 缩小 它 的 边 并 不 影响 八 43C 和 和 人 4 .52:C: 的 面积 比 ， 为 了 证 明 本 题 断 言 ， 最 
简单 的 办 法 是 取 一 个 等 边 八 4; B,C;， 在 它 的 边 4,8;，B,C;，C; 4; 的 延长 线 上 是 在 顶点 
B8,，C,，4; 的 外 边 取 线 段 和 它 的 任 一 边 等 长 (图 156〉 、 这 些 线 段 的 端点 记 作 4，B3,，C 
如 果 原 来 的 八 4; B,C; 是 等 边 的 ， 那 么 以 4，B, C 为 顶点 
的 三 角形 也 一 定 是 等 边 的 、 从 上 一 证 法 中 前 两 段 的 论证 可 推 
出 ， 和 八 4;8:C; 的 面积 是 八 48C 的 面积 的 1/7， 现在 来 证 明 ; 
小 三 角形 4;8;C; 的 边 的 延长 线 在 大 三 角形 48C 的 边 上 所 截 
取 的 线段 等 于 它 的 边 长 的 1/3， 例如 ， 设 C, 是 小 三 角形 的 
边 4;8; 的 延长 线 和 大 三 角形 的 边 48 的 交点 ， 过 顶点 C; 作 
平行 于 线段 4;C ,的 直线 ， 设 这 直线 和 边 48 的 交点 为 C1. 
因为 4C,==C,8,;， 所 以 AC;= 二 C1C,， 此 外 ， 由 C,4,= 一 4,8 
推出 ，C; C= 二 C, 8， 于 是 





BC,=C,C'=C;,A= §48. 





图 156 
对 其 它 两 个 边 也 可 类 似 证 明 .。 因此， 本 题 断 言 对 所 作 的 八 48C ， 从 而 对 每 一 个 等 边 三 角形 . 
都 成 立 . 

【证 法 3 】 我 们 证 明 本 题 断 言 在 八 48C 不 是 等 边 三 角形 而 是 任意 的 三 角形 时 也 是 正确 
的 .将 和 4BC 的 边 4C 和 CB 分 成 三 等 分 (图 157; .将 4C 上 靠近 顶点 4 的 分 点 和 顶点 8 连 


成 直线 ， 过 另 一 个 分 点 、 顶 点 4 与 C 
作 和 所 得 到 的 直线 平行 的 直线 ， 同 样 
地 ， 从 边 3C 上 靠近 顶点 C 的 分 点 入 
手 ， 重复 类 似 的 作法 .结果 我 们 在 
全 48 (的 外 边 得 到 一 个 大 的 外 接 平行 
四 边 形 ， 它 由 3 x 3 个 小 的 平行 四 边 
通过 顶点 C 引 大 平行 见 边 形 的 
对 和 角 线 以 及 与 它 平行 的 小 平行 四 边 形 
的 对 角 线 ， 我 们 得 到 5 条 平行 且 等 距 
的 直线 . 其 中 有 两 条 通过 入 -483C 的 顶 
点 4 和 8， 而 另外 两 条 和 边 48 相交 
- 且 把 它 分 成 三 等 分 ， 后 面 这 两 条 直线 
图 157 中 靠近 顶点 3 的 直线 通过 顶点 C. 
所 引 的 直线 把 小 平行 四 边 形 分 成 全 等 的 三 角形 ， 它 们 构成 三 角形 网 格 ， 且 复 盖 了 原来 的 
个 4BC .在 这 些 三 角形 中 ， 有 一 个 完全 分 布 在 人 48C 内 . 它 的 面积 正好 是 八 48C 的 面积 的 
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177， 我 们 来 证 明 这 一 点 ， 除 了 完全 分 布 在 原 三 角形 内 的 小 三 角形 外 ，. 4 8C 被 12 个 小 三 角 
形 盖 住 了 ， 将 这 些小 三 角形 每 四 个 联 起 来 可 以 组 成 3 个 平行 四 边 形 ， 每 一 个 平行 四 边 形 的 一 
条 对 角 线 和 48C 相应 的 一 条 边 重合 ， 每 一 个 平行 四 边 形 的 面积 等 于 小 三 角形 面积 的 四 倍 . 

这 样 一 来 ， 原 来 的 43C 吓 由 一 个 小 三 角形 和 三 个 面积 大 一 倍 的 三 角形 (每 一 个 三 角 
形 是 一 个 平行 四 边 形 的 一 半 ) 组 成 的 ， 因 此 ， 小 三 角形 的 面积 是 八 48C 的 面积 的 1/7， 这 就 
是 所 要 证 明 的 . 

【证 法 4 】@ 我 们 来 证 明和 更 一 般 的 命题 ， 设 45C 是 任 一 三 角形 ， 在 边 8C，C4.,48 
上 有 三 点 4 ，B ，C, 使 

4C, :CDB=54 :4C=C5 :DBD4=1. 
设 线段 44, ，B88, ，CC, 所 交 得 的 三 角形 是 和 438:C:， 则 〈 图 158) 
ABC, (0 一 1 
\ABU A 十 A 十 1 

这 里 我 们 不 但 用 ,48C 来 表示 这 个 三 角 
形 ， 而 且 还 表示 它 的 面积 . 

我 们 来 证 明 这 个 命题 . 

在 Ci 4,8, 和 和信 88; 4 中， 它们 有 共同 
的 一 条 边 4, 8;， 所 以 它们 的 面积 之 比 等 于 从 
顶点 C, 和 8 到 这 个 边 4, 8, 的 高 之 比 ， 由 A4C,: 
C1;8 二 4A 可 推出 这 两 个 高 的 比 等 于 XA/ 0 十 1)， 














于 是 图 158 
CAB.: BBA 1) 
a 1 1 2 2 1 人 十 于 
在 和信 CB;4, 和 和 八 88;4, 中 ， 由 公共 顶点 38, 到 对 边 的 高 相同 .所 以 
ABB,A,: “CB,A,=BA,: CA,=X. (2) 


由 (1)，(2) 得 


CB,A,: “04,8,= 全 . 


因为 在 CE, 4 和 六 C, 4 8 中 ， 由 公共 的 顶点 4 到 对 边 的 高 相同 ， 所 以 上 式 表 明 





CB,: C,B, = 


由 此 可 推出 
CB,: CC， 一 -4 士 ] 1 
? 5 十 1 十 1 
于 是 
“ACB,: “ACC,=CB,: CC = 4+1 _ 
和 ′ 2 二 1 二 1 
再 由 


AACC,: ABC=AC,: AB=—4 





@ 系 中 译 者 所 加 . 
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便 可 得 到 


和 
ACB,=— ~ 
PT TAFI 人 AEC. 
同 理 可 得 
， 1 
BAC,= ACBA,=- .~ 人 ABC. 
人 :一 全 Fi 人 
于 是 
AABC,= 和 AABC— AACB,— ABAC,— ACBA,= 
A—1)? 
= 和 人 ABC, 
XT 人 人 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 


注 1， 在原 题 188 中 ，14= 2， 于 是 和 4;8,C; 是 和 人 ABC 的 1/7. 
注 2， 当 4 二 1 时 ， 信 4;8;C; 的 面积 等 于 0， 容 易 证 明 这 时 八 4,8;C, 编 成 了 一 点 .这 说 明了 三 角形 
的 三 条 中 线 相交 于 一 点 ， | 


139 ， 证明， 在 任何 一 群 人 中 ， 认 识 这 一 群 人 中 奇数 个 人 的 人 有 偶数 个 , 9 

【证 法 1 】 为 了 证 明 本 题 断言 ， 我 们 对 熟人 对 〈 即 相互 认识 的 一 对 人 ) 的 个 数 利用 完全 
数学 归纳 法 . 

如 果 在 这 一 群 人 中 ， 只 有 两 个 人 相互 认识 〈 即 熟人 对 的 个 数 等 于 1)， 那 么 本 题 断 言 显 
然 成 立 ， 假 设 熟人 对 的 个 数 等 于 丰 时， 断言 成 立 ， 如 果 熟 人 对 的 个 数 增加 1 ， 即 介绍 两 个 原 
来 不 相识 的 人 相 认识 ,将 会 发 生 什 么 情况 呢 ? 如 果 在 这 两 个 人 中 ， 有 一 个 人 在 介绍 之 前 和 奇数 
个 人 相 认 识 ， 而 另 一 个 人 和 偶数 个 人 相 认识 ， 那 么 介绍 之 后 ， 在 这 一 群 人 中 ， 认 识 奇数 个 人 
的 人 的 个 数 不 变 (只 是 具体 的 人 变 了 )， 如 果 在 介绍 之 前 ， 两 个 人 或 者 都 和 偶数 个 人 相 认 
识 ， 或 者 都 和 奇数 个 人 相 认 识 ， 那 么 在 介绍 之 后 ， 在 这 一 群 人 中 ， 认 识 奇 数 个 人 的 人 数 或 者 
增加 2 ， 或 者 减 小 2 ， 因 此 仍然 是 偶数 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 

【证 法 2 】 我 们 对 这 一 群 人 中 的 每 一 个 人 都 问 一 下 他 认识 多 少 人 ， 然 后 把 这 些 答 数 加 起 
来 ， 由 于 每 一 对 熟人 意味 着 两 个 人 彼此 相识 ， 于 是 所 得 到 的 答 数 的 总 和 必定 是 偶数 ， 因 此 ， 
在 这 些 答 数 中 ， 所 有 答 数 为 奇数 的 数 之 和 也 为 偶数 ， 不 然 总 和 就 不 能 为 偶数 ， 由 于 奇数 之 和 
为 偶数 ,所 以 , 答 数 为 奇数 的 个 数 是 偶数 . 因此， 在 一 群 人 中 ， 认 识 奇数 个 人 的 人 有 偶数 个 ， 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 


139 题 可 以 有 很 多 其 它 的 叙述 形式 ， 我 们 引出 其 中 的 一 些 
” 试 证 ， 在 所 有 生活 在 地 球 上 (不 论 什 么 时 候 ) 的 人 们 中 ， 和 奇数 个 人 握 过 手 的 人 有 偶数 


试 证 : 在 任何 一 个 多 面体 中 ， 有 奇数 个 棱 的 面 有 偶数 个 . 
试 证 ， 在 任何 一 个 多 面体 中 ， 有 奇数 条 棱 相 汇 的 项 点 有 偶数 个 . 
所 有 这 些 问题 就 实质 上 来 说 都 可 以 归结 为 图 论 〈 见 852) 中 的 同一 个 问题 : 
在 任何 一 个 有 限 图 中 ， 有 奇数 个 边 相 汇 的 顶点 有 偶数 个 . 
”在 最 后 一 个 问题 中 ， 多 面体 的 顶点 是 图 的 顶点 ， 多 面体 的 楼 是 图 的 边 . 
加 若 4 认 识 8， 则 认为 8 也 认识 4. 一 一 中 译 者 注 . 
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在 原来 的 奥林匹克 试题 以 及 和 奇数 个 人 握 过 手 的 人 数 问 题 中 ， 图 的 顶点 表示 所 说 的 人 ， 
而 互相 认识 或 握 过 手 的 人 所 对 应 的 顶点 用 边 连接 起 来 ， 在 关于 任意 一 个 多 面体 有 奇数 个 棱 的 
面 的 问题 中 ， 多 面体 的 每 一 个 面 对 应 于 图 的 一 个 顶点 ， 对 应 的 面 有 公共 楼 的 顶点 用 边 连接 起 
来 . 

139 题 的 证 明 就 实质 上 来 说 包含 了 上 面 所 指出 的 图 论 中 的 定理 的 证 明 . 


140 ， 假 设 P 了 是 锐角 入 48C 内 的 任 一 点 .证 明 ; 点 了 到 人 48C 的 边 上 的 点 的 最 大 距离 
D 比 最 小 距离 4 至 少 大 一 们 ， 在 什么 条 件 下 ，D= 24? . 

【证 法 1 】 将 人 4B8C 内 的 点 P 和 顶点 <4，B3，,，C 连 起 来 ， 且 由 点 2 引 边 8C，C4,45 
的 垂 线 P4 ,PB, ,PC，( 图 159)， 如 果 三 角形 是 锐角 的 ， 那 么 由 它 的 任 一 内 点 到 三 边 的 垂 线 
的 垂 足 在 这 些 边 的 本 身上 ， 而 不 在 它们 的 延长 线 上 ， 因 此 ， 线 段 了 4，PB，PC 和 愤 线 P4， 
PB, ,PC, 把 原来 的 人 4BC 分 成 6 个 三 角形 ， 这 6 个 三 角形 在 顶点 了 处 的 项 角 之 和 等 于 360"， 
因此 其 中 至 少 有 一 个 项 角 不 小 于 60”， 例 如 ， 设 ZA4PC, 之 60”， 这 时 

d<PC < 小 4P< 生 DD. 

等 式 


= 
d= 地 DD 


仅 当 顶点 了 处 的 6 个 顶 角 都 等 于 60" 时 成 立 ， 但 这 时 边 P4,23,PC 和 三 角形 的 边 之 间 的 夹 
角 等 于 30”. 因此 ， 在 这 种 情况 下 ， 作 48C 是 等 边 的， 而 点 了 和 它 的 内 角 平分 线 的 交点 重合 ， 
即 和 三 角形 的 内 心 重合 . 

【证 法 2 】 设 + 是 内 切 圆 半径 ，R 是 外 接 圆 半径 本题 断言 可 由 不 等 式 


R 
d<r, D>R, ?< 


推出 ， 我 们 来 证 明 这 些 不 等 式 ， 其 中 第 二 个 不 等 式 和 102 题 的 前 半 部 分 相同 ， 因 此 我 们 认为 


C 
| 
| 

| 
| 

| 


一 一 
一 一 一 
地 一 
—— 





图 159 图 160 
不 等 式 吕 之 RR 已 经 被 证 明了 ， 剩 下 的 两 个 不 等 式 可 由 下 面 的 引 理 导出 . 

设 点 P 在 三 角形 内 ， 但 不 和 内 切 圆心 重合 ， 这 时 ， 在 这 点 到 三 角形 三 边 的 距离 中 ,其 中 
有 一 个 小 于 内 切 圆 半径 x， 还 有 一 个 大 于 内 切 圆 半径 7. 

设 P 了 是 人 4B8C 内 的 点 且 不 和 内 切 圆心 O 重 合 。 点 了 属于 人 408, 和 人 8OC, ACO4 中 的 
一 个 (点 了 属于 这 些 三 角形 中 的 两 个 仅 当 它 在 它们 公共 边 上 ， 即 属于 线段 04,，08,0OC 中 
的 一 个 时 ). 例 如， 假设 点 了 属于 人 408 (图 160)， 这 时 ， 点 了 到 边 48 的 距离 小 于 点 O 到 
这 一 边 的 距离 ， 即 小 于 ~， 另 一 方面 ， 内 切 圆 心 O 属于 人 483P， 人 BCP， 人 和 人 CAP 中 的 一 个 ， 
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例如 属于 人 83CP， 因此 ， 点 了 到 边 8C 的 距离 大 于 内 切 圆 半径 > 
不 等 式 & 二 > 可 由 所 证 明 的 引 理 的 前 一 半 推 出 ， 第 三 个 不 等 式 可 证 明 如 下 ， 假 设 4 , 
C, 是 边 8C,， CA，48 的 中 点 ，f 是 人 4,8,C, 的 外接 圆心 (图 161)， 人 4,8,C, 的 外 接 圆 
半径 等 于 Ri2， 根 据 所 证 明 的 引 理 ， 点 了 到 人 48C 的 一 
个 边 假 设 这 个 边 是 48) 的 距离 不 小 于 ~， 假设 FQ 是 
由 点 到 48 的 重 线 . 这 时 
R 


去 FQ<FC, 一 己 ， 


由 此 推出 第 三 个 不 等 式 . 
等 式 4 二 方 人 D 仅 当 所 有 三 个 我 们 证 明 过 的 不 等 式 都 赔 


化 成 为 等 式 时 才 成 立 ， 前 两 个 不 等 式 仅 当 点 P 到 和信 48C 的 
三 边 等 距 以 及 到 三 顶点 等 距 时 成 立 ， 假 设 这 个 条 件 满足 ， 

将 点 己 和 A4BC 的 项 点 连 成 线段 并 由 点 了 向 三 边 作 垂 线 ， 
于 是 和 人 4BC 被 分 成 6 个 全 等 的 直角 三 角形 ,因为 所 有 的 直 
角 三 角形 有 相等 的 斜 边 和 相等 的 一 条 直角 边 ， 这 时 每 一 个 
直角 三 角形 在 顶点 已 处 的 顶 角 都 等 于 60"， 而 和 原来 三 角 
形 的 一 个 顶点 重合 的 顶点 处 的 顶 角 等 于 30”. 因此 ,人 4BC 图 161 


是 等 边 的 用 点 尸 和 内 切 圆 以 及 外 接 圆 的 共同 的 中 心 相 重 合 ， 于 是 /二季 且 关 系 式 4 一 局 成 





也- 

140 题 的 证 法 2 可 以 毫 无 困难 地 推 
广 到 三 维 空间 的 情形 ， 这 时 代替 三 角形 
将 取 四 面体 ， 假 设 4 和 也 是 连接 点 ?和 
四 面体 界面 上 的 点 所 得 到 的 线段 中 最 短 
的 和 最 长 的 线段 的 长 度 ，R 是 外 接 球 面 
的 半径 ,+ 是 内 切 球面 的 半径 ， 与 我 们 
证 明 过 的 相 类 似 的 引 理 和 不 等 式 4<7 对 
四 面体 仍然 成 立 ， 如 果 外 接 球 面 的 中 心 
属于 四 面体 ， 那 么 ， 对 于 通过 四 面体 的 
4 个 界面 重心 的 球面 @ 的 中 心 ， 进 行 和 
图 162 平面 情形 对 点 一 样 的 论证 ， 我 们 将 得 


到 不 等 式 r < 分， 最 后 ， 利 用 186 题 的 断言 可 以 证 明 不 等 式 DD 之 R. 这 样 一 来 . 如 果 四 面体 包 





含 外 接 球 心 ， 那 么 4 达 专 D， 而 且 等 式 当 且 仅 当 四 面体 为 正四 面体 ， 点 了 和 外 接 球面 以 及 内 


切 球面 共同 的 中 心 重合 时 才 成 立 . 
由 下 面 的 证 法 看 出 ， 本 题 结论 对 任意 的 三 角形 (和 任意 的 四 面体 ) 仍然 成 立 . 
【证 法 3 】 通 过 人 48C 的 重心 3 作 平行 于 边 48 的 直线 图 162). 所作 的 直线 从 全 42 
@ ”这 个 球面 的 半 径 等 于 R /3， 一 一 中 译 者 注 ， 
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中 截 出 一 梯形 ， 从 高 CC, 中 截 出 一 线段 CC， 
UC, 的 长 度 等 于 高 CC, 的 1/3， 如 果 『 是 线 
段 PC 和 所 作 直 线 的 交点 ， 那 么 从 梯形 的 任 
意 一 点 了 到 它 的 底 48 的 距离 , 即 线段 PP， 

的 长 ， 满 足 不 等 式 


PP < UC,= UC 7C- 


1 
元 2C 





因此 ， 从 点 ?到 三 角形 的 顶点 C 的 距离 至 少 
比 点 了 到 边 48 的 距离 大 一 信 ， 即 对 于 梯形 
的 任 一 点 本 题 断言 成 立 . 

因此 ， 本 题 断 言 对 包含 在 梯形 中 的 
人 S48 的 任意 一 点 都 成 立 ， 通过 人 48C 的 . 
重心 S 作 直线 和 它 的 边 4C 和 BC 平行 ， 进 图 163 
行 同样 的 论证 ， 我 们 可 以 得 到 本 题 断 言 对 于 人 S83C 和 八 SC4 的 任意 一 点 都 成 立 .因为 人 SAB， 
人 BC， 人 SCA 构成 了 A48C ， ee 

如 果 从 平面 pain 间 情 形 ， 代 替 三 角形 ， 我 们 研究 四 面体 〈 图 163)， 其 证 明 就 其 实 
质 来 说 没有 什么 改变 . 








141 ， 假 设 4<5<c<d， 如 果 变 量 +，y，z，t 是 数 4, 8,，c，d 的 某 一 排列 ， 那么 表 
达 式 
Nn 二 (Xx 一 外 ?十 (y 一 828) 十 (2s 一 41)? 十 (tf 一 XX)? 
可 以 取 多 少 种 不 同 的 值 ? 
【解法 1 】 由 函数 2 的 形状 推出 ， 当 变量 作 循 环 排列 时 ， 函 数值 不 变 ， 因 此 ， 不 失 一 般 
性 ， 可 以 认为 +=4a.， 车 变量 的 值 4， 如， is， 用 4， ,如 这 一 组 值 来 代 丈 ， 我 们 仅仅 
改变 了 所 有 的 差 的 符号 ， 但 因为 在 中 包含 的 项 是 差 的 平方 ， 所 以 2 的 值 在 这 种 蔡 换 下 仍然 
不 变 ， 这 样 一 来 ， 数 68，c，d 的 六 种 排列 中 只 有 三 种 可 能 使 x 取 不 同 的 值 ， 数 8, c, 4 的 这 
三 种 排列 确实 使 n 取 不 同 的 值 ， 事 实 上 ， 一 方面 
n(a, b,c, d)—n(a, 6, d, ¢)= 
一 (一 cc 十 (dd 一 0 一 (0 一 0 一 (一 0 一 
= 2(bd+ac— bc—ad)= 2(0—a)(d—c)>0., 
因为 根据 本 题 条 件 ， 因 子 8 一 4 和 4 一 + 是 正 的 .而 另 一 方面 ， 同 样 可 得 
n(a, c, 6, d)—n(a, b,c, 4)= 
一 (4 一 上 十 (一 4 一 (2 一 0 一 (一 4 一 
= 2(ab+cd—ac—bd)= 2(c—b)(d—a)>0. 
这 样 一 来 ,表达 式 7 所 取 的 值 可 以 按 太 小 排列 如 下 : 
n(a, c; b, 4d)>n(a, b, ce, d) ~n(a, b, d, c). 
【解法 2 】 显 然 ， 表达 式 
N(x, y, 2, 1f)+ (x2) + (一 ”一 
0 2 十 (十 总 十 2 十 1 ) 一 2 (x2 十 yt) 
与 我 们 选取 数 4, b,c, 4 的 哪 一 种 排列 作为 自 变 量 的 值 是 无 关 的 ， 因 为 它 是 自 变 量 的 两 两 


» 197 ， 








之 间 的 6 个 差 的 平方 和 . 表达 式 Xx? 二 六 十 十 对 自 变量 的 值 *,，48,c,， 4 的 任 一 排列 也 取 
同一 个 值 ， 因 此 ，?# 的 值 仅 与 表达 式 xz 十 以 取 怎样 的 值 有 有关， 且 和 它 一 起 达到 最 大 值 和 最 小 
值 . 
表达 式 ?二 xs 十 yt 的 值 与 以 怎样 的 方式 将 数 4,， 6,，c， 4 分 成 对 有 关 ， 因为 2 不 是 别 的 ， 
而 是 每 一 对 数 的 乘积 之 和 ， 数 4，28，c, 4 可 以 用 三 种 不 同 的 方法 分 成 对 (例如 ， 数 4 和 5 算 
作 一 对 ，“ 和 4 算 作 另 一 对 ) ， 因 此 ”有 三 个 值 
2 一 0 十 cd， 2 一 CC 十 0200， 2 一 0d 十 bc， 
这 些 值 是 不 同 的 ， 且 满足 不 等 式 
2 二 0 

因为 

2 一 0 一 (dd 一 4)0C 一 六 ) 人 >0， 

-VV = (ba)(d—c)>0, 
因此 ， 例 如 ， 当 x==4，y=c<，# 二 56，t 一 4d 时， 吕 达 式 n 取 最 大 值 ， 当 xX 二 4，y 一 b，s 二 4d， 
一 上 时 ， n 取 最 小 值 ， 
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二 十 、1947 年 一 1951 年 试题 及 解答 


142 . 证明: 如 果 ? 是 奇数 ， 那 么 
46 "十 296 X13” 

能 被 1947 整 除 . 

【证 法 1 】 因 为 1947 二 33 X59， 而 33 和 59 互 素 ， 所 以 只 要 证 明 ( 见 $ 23): 46" 十 296 X13” 
分 别 能 被 数 33 和 59 整 除 就 行 了 ， 我 们 知道 ，a" 一 6" 能 被 a 一 5 整除 , 而 且 如 果 2 是 奇数 ， 那 么 
a 十 b" 能 被 a 二 5b 整除 .因此 ，46" 十 296 X13 二 (46 一 13") 十 9 X33 X13" 能 被 46 一 13 二 33 整 
除 ， 而 当 是 奇数 时 ，46 十 296 X13 二 (46 十 13") 十 5 X59 X13 能 被 46 十 13==59 整除 .从 而 
本 题 断言 获 证 . 

【证 法 2 】 不 把 数 1947 分 解 成 互 素 的 因子 也 可 解答 142 题 ， 如 果 将 本 题 条 件 中 所 说 的 表 
达 式 变换 一 下 ， 例 如 变 成 下 面 的 形式 . 

46 "十 296 X13 二 46(46” /一 13” 人 人) 十 (46 十 296 X13) X13"- 
因为 数 有 是 奇数 ， 所 以 数 上 一 1 是 偶数 ， 因 此 右边 第 一 个 被 加 项 含有 的 因子 46”-' 一 13"-! 
46? 一 13? 一 (46 一 13)(46 十 13) 一 1947 整 除 . 右边 第 二 个 被 加 项 含有 因子 46 十 296 x 13 一 
x1947. 因此 . 整个 表达 式 46" 十 296 x 13" 能 被 1947 整 除 . 
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143 . 证 明 ， 在 任何 六 个 人 中 ， 总 可 以 找到 三 个 相互 认识 的 人 或 三 个 相互 不 认识 的 人 
(如 果 有 4 认识 2B，B 也 认识 4， 就 认为 4 和 8 是 相互 认识 的 ). 
【证 明 】 假 设 4 是 6 个 人 中 的 一 个 人 . 我 们 先 假设 4 和 这 些 人 中 的 3 个 人 相互 认识 .如 
条 这 3 个 人 中 有 两 个 人 相互 认识 ， 那 么 ， 他 们 和 4 这 三 个 人 便 满足 本 题 条 件 ， 因 为 他 们 之 中 
的 任何 两 个 人 都 相互 认识 ， 如果 和 4 相识 的 3 个 人 之 间 彼 此 都 不 相识 ， 那 么 他 们 这 3 个 人 也 
满足 本 题 条 件 ， ， 
现在 我 们 假设 在 6 个 人 中 有 3 个 人 不 认识 4. 如果 他 们 之 中 有 两 个 人 彼此 不 相识 ， 那 么 
4 和 这 两 个 人 满足 本 题 条 件 ， 因 为 他 们 三 人 彼此 不 相识 ， 如果 和 4 不 相识 的 三 个 人 中 ,任意 
两 个 人 都 彼此 相识 ， 那 么 他 们 三 人 也 满足 本 题 条 件 . 
在 6 个 人 中 没有 任何 三 个 人 和 4 相识 ， 也 没有 任何 三 个 人 和 4 不 相识 的 情况 是 不 可 能 的 ， 
因为 这 时 和 4 相识 的 人 数 不 大 于 2 且 和 4 不 相识 的 人 数 也 不 大 于 2 ， 于 是 总 人 数 (包括 4 在 
内 不 得 大 于 3， 这 样 一 来 ， 本 题 断言 对 所 有 的 情况 都 成 立 .* 


$ 68. 与 完全 图 有 关 的 菜 些 问题 


1) 用 图 论 ( 见 $ 52) 的 语言 来 “翻译” 本题 的 条 件 . 为 了 便于 翻译 ， 我 们 利用 某 些 新 
的 概念 ， 关 于 什么 是 完全 图 和 子 图 ， 已 经 在 §54 中 说 过 了 . 

如 果 图 G 包含 和 图 艺 相 同 的 项 点， 但 是 在 G 中 任何 两 个 顶点 之 间 当 上 且 仅 当 它们 在 五 中 设 
有 用 边 连接 时 才 用 边 连接 ， 而 且 在 G 中 任何 两 个 项 点 不 能 用 多 于 一 条 的 边 相 连接 ， 则 图 G 叫 
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做 图 C 的 补 图 . 

当 回 到 143 题 的 条 件 中 所 说 的 一 群 人 时 ,我 们 使 它 的 每 一 个 成 员 对 应 于 图 的 一 个 顶点 ， 而 
且 两 个 顶点 所 对 应 的 成 员 相互 认识 的 话 ， 就 把 这 两 个 项 点 用 边 连 接 起 来 . 本 题 的 断言 可 叙述 
如 下 . 

设 G 是 任何 一 个 有 6 个 顶点 的 图 . 这 时 或 者 是 图 G， 或 者 是 它 的 补 图 包含 有 3 个 顶点 的 
完全 子 图 . 

这 个 断言 可 以 叙述 成 下 面 不 太 对 称 的 形式 ; 

如 果 在 有 6 个 顶点 的 图 中 ， 任 何 3 个 项 点 之 间 有 2 个 顶点 有 边 相 连接 ， 那 么 这 样 的 图 包 
含 具有 3 个 顶点 的 完全 子 图 . 

2〉 由 最 后 一 个 问题 产生 了 下 面 比 较 一 般 的 问题 ， 是 否 对 每 一 个 自然 数 不 都 可 以 找到 这 
样 的 数 2 C8) ， 使 得 在 至 少 有 2 (如 个 顶点 的 图 中 ， 若 任何 三 个 顶点 中 有 两 个 顶点 彼此 有 边 相 
连接 ， 那 么 这 样 的 图 包含 有 个 顶点 的 完全 子 图 ; 如 果 这 样 的 数 x (有 存在 ,那么 其 中 最 小 的 
是 多 少 ? 

我 们 用 完全 数学 归纳 法 来 证 明 具 有 上 面 所 说 的 性 质 的 数 x (对 于 任何 - -个 自然 数 都 
是 存在 的 . 由 134 题 断言 推出 ，k 二 3 对 应 于 nn(3) 二 6 (显然 t2 对 应 于 2 (2) 三 3) . 

我 们 假设 ， 对 某 一 个 存在 对 应 于 它 的 值 (如 ， 设 G 是 具有 那 种 性 质 的 图 ; 它 的 任何 三 
个 顶点 中 的 两 个 顶点 有 边 相 连 ， 而 且 不 含有 具有 十 1 个 顶点 的 完全 子 图 . 我 们 来 计算 一 下 图 
G 可 能 有 多 少 个 顶点 . 从 它 的 顶点 中 任 取 一 个 顶点 P， 在 图 G 中 ， 和 PP 没有 用 边 连接 的 顶点 
应 该 是 图 G 的 完全 子 图 的 顶点 ， 因 为 如 果 Q@ 和 是 这 样 两 个 顶点, 那么 在 三 个 顶点 P、Q、R 
中 ， 仅 仅 是 它们 可 以 用 边 连 接 . 因此 ， 图 G 中 和 我 们 所 选取 的 项 点 ?没有 边 连接 的 所 有 顶点 
彼此 有 边 相 连 ， 即 属于 图 G 的 完全 子 图 ， 因 为 图 G 不 包含 有 十 1 个 顶点 的 完全 子 图 , 所 以 图 
G 中 和 和 我们 所 取 的 顶点 卫 没 有 边 连 接 的 项 点 不 得 多 于 个 . 

现在 我 们 研究 图 G 的 一 个 子 图 ， 它 的 每 一 个 项 点 和 我 们 所 取 的 顶点 已 有 边 相连 . 包含 在 
这 个 子 图 中 的 任何 一 个 完全 子 图 的 顶点 的 个 数 小 于 &， 因 为 不 然 的 话 ， 若 存在 有 & 个 顶点 的 
完全 子 图 ， 再 加 上 项 点 P， 我 们 就 得 到 有 & 十 1 个 顶点 的 完全 子 图 , 它 是 不 可 能 的 . 因为 加 到 
图 G 上 的 条 件 对 图 G 的 任何 一 个 子 图 也 都 成 立 ， 所 以 根据 归纳 假设 ， 在 那些 和 所 取 的 顶点 P 
有 边 连 接 的 图 G 的 项 点 上 张 成 的 子 图 包含 不 多 于 (如 一 1 个 顶点 . 因此 图 G 包 含有 不 多 于 

1 二 十 nn(k) 一 1 一 2 (kk) 十 
个 顶点 ， 这 样 一 来 ， 如 果 在 具有 
1 06) 十 有 十 1 一 2 (十 1) 
个 顶点 的 图 中 ,任意 三 个 顶点 中 有 两 个 顶点 彼此 之 间 有 边 相连 , 那么 这 样 的 图 包含 有 具有 十 1 
个 顶点 的 完全 子 图 . 这 就 证 明了 所 说 的 断言 对 十 1 也 正确 . 因此 ， 它 对 所 有 的 4 值 是 正确 的 . 
从 上 面 所 进行 的 证 明 看 出 ，z (名 的 一 个 可 能 的 值 由 公 于 
n (=1+2+ +h tl 
得 到 . 

当 =2 和 = 3 时 ， 由 这 个 公式 计算 出 来 的 a ( 嫩 的 值 和 最 小 的 值 一 致 ;4(2) 二 3, (3) 二 6. 
在 一 般 的 情况 下 ， 还 不 知道 x (如 的 最 小 值 . 

利用 158 题 的 断言 ( 见 §$ 71) 可 以 证 明 : n(%) 的 最 小 值 不 能 小 于 3 一 3. 已 经 知道 
了 更 强 得 多 的 结果 : 巴尔 . 爱 尔 焦 什 证 明了 ,对 于 任何 常数 c 和 之 k(c) ,存在 有 
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和 个 项 点 的 图 ， 它 具有 那样 的 性 质 : 在 任何 三 个 顶点 中 ， 至 少 有 2 个 项 点 彼此 用 边 连接 ， 


而 且 不 含有 个 顶点 的 完全 子 图 . 
3) 由 于 上 面 所 说 的 和 原 题 143 等 价 的 图 论 中 的 问题 而 产生 了 一 个 问题 : 是 否 对 于 所 有 的 








个 顶点 的 完全 子 图 ? 如 同类 似 于 上 面 所 进行 的 论证 所 表明 的 ， 这 样 的 数 m (对 所 有 的 自然 数 
都 是 存在 的 ， 例 如 

m (A) = C!s. 
最 小 的 m (的 值 还 不 知道 .巴尔 ， 爱 尔 焦 什 证 明了 ， 





jz (有 之 2 


必须 注意 ， 由 爱 尔 焦 什 所 提出 的 证 明 ， 在 两 种 情况 下 都 只 能 推出 具有 所 要 求 的 性 质 的 图 
的 存在 性 ， 而 不 是 作 这 种 图 的 具体 方法 .学 会 作 相应 的 图 将 是 十 分 有 趣 的 . 

正 像 在 $ 54 中 所 证 明 的 ， 如 果 图 是 无 限 的 ， 那 么 无 论 是 它 本 身 ， 或 是 补 图 ， 都 含有 无 限 
的 完全 子 图 . 


144 ， 设 小 圆 的 半径 为 x/2， 大 圆 的 半径 为 7. 试问 ， 最少 要 用 多 少 个 这 样 的 小 圆 才 能 ; 
大 圆 盖 住 ? 

【 解 】1) 半径 为 > 的 圆 可 用 7 个 半径 小 一 半 的 圆 盖 住 . 圆 的 分 布 如 图 164 所 示 : 6 个 小 
圆 的 圆心 和 大 圆 的 内 接 正 六 边 形 的 边 的 中 点 重 
合 ， 第 7 个 小 圆 的 圆心 和 大 圆 的 圆心 重合 . 

我 们 来 证 明 ， 这 样 分 布 的 7 个 小 圆 确实 盖 住 
了 大 圆 . 假设 48 是 大 圆 的 内 接 正 六 边 形 的 一 个 
边 ，C 是 它 的 中 点 ， 显 然 ， 只 需 研 究 大圆 的 一 部 
份 , 即 在 8OC 内 且 在 以 点 O 为 圆心 ，r/2 为 半 
径 的 圆 外 的 那 一 部 分 . 

于 是 ， 需 要 证 明 ， 如 果 点 了 在 BOC 内 或 
边界 上 ， 且 /2<DP<r， 那 么 CP<zr/2. 在 半 
径 OB 上 取 线 段 OQ 和 线段 OP 相等 .这 时 点 Q 在 ，. 
线段 8D 上 ， 这 里 马 是 半径 08 的 中 点 .因为 在 
人 COP 和 和 COQ 中 ， 有 两 组 边 对 应 相等 ， 且 它 
们 的 夹 角 有 下 面 的 关系 ，ZCOP 过 人 COQ, 所 以 
CP 之 CQ， 因 此 ， 只 要 证 明 CQ 之 +/2 就 行 了 . 这 
一 不 等 式 是 成 立 的 ， 因 为 A 8CD 是 等 边 三 角形 ， 边 长 等 于 +/2， 连接 它 的 顶点 和 对 边 上 的 任 
意 一 点 的 线段 不 可 能 大 于 x/2. 

2) ”用 少 于 7 个 半径 为 +/2 的 圆 ， 不 能 盖 住 半径 为 + 的 圆 . 我 们 用 下 面 的 办 法 来 证 明 这 
一 点 .因为 在 半径 为 >/2 的 圆 中 ， 两 点 之 间 最 大 的 距离 等 于 ”; 而 在 半径 为 > 的 圆周 上 ， 弧 长 
为 圆周 长 的 176 的 两 点 之 间 的 直线 距离 正好 等 于 >, 所 以 小 圆 只 能 盖 住 大 圆 圆 周 的 一 部 分 ,而 
且 这 一 部 分 不 超过 整个 圆周 长 的 1/6. 因此 ,为 了 盖 住 大 圆 的 圆周 ， 至 少 必须 用 6 个 小 圆 . 但 
这 6 个 小 圆 不 能 盖 住 大 圆 的 圆心 ， 因 为 假若 某 个 小 圆 盖 住 了 大 圆 的 圆心 ， 那 么 这 个 小 圆 最 多 
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和 大 圆 的 圆周 有 一 个 公共 点 . 所 以 用 6 个 小 加 是 不 能 盖 住 大 圆 的 . 


145 ，1948 年 10 月 23 日 是 星期 六 . 可 以 断言 元 旦 是 星期 日 的 天 数 比 是 星期 一 的 天 数 多 
吗 ? 

【 解 】1) 按照 历法 规定 ， 如 果菜 年 的 年 号 能 被 4 整除， 那么 这 一 年 算 作 闵 年 .但 是 对 
于 那些 年 号 最 后 是 两 个 零 的 ， 只 有 当 它 的 年 号 能 被 400 整 除 时 , 才 算 作 国 年 . 所 以 ， 每 世纪 开 
头 的 那 一 年 为 头 年 是 很 少 的 ， 每 400 年 才 有 一 个 状 年 ,每 一 个 常年 有 365 天 ， 而 半年 比 常年 多 
一 天 . 不 难 算出 ， 每 400 年 有 97 个 闷 年 .因此 ，400 年 所 包含 的 总 天 数 等 于 400 x365 十 97. 由 
于 365 被 7 除 时 余 1 ， 所 以 400 年 所 包含 的 总 天 数 被 7 除 时 ,其 余数 等 于 497 被 7 除 时 的 余数 . 
由 于 497 能 被 7 整除 ， 所 以 我 们 可 以 断定 ;每 过 400 年 ， 日 历 又 重复 了 ， 某 年 的 一 月 一 日 的 星 
期 数 @ 和 400 年 前 的 一 月 一 日 的 星期 数 是 相同 的 ， 因 为 400 不 能 被 7 整除 ， 所 以 一 星期 的 7 个 
星期 数 不 可 能 以 同样 的 次 数 在 一 月 一 日 出 现 . . 

于 是 ， 原 题 可 化 成 下 面 的 问题 能 否 断 言 在 400 年 内 , 一 月 一 日 是 星期 日 的 天 数 比 是 星期 
一 的 天 数 多 ? 

2) 因为 365 被 7 除 余 1 ， 所 以 , 每 经 过 一 个 常年 ， 一 月 一 日 的 星期 数 往 后 推 1 天 . 例如 
某 一 年 的 一 月 一 日 是 星期 由， 那么 ， 它 后 一 年 的 一 月 一 日 是 星期 一 ， 经 过 一 个 国 年 ， 一 月 一 
日 的 星期 数 往 后 推 两 天 〈 由 星期 日 变 到 星期 二 ). 我 们 来 作 一 个 统计 表 ， 选 取 连 续 的 400 年 , 逐 
一 写 出 所 有 400 年 的 一 月 一 日 的 星期 数 ， 我 们 还 在 统计 表 每 一 个 央 年 “400 年 间 共 有 97 个 韶 
年 ) 的 一 月 一 日 后 面 ， 记 上 这 一 年 的 12 月 31 日 的 星期 数 . 于 是 在 我 们 的 统计 表 中 ， 得 到 星期 
数 的 一 个 紧 接着 一 个 的 正常 序列 ， 这 就 是 说 ， 星 期 一 后 面 紧 跟着 的 是 星期 二 ， 星 期 二 后 面 紧 
跟着 的 是 星期 三 ， 星 期 三 后 面 紧 跟 着 的 是 星期 由 ，…… ， 星 期 日 后 面 紧 跟着 的 是 星期 -， 而 
且 在 这 个 序列 中 ， 每 一 个 星期 数 所 出 现 的 次 数 是 相等 的 〈 恰 好 71 次 ) . 

这 样 一 来 ， 如 果 我 们 能 证 明 97 个 阔 年 的 最 后 一 天 是 星期 日 的 天 数 比 是 星期 一 的 天 数 少 ， 
那么 就 证 明了 一 月 一 日 是 星期 日 的 天 数 比 是 星期 一 的 天 数 多 . 

3) 我 们 再 来 作 一 个 表 (这 个 表 比 上 面 的 表 要 简单 一 些 ) ， 逐 一 写 出 从 1600 年 到 1996 年 
的 每 一 个 国 年 的 12 月 31 日 的 星期 数 ， 然 后 从 所 得 到 的 表 中 划 去 1704, 1708, 1804, 1808，1904， 
1908 年 的 12 月 31 日 的 星期 数 (下 面 将 可 以 看 出 我 们 为 什么 要 这 样 做 ) ， 于 是 在 我 们 的 统计 表 
中 剩 下 91 个 星期 数 ， 而 旦 这 些 星期 数 一 个 比 一 个 往 前 推 两 天 〈 例 如 在 星期 日 后 面 写 的 是 星期 
五 ， 星 期 四 后 面 写 的 是 星期 二 ) .我 们 来 证 明 这 个 断言 .在 我 们 的 统计 表 中 ， 从 一 个 12 月 31 
日 到 下 一 个 12 月 31 日 ， 其 间 经 过 了 4 年 或 16 年 .如果 从 一 个 12 月 31 日 到 下 一 个 12 月 31 日 经 过 
了 4 年 ， 在 这 4 年 中 有 一 个 国 年 和 三 个 常年 ， 所 以 总 天 数 被 7 除 时 ， 余 数 是 5 ， 即 第 二 个 12 
月 31 日 的 星期 数 比 第 一 个 12 月 31 日 的 星期 数 “ 落 后 ”了 五 天 ， 这 也 谨 是 说 ， 往 前 推 了 两 大 . 
如 果 从 一 个 12 月 31 日 到 下 一 个 12 月 31 日 ， 其 间 经 过 了 16 年 (例如 ,从 1896 年 12 月 31 日 到 1912 年 
12 月 31 日 便 是 这 样 的 ) ， 其 中 有 3 个 国 年 (1904，1908，1912). 因此 ， 从 一 个 12 月 31 日 到 下 
一 个 12 月 31 日 的 总 天 数 被 7 除 时 ， 其 余数 与 16 十 3 二 19 被 7 除 的 余数 相同 , 即 余 5. 所 以 无 
论 在 哪 一 种 情况 下 ， 上 面 所 说 的 断言 都 是 对 的 . 

由 上 面 的 证 明 可 以 推出 ， 在 由 91 个 12 月 31 日 所 构成 的 统计 表 中 ， 一 星期 的 每 一 天 所 出 现 
的 次 数 是 一 样 多 的 (恰好 13 次 ) ， 这 是 因为 在 统计 表 的 每 7 个 连续 的 12 月 31 日 中 ,星期 一 到 旺 
期 日 正好 都 出 现 一 次 ， 而 91 又 能 被 7 整除 . 这 样 一 来 ， 原 来 的 问题 又 可 以 化 成 直面 的 问题 
和 @@ 时 期 数 是 括 这 一 天 艳星 期 几 的 数字 ,如 对 于 星期 就 说 它 的 是 期 数 等 于 1 中 谋 者 注 
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能 否 断 言 1704，1708，1804，1808，1904，1908 年 的 12 月 31 日 是 星期 日 比 是 星期 一 少 ? 

4) 下 面 我 们 来 具体 地 算出 1704，1708，1804，1808，1904，1908 年 的 12 月 31 日 是 星期 几 . 

因为 10 月 23 日 到 这 一 年 的 12 月 31 日 共有 8 十 30 十 31 一 69 天 ，69 被 7 除 时 余 6 ， 所 以 1948 年 12 
月 31 有 日 是 星期 五 . 1908 年 12 月 31 日 到 1948 年 12 月 31 日 的 总 天 数 被 7 除 时 ,其 余数 和 40 十 10 二 50 
被 7 除 的 余数 相同 ， 即 余 1， 央 此 1908 年 12 月 31 日 是 星期 四 . 

1808 年 12 月 31 日 到 1908 年 12 月 31 日 和 1708 年 12 月 31 日 到 1808 年 12 月 31 日 的 总 天 数 被 7 除 
时 ， 其 余数 和 数 100 十 24== 124 被 7 除 的 余数 相同 ， 即 余 5， 所 以 ，1808 年 12 月 31 日 是 星期 
六 ，1708 年 12 月 31 日 是 星期 一 . 

由 此 我 们 可 以 推出 ，1904，1804，1704 年 的 12 月 31 日 分 别 是 星期 六 ， 星 期 一 ， 星 期 三 ， 内 
为 就 象 我 们 在 3) 中 所 证 明 的 那样 ， 如 果 两 个 “ 相 邻 ”的 闽 年 之 间 相 隔 4 年， 那么 某 一 个 周年 的 
12 月 31 日 的 星期 数 比 上 一 个 半年 的 12 月 31 日 的 星期 数 往 前 推 两 天 . 

于 是 ， 对 问题 “1704，1708，1804，1808，1904 和 1908 年 的 最 后 一 天 是 星期 日 比 是 星期 
一 是 否 要 少 ”的 回答 是 肯定 的 . 这 样 一 来 ， 对 原 题 的 回答 也 是 肯定 的 ， 一 月 一 日 是 星期 日 比 
是 星期 一 要 多 . | * 

不 难 算出 ， 在 400 年 间 , 一 月 一 日 有 56 次 是 星期 一 和 星期 六 ，57 次 是 星期 三 和 星期 四 ，58 
次 是 星期 日 、 星 期 二 和 星期 五 . 


的 





146. 证 明 : 除 四 面体 外 ， 不 存在 任何 一 个 凸 多 面体 @， 它 的 每 一 个 顶点 和 所 有 其 余 的 
顶点 之 间 都 有 楼 相连 接 . 

【证 法 1 】 我 们 假设 某 个 凸 多 面体 了 有 多 于 四 个 的 顶点, 而 和 且 每 一 个 项 点 和 其 它 所 有 的 
顶点 都 有 楼 连接 起 来 ， 我 们 来 证 明 这 样 的 假设 会 导致 矛盾 . 

多 面体 的 每 一 个 面 都 具有 三 角形 的 形状 ， 因为 在 每 一 个 边 数 更 多 的 多 边 形 中 ， 总 可 以 
找到 两 个 顶点 ， 它 们 之 间 没 有 边 相 连接 . 多 面体 了 的 楼 4B 是 两 个 三 角形 一 一 相交 于 楼 48 
的 两 个 面 一 一 的 公共 边 ， 因 为 多 面体 了 的 顶点 数 大 于 4， 那 么 这 个 多 面体 还 有 那样 的 顶点 
C ， 即 和 相交 于 棱 48 的 三 角形 的 面 的 项 点 不 相 重 合 的 项 点 ， 因 此， 和信 4B8C 不 是 多 面体 的 面 . 

人 和信 4BC 的 边 是 多 面体 书 的 楼 . 沿 着 这 些 楼 剪 开 ， 这 时 多 面体 的 表面 分 离 成 两 片 ， 因 为 己 
是 凸 多 面体 〈 仅 仅 在 这 个 地 方 利 用 了 多 面体 表面 的 凸 性 ， 非 凸 多 面体 的 表面 在 沿 棱 48, BC - 
和 C4 前 上 开 后 ， 也 许 不 能 分 离 成 单个 的 片 ). 在 每 一 片 内 至 少 包含 有 多 面体 的 一 个 项 点 ， 因 
为 任何 一 片 都 不 和 入 4BC 重合 . 设 轧 是 在 某 一 片 内 的 多 面体 的 顶点 , 而 是 在 另 一 片 内 的 
顶点 . 根据 本 题 条 件 ， 连 接 项 点 D 和 EE 的 线段 应 该 是 多 面体 P 的 棱 , 并 因此 ，DE 和 两 片 的 
边界 ( 八 4BC 的 周 界 ) 在 某 处 相交 ， 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 楼 DE 和 楼 4B,，8C，C4 中 的 
任何 一 个 既 没 有 公共 点 也 不 相交 . 

【证 法 2 】 如 果 多 面体 的 = 个 项 点 两 两 彼 此 用 楼 相 连 ,那么 多 面体 总 共有 C3? 个 校 .因为 每 一 
条 楼 属于 两 个 面 的 边界 ， 而 每 一 个 面 硅 少 有 三 条 棱 ， 所 以 多 面体 的 面 数 不 大 于 所 Cz. 利用 对 
凸 多 面体 成 立 的 欧 拉 定 理 ， 我 们 得 到 不 等 式 


nn 十 号 C2 之 C2 二 2. 





将 其 两 边 乘 以 6 并 化 简 ， 我 们 得 到 


@ 虞 化 在 一 个 平面 上 的 立体 不 能 算 作 多 面体 ， 因 此 特别 是 ， 多 面体 的 项 点 不 得 少 于 4 个 . 
一 一 俄 详 者 注 . 
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62 十 27(0 一 1 之 32(2 一 1) 十 12， 
nn 一 7n 二 12 之 0， 


(Xn—3)(n—4)< 0. ， 
由 此 推出 ， 在 所 有 的 整数 值 中 ，n 只 能 取 这 样 的 值 : 2 = 3 和 ?2 一 4. 因 为 多 面体 至 少 有 
4 个 顶点， 所 以 2 = 3 不 可 能 成 立 ， 剩 下 唯一 可 能 的 值 x = 4， 因此， 其 每 一 个 项 点 和 所 有 
其 余 的 顶点 都 有 棱 连 接 的 只 能 是 四 面体 . 
我 们 指出 ， 虽 然 我 们 没有 充分 利用 多 面体 凸 性 这 个 和 条件， 但 是 它 却 不 能 去 掉 ， 正如 阿 柯 
希 . 恰 沙 尔 所 证 明 的 那样 ， 本 题 断 言 对 任意 的 多 面体 是 不 成 立 的 . 他 作出 了 有 7 个 顶点 的 非 
凸 多 面体 ， 它 的 项 点 彼此 之 问 都 有 棱 相 连 . 


147 证明， 从 个 给 定 的 自然 数 中 ， 总 可 以 挑选 出 若干 个 数 至 少 一 个 ,也 可 能 是 全 
体 ) ,它们 的 和 能 被 # 整除 


【证 阴 】 设 Cy Gy On 是 给 定 的 7 个 数 . 我 们 来 研究 和 


U1, 

0 + Co， 

a 十 dz 十 05 
十 十 十 上 a. 


将 这 些 和 分 成 n 类 ,所 有 被 x 除 时 余数 相同 的 算 作 同 一 类 . 

如 果 所 有 的 和 数 被 x 除 时 余数 都 不 相同 ， 那 么 有 一 个 和 数 被 2 除 时 余数 为 0 ， 这 是 因为 
总 共 只 及 个 不 同 的 余数 ，0, 1,…，# 一 1， 因此， 在 这 种 情况 下 ， 本 题 的 断言 成 立 . 

如 果 在 个 和 中 ， 有 两 个 和 扁 于 同一 类 (被 * 除 时 ， 余 数 相同 ) ,那么 在 这 两 个 和 数 中 有 
一 个 和 数 的 被 加 项 的 个 数 比 另 一 个 多 ， 在 这 种 情况 下 ， 包 含 在 一 个 和 数 中 但 不 包含 在 另 一 个 
和 数 中 的 那些 被 加 项 的 和 能 被 x 整除 ， 这样 一 来 ， 本 题 断 言 在 这 种 情况 下 也 成 立 . 


148 . 证 明 : 对 每 一 个 正 角 a 一 180*， 有 不 等 式 
Sinw + 去 sin2a 十 于 sin3a 之 0. 
【证 法 1 】 利用 关系 式 
sin2a 二 2Sinacosa, Sin3a = 3 singcos’a 一 Sinya， 
可 将 要 证 的 不 等 式 的 左边 变 成 


. . . . . . Sinya 
sina 十 去 sin2a 十 言 sin3a = sinat sinacosa+t sinacos’a 一 一 本 


= -3 (3 十 3coSsw 十 3cos?a 一 Sin2?aw) 一 


一 -一 ?人 (2 十 3cosaw 十 4coS?a ) 一 


一 -| (1 十 cosa) 十 (1 十 CoSw) + 3cosia | ， 
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最 后 一 个 等 式 右 边 所 有 的 项 都 是 下 的 ， 因 为 0< a<180"， 图 数 Sinw，1 十 cosa 和 cos?w 都 为 
正 值 . 央 此 原 不 等 式 获 证 . 
【证 法 2 】 首 先 我 们 证 明 ， 对 于 开 区 间 (0, x) 的 任意 一 点 x， 有 


sinx 十 广 sin2x> 0. (1) 


这 个 不 等 式 可 推导 如 下 : 它 的 左边 可 表示 为 sinx (1 十 cosx)， 对 于 开 区 间 (0, zx) 中 的 
任 一 上 ， 国 数 sinx 和 1 十 cosx 都 取 正 值 . 


如 果 不 等 式 (1 ) 的 左边 再 加 上 一 项 十 sin3x, 那么 对 于 新 的 不 等 式 只 要 对 开 区 间 ( 于 ,2 ) 
中 的 x 来 证 明 就 行 了 ， 因 为 所 加 的 项 访 sin3x 只 在 这 个 区 间 中 才 取 负 信 ， 但 是 对 于 这 个 区 间 


的 任 一 点 +，sinz>>sin 和 二 3， 此 外 ， 对 任何 w 有 不 等 式 sinw> 一 1， 因 此 


1 


; 1 1 v3_1_1 
sinx 十 3 Sin22X 十 3 Sin3x > 7 D3 0. (2) 
最 后 一 个 不 等 式 可 以 表示 成 “3 防 , 或 者 更 边 平方 以 后 为 也 二 站 ， 


【证 法 3 】 我 们 重复 上 一 证 法 中 的 论证 ， 利 用 这 一 点 ， 在 开 区 间 (0, x》 上 , 函数 sinx 
的 弧 是 站 的， 即 它 的 任 一 纺 在 连接 这 个 弦 的 端点 的 那 一 段 弧 之 下 ( 见 $44) . 


为 了 证 明 不 等 式 ( 1 )， 只 要 研究 使 左边 第 一 项 为 负 的 那些 点 , 目 证 明 在 开 区 间 ( 于 ,x} 内 ， 
了 数 sinx 的 弧 在 画 数 一 sin2x 的 弧 的 上 面 ， 将 + 轴 往 点 x 一 x 压缩 一 倍 ， 将 函数 sinx 的 弧 


往 + 轴 压缩 一 倍 ， 我 们 就 得 到 在 区 间 (至, x ) 上 的 一 二 sin2x 的 狐 ， 弧 一 二 sinzx 的 每 一 个 


点 和 sinx 的 弧 的 一 条 疆 的 中 点 相 重 合 ,又 因为 在 区 间 (0, x〉 中 , 这 个 呈 是 凹 的 ， 所 以 任意 
一 条 弦 都 在 它 的 下 面 (图 165). 


当 左 边 再 添上 一 项 于 sin3x 时 ， 为 了 


证 明 不 等 式 ,只 要 在 开 区 间 ( 至 ,经 ) 中 来 


研究 就 行 了 ， 因 为 第 三 个 被 加 项 只 在 这 个 
区 间 才 为 负 的 .对 于 这 个 区 间 中 的 住 何 一 





个 SinrwsinZ Lan lonT 
x， SINx > sin 了 ,本 Sin27z > 元 SIn3 ， 
1 1 图 165 
可 sin3x 盖 一 柯 . 因此 
j 了 si Jsinov 人工 sin 开 1、 
SInx 十 5 sin2X 十 3 Sin3x > 了 sin 3 了 0. 


最 后 一 个 不 等 式 可 推导 如 下 ， 在 区 间 (0， 到 ) 中 ，sinx 的 弧 是 :四 的 ， 因 此 位 于 它 的 任意 两 点 
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所 连 成 的 弦 之 上 ， 从 而 sin 等 二 立 ， 
在 上 面 的 证明 中 ,仅仅 利用 函 数 sinx 的 下 列 性 质 ; 第 一 ， 曲 线 y= sinx 关于 x 轴 的 点 
x 王 x 和 x 二 2x 的 对 称 性 ， 此 外 ， 对 直线 x 二 二 对 称 ， 第 二 ， 函 数 y= sinx 在 这 个 区 间 (0, zz) 


内 是 丫 的 ， 这 意味 着 ， 代 蕉 sinx, 取 任何 其 它 具有 这 两 个 性 质 的 函数 时 ， 我 们 的 证 明 仍 然 是 
有 效 的 ， 
本 题 古 被 利 波 特 ， 费 叶 尔 证 明 的 下 述 定理 的 特殊 情形 ; 
.对 于 任何 正 整 数 n 和 开 区 向 ‘0,，x ) 中 的 x， 有 不 等 式 


sinx 十 部 sin2Xx 十 去 sin3X 十 …: 十 二 sinzx>0 . 


在 证 明 这 个 不 等 式 时 要 利用 三 角 函 数 某 些 很 深刻 的 性 质 . 


149 ， 通过 等 腰 三 角形 48C 的 底 边 BC 上 的 点 己 引 平行 于 两 腰 的 直线 ， 交 两 腰 于 点 Q 
和 R、 证 明 : 点 了 关于 直线 QR 的 对 称 点 DD 在 等 腰 三 角形 4BC 的 外 接 加 上 . 

【证 法 1】 如果 我 们 证 明 四 边 形 4C8D 可 以 内 接 于 一 贺 (图 166), 那么 问题 就 解决 了 . 
为 此 只 要 证 明 : 四 边 形 4CB3D 的 对 角 之 和 相等 ， 

A+LB=LC+ZLD. 

事实 上 ， 四 边 形 4C 83D 的 所 有 内 角 之 和 为 360”， 因 此， 
如 果 对 角 之 和 相等 ， 那 么 每 一 对 对 角 之 和 都 为 180”"， 从 
而 四 边 形 4C 3D 可 以 内 接 于 一 圆 . 

4B8C 和 人 ACB 相 等， 因为 它们 是 等 腰 三 角形 
ABC 的 两 底 角 (在 图 166 中 ， 它 们 用 一 条 缴 线 标 出 ). 
三 角形 RBD 是 等 膜 的， 事实 上 ， 点 了 和 点 关于 直线 
QR 对 称 (因而 DR=RP)， 而 A5RP 和 等 腰 人 人 456C 相 
似 (因而 RP 二 RB8). 因此 LRDB 和 LRBD 作 为 等 腰 
三 角形 RB8D 的 两 底 角 是 相等 的 〈 在 图 166 中 ,它们 用 两 
条 弧 线 标 出 )， 四边 形 4QRD 是 等 腰 梯 形 . 事实 上 ， 它 
的 对 基线 4R 和 QD 相等 〈 两 个 对 角 线 都 等 于 同一 个 线段 QZ:， 对 角 线 4& 由 于 口 4QPR 
的 对 边 相 等 而 等 于 QZ， 对 角 线 QD 和 线段 QP 关于 直线 QR 对 称 ) , 此 外 4Q= DR (如 像 前 
面 所 证 明 的 ， 它 们 之 中 的 每 一 个 线段 都 等 于 线段 RP)， 因 此 ， 在 边 4D 上 的 两 个 底 角 相 等 
(在 图 166 中 ， 这 两 个 角 用 三 条 弧 线 标 出 ). 

四 边 形 4C BD 的 每 一 对 对 角 之 和 都 包含 用 一条、 两 条 ,三 条 弧 线 标 出 的 角 , 因此 人 4A 十 人 B 
二 LC 十 人 <D， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 

【证 法 21】 正如 上 一 证 法 中 所 证 明 的 ，RB 二 RP 二 RD， 用 类 似 的 方法 可 以 证 明 ;， QC 
于 QP 一 QD， 因 此， 通过 点 C，P,， 品 的 圆 的 圆心 和 点 Q 重合 ， 而 通过 点 8, P, D 的 图 的 
圆心 和 点 RX 重合 (图 167) ， 由 于 同一 煌 上 的 圆周 角 为 圆心 角 的 一 半 ， 所 以 


/CDP= 十 2CQP， 








了 PDB= 六 人 PRB. 





上 面 两 个 等 式 右边 的 角 都 等 于 <C48， 因 为 夹 这 些 角 的 边 平行 且 指 向 同一 方向 . 上 面 两 个 等 





式 左边 两 个 角 之 和 等 于 <CDB， 因 此 
ZCDB=/CAB. 
这 样 一 来 ， 点 4 各 ，B, C 在 一 个 圆 上 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 ， 

【证 法 3】 上 面 已 经 证 明了 ，AQRD 是 等 腰 梯 形 ， 因 此 点 九 和 点 4 关于 线段 QR 的 中 垂 
线 是 对 称 的 〈 图 168)， 如 果 某 条 直线 通过 圆心 ， 则 圆 上 的 点 关于 这 条 直线 的 对 称 点 也 在 这 个 
圆 上 ， 于 是 ， 只 要 证 明 线 段 QR 的 中 垂 线 通过 入 4BC 的 外 接 圆心 就 行 了 . 

如 果 线 段 的 两 个 端点 到 圆心 的 距离 相等 ， 那 么 这 个 线段 的 中 垂 线 通过 圆心 ， 这 样 一 来 ， 
只 须 证 明 点 Q@ 和 有 R 到 A48C 的 外 接 圆心 的 距离 相等 ， , 

将 弦 54 绕 着 A 4B8C 的 外 接 圆心 D 旋 转 到 弦 4C. 这 时 点 R 变 到 点 Q， 因 为 BR= 4Q 
(两 个 线段 都 等 于 同一 个 线段 PR) ， 当 绕 着 圆心 旋转 时 , 由 一 个 点 旋转 到 另 一 个 点 ， 这 两 个 
点 到 圆心 的 距离 相等 ， 因 此， 点 Q 和 R 到 人 4BC 的 外 接 圆 心 0 的 距离 相等 ， 这 就 是 所 要 证 
明 的 . 

【证 法 4 】 如 果 代替 等 腰 三 角形 ， 我 们 研究 任意 的 三 角形 ， 就 本 质 上 来 说 ， 本 题 的 结论 
仍然 成 立 . 但 须 换 成 下 面 的 方式 来 叙述 本 题 , ， 

假设 了 是 任意 人 48C 的 边 8C 上 的 一 点 ， 点 
Q 和 RR 是 线段 PC 和 BP 的 中 垂 线 和 三 角形 的 边 
AC 和 48 的 交点 (图 169) ， 那么 点 关于 直线 
QR 的 对 称 点 马 落 在 人 4BC 的 外 接 圆 上 . 

如 果 人 和信 4BC 是 等 腰 的 , 那么 问题 的 新 的 叙述 
方式 和 原来 的 是 一 样 的 . 

我 们 来 证 明 新 的 断言 .假设 4 = PP 是 我 们 在 
和 A45C 的 边 BC 上 所 取 的 一 点 . 延长 线段 4' R 和 
4'Q, 使 和 通过 顶点 4 所 作 的 平行 于 边 BC 的 直 
线 相交 于 点 8’ 和 C” (图 170) . 根据 作法 ， 信 4’RB 和 人 入 4’QC 是 等 腰 的 ,因此 4RB' 和 
A4QC ' 也 是 等 腰 的 ， 因 此 ，45=4B ,4C=4C .在 4BC 和 入 485C 中 ,4 一 一 4 
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因为 A4B5C 中 的 上 3 和 二 C 分 别 等 于 A4BC 中 的 LB' 和 和 LC’ 这样 一 来 , ^46C 和 
A4' BC 全 等 ， 于 是 A486C 的 外 接 加 8 的 
半径 和 人 入 4 8’C’ 的 外 按 加 8 的 半径 相等 . 
直线 QR 和 圆 六 与 # 的 根 轴 ( 见 48) 重合 ， 
因为 点 QQ 和 RR 关于 两 个 图 具 有 同样 的 窜 ; 
QA. QC=QC’， QA” (由 于 QA4A=QC ， 
QC=QA’) 和 RA. RB 一 RB'，RA’， 由 此 
推出 ， 加 上 和 *' 关于 直线 QR 是 对 称 的 ， 因 
为 两 个 半径 相同 的 圆 的 对 称 轴 和 它们 的 根 轴 
重合 . 这样 一 来 ， 和 圆 全 上 的 点 4 关于 直 
线 QR 的 对 称 点 4” 在 圆 * 上 . 








150 .什么 样 的 自然 数 不 能 表示 成 连续 
的 自然 数 之 和 的 形式 ? 

【 解 】 我 们 证 明 ， 可 以 表示 成 连续 的 自 
然 数 之 和 的 数 ， 只 能 是 那样 的 自然 数 ”> 1 ,要么 它 本 身 是 奇数 ， 要 么 它 有 奇 约 数 . 

具有 奇 约 数 的 数 (28 十 1)zz 可 以 表示 成 由 疡 一 4 到 产 二 的 连续 整数 的 和 . 如果-m， 那 
么 和 是 从 负 项 开始 的 ， 这 些 负 项 可 以 和 与 它 的 绝对 值 相等 的 正 项 相抵 消 ， 剩 下 的 项 都 是 自然 
数 ， 且 其 和 为 (2 十 1) m. 这 些 被 加 项 的 个 数 不 小 于 2 ,六 为 不 然 的 话 , 则 有 不 窜 碟 一 0 一， 
盖 7 十 4 一 2 ， 即 mw 之 1 ， 这 是 不 可 能 的 . 

剩 下 的 还 要 证 明 ， 连 绪 的 自然 数 之 和 总 能 被 奇数 整除 . 这 个 断言 可 如 下 导出 ; 在 算术 级 数 

2 十 (4& 二 1) 十 … 十 (2 十 1) 

中 ， 首 尾 两 项 的 和 等 于 24 十 nx， 项 数 为 xn 十 1， 这 两 个 数 不 可 能 同 为 偶数 或 同 为 奇数 ， 因 为 它 
们 的 差 24 一 1 是 奇数 ， 但 这 时 数 24 十 x 和 nn 二 1 的 乘积 ， 从 而 它 的 一 半 (等 于 上 面 所 写 的 算术 
级 数 的 和 ) ， 能 被 奇数 整除 . 

于 是 我 们 证 明了 ， 含 有 奇 约 数 的 自然 数 n 汪 1 有 旦 只 有 这 样 的 自然 数 能 表示 为 连续 自然 数 
的 和 .不 能 表示 为 连续 自然 数 的 和 这 种 形式 的 自然 数 只 有 偶 约 数 ， 且 把 它们 分 解 成 素数 的 乘 
” 积 时 ， 只 能 是 数 2 的 乘 震 . 


151 ， 某 一 天 有 若干 读者 去 过 图 书馆 ， 他 们 是 单独 去 的 ， 但 是 在 任何 三 个 读者 中 ， 至 少 
有 两 个 人 这 天 在 图 书馆 相遇 . 证明， 一 定 可 以 找到 这 样 两 个 时 刻 ， 使 得 在 这 一 天 到 过 图 书馆 
的 任何 一 个 读者 ， 至 少 在 这 两 个 时 刻 中 的 一 个 时 刻 是 在 图 书馆 的 . 

【证 法 1】 我 们 假设 某 一 个 读者 无 论 是 在 第 一 个 离 馆 的 读者 离开 图 书馆 的 那 一 时 刻 或 是 
在 最 后 入 馆 的 读者 进入 图 书馆 的 那 一 时 刻 都 不 在 图 书馆 。 这 只 可 能 在 那 种 情况 下 发 生 ， 如 果 
这 个 不 在 图 书馆 的 读者 是 在 第 一 个 离 馆 的 读者 离 馆 之 后 进 馆 的 因为 任何 读者 都 不 能 更 早 离 


.， 开 图 书馆 ) ， 而 且 在 最 后 一 个 进 馆 的 读者 进 馆 之 前 戚 离 开 了 图 书馆 (因为 任何 读者 都 不 能 


迟 进入 图 书馆 ) ， 但 是 这 时 ， 在 这 个 读者 ， 第 一 个 离 馆 的 读者 和 最 后 一 个 进 馆 的 读者 构成 的 
三 人 组 中 ,任何 两 个 人 都 不 可 能 在 图 世 馆 相遇 ， 这 与 本 题 条 件 不 符 ， 因此， 在 这 一 天 到 过 图 
书馆 的 每 一 个 读者 在 下 列 两 个 时 刻 中 ， 侍 少 有 一 个 时 刻 一 定 是 在 图 书 饰 的 ， 一 个 契 第 一 个 离 
馆 的 读者 离 馆 的 时 刻 ， 一 个 证 最 后 一 个 进 馆 的 读者 进 馆 的 时 刻 . 
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【证 法 2 】 我 们 假设 委托 图 书馆 管理 员 在 读者 减少 之 前 发 布 两 次 重要 通知 ， 使 尽 可 能 
的 读者 听 到 ， 第 一 次 应 当 在 什么 时 刻 发 布 通知 呢 ? 显然 应 该 在 第 一 个 离 馆 的 读者 离 馆 的 时 
刻 ， 第 二 次 应 该 在 什么 时 候 发 布 通知 呢 ? 显然 是 在 没有 听 到 第 一 次 通知 的 读者 (这样 的 读者 
是 在 第 一 个 离 馆 之 后 进 馆 的 ) 中 第 一 个 离 馆 的 读者 离 馆 的 时 刻 . 由 本 题 条 件 推出 ， 没 有 任何 
一 个 读者 没有 听 到 通知 ， 事实 上 ， 有 这 样 的 读者 存在 将 意味 着 ， 他 是 在 管理 员 第 二 次 发 布 通 
知 以 后 进 馆 的 . 这样 的 读者 ， 第 一 个 离 馆 的 读者 ， 第 一 个 离 馆 之 后 进 馆 的 读者 中 第 一 个 离 馆 
的 读者 所 构成 的 三 人 组 将 违反 本 题 的 条 件 ， 在 他 们 三 人 中 ， 任 何 两 个 人 都 不 可 能 在 图 书馆 相 
遇 . 

用 第 二 个 证 法 可 以 证 明 更 一 般 的 命题 ， 假设 :是 任 一 自然 数 ， 我们 假设 ， 在 任何 ”个 读 
者 代替 3 人 )， 中 ， 至 少 有 两 个 在 图 书馆 相遇 那么， 在 这 一 天 内 有 一 1 个 时 刻 ， 所 有 这 
天 到 过 图 书馆 的 读者 ， 在 这 些 时 刻 中 的 某 一 个 时 刻 是 在 图 书馆 的 . 





152 .平面 上 的 三 个 圆 名 , 名, 名 两 两 彼此 相 切 于 三 个 不 同 的 点 ， 将 名 和 已 的 切 点 和 其 它 
两 个 切 点 连接 成 线段 . 证明， 这 两 个 线段 或 它们 的 延长 线 和 辆 包 的 交点 是 一 条 直径 的 两 个 端 
点 . 

【 证明】 首先 我 们 证 明 下 面 的 引 理 : 

如 果 了 7 是 圆 如 和 4 相 切 的 切 点 ， 少 和 4: 是 圆 *, 和 局 上 不 同 于 了 的 点 , 且 41, 4,, 丁 在 
一 直线 上 ， 那 么 连接 圆 和 心 的 圆心 和 点 4 与 4; 的 两 个 半径 平行 . 

为 了 证 明 引 理 ， 我 们 研究 等 腰 三 角形 了 O14, 和 7Oz4i, 这 里 0, 和 O02 是 圆 和 忆 的 贺 
心 (图 171)， 在 两 个 三 角形 中 ， 顶 角 了 是 相等 的 〈 若 两 圆 外 切 , 它们 是 对 项 角 , 若 两 圆 内 切 ， 





这 两 个 角 相 重 合 ). 因此 项 角 二 4 和 二 4: 也 相等 ， 于是， 根据 与 第 三 条 直线 相交 的 两 直线 的 定 
理 ， 半 径 O,4, 和 0O; 和 4 平行 ， 因 为 它 和 直线 水 丸 相交 所 构成 的 内 错 角 或 同位 角 相 等 . 

现在 不 难 证 明 本 题 的 断言 .假设 7 表示 圆 和 的 切 点 . 如果 直线 27 ,3 和 T2733 和 
圆 ;相交 于 点 4 和 8 ， 那 么 根据 所 证 明 的 引 理 , 圆 心 的 半径 0;4 和 0;63 平 行 于 通过 圆 A， 
和 名 的 切 点 所 引 的 和 锯 的 半径 (图 172 一 174). 因此 , 半径 0;,4 和 0;8 在 一 直线 上 ,因为 
点 4 和 8 不 重合 , 所 以 它们 是 圆 的 直径 的 端点 . 
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153. 假设 Qs bis C1, ts bs C2 是 这 样 的 实数 ， 

使 得 对 于 任何 整数 x 和 yy， 数 
ax+by+c 和 ax 十 Dy 十 cs 

中 至 少 有 一 个 是 偶 整 数 ， 证 明 ， 两 组 系数 @, bi, a 
和 as， bi1, cz 中 至 少 有 一 组 全 是 整数 . 

【证 明 】 对 于 所 研究 的 表达 式 中 的 (x，y)，, 代 
之 以 下 列 三 组 数 ，(1,0),(0,0) 和 (一 1, 0) .这 
时 ， 表 达 式 ajx 十 by 十 cj 和 asx 十 by 十 cz 中 的 某 一 
个 至 少 两 次 取 偶 数值 ， 因 为 要 不 然 的 话 ， 就 不 是 对 
所 有 的 整数 * 和 》， 它 们 之 中 的 某 一 个 取 人 惕 数值 174 
了 ， 这 与 本 题 条 件 相 违 ， 这样 一 来 ， 在 值 

a 二 ec， Cs 一 和 4 十 < 

中 ， 至 少 有 两 个 取 偶 数值 ， 在 这 里 ， 它 们 是 当 (x*,y) 等 于 (1,0),(0,0) 和 (一 1，0) 时 , 某 
一 个 表达 式 所 取 的 值 〈 附 标 省 略 了 ) .因此 ,在 三 个 数 a& 十 c，c， 一 4 十 cc 中， 至少 有 两 个 数 的 
差 是 偶数 ,但 是 ， 在 这些 数 中 ,任何 两 个 数 的 差 ， 或 者 等 于 a4， 或 者 等 于 2a， 因 此 ， 在 我 们 
所 研究 的 这 个 表达 式 中 ， 系 数 4 一 定 是 整数 .在 这 同一 个 表达 式 中 ， 系 数 c 也 应 该 是 整数 ， 
因为 要 不 然 的 话 ， 这 个 表达 式 所 取 的 三 个 值 没 有 一 个 是 整数 ， 于 是 ， 两 个 表达 式 中 的 某 一 个 
表达 式 的 系数 4 和 c 是 整数 . 

利用 类 似 的 方法 (xz,y) 代 之 以 数 对 (0,1, (0,0), (0, 一 1)) 可 以 证 明 ， 在 两 个 表达 式 
中 ， 某 一 个 表达 式 的 系数 2 和 < 也 是 整数 . 如 果 在 两 种 情况 中 ,系数 属于 同一 个 表达 式 ， 那 么 
有 一 组 系数 a,b,c 都 是 整数 ， 于 是 ， 本 题 的 断言 被 证 明了 .在 相反 的 情况 ， 由 上 面 的 证 明 只 
可 以 推出 :在 一 个 表达 式 中 ， 系 数 a 和 “是 整数 ， 而 在 另 一 个 表达 式 中 ，2 和 c 是 整数 . 

用 数组 (1,1) 代 楚 (x,y) ,在 丙种 情况 下 我 们 都 得 到 a 十 6 十 c 是 整数 . 因此 ,三 个 数 a， 
b,c 中 的 任意 两 个 (或 者 a 和 .c ,或 者 8 和 <c) 是 整数 ， 那 么 第 三 个 数 也 一 定 是 整数 ， 这 就 是 
所 要 证 明 的 . 
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154， 让 方形 ABCD 的 边 长 和 4， 在 边 BC 二 取 级 段 BE 等 了 忆 ， 在 边 DC 的 延长 
红 上 取 CF 等 于 5. 证 明 ， 直 线 4E 和 BF 的 交点 在 正方 形 48CD 的 外 接 圆 上. 

【证 法 1 】 我 们 用 M 表示 直线 4E 和 BF 的 交点 .假设 G 是 直线 4E 和 正方 形 的 边 DC 
的 延长 线 的 交点 ， 石 是 直线 CM 和 正方 形 的 边 48 的 延长 线 的 交点 (图 175) . 因为 人 人 ABE 和 
和信 GDA4 相 似 ,所 以 GD: 4D== 3，GD 王 3a. 根据 通过 一 点 的 直线 束 被 平行 线 所 截 得 的 线段 
成 正比 的 定理 ， 有 


BH:BA= FC fFG=F 本 二 | 3 ， 
由 此 
4B_a 
2 3 3 





和 CH 垂直 , 且 点 M 在 对 正方 形 的 对 角 线 4C 所 张 的 角 为 直角 的 点 的 轨迹 上 . 因此 ,点 M 在 
正方 形 48CD 的 外 接 圆 上， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 

【证 法 2 ]】 在 图 175 上 加 上 正方 形 的 格子 〈 关 于 平面 上 的 格子 见 134 题 的 解答 和 8 67) , 这 
些 方 格 的 大 小 和 正方 形 48CD 相 同 . 假设 以 是 在 边 8C 的 延长 线 上 和 顶点 C 最 近 的 整 点 , 7“ 
是 在 对 角 线 4C 的 延长 线 上 和 项 点 C 最 近 的 整 点 (图 176);. 直角 三 角形 BUV 和 4VG 相 似 ， 
因为 它们 的 直角 边 的 比 为 2 : 1 . 因此， 人 8UVV 中 的 ZB 等 于 人 AVG 中 的 <4. 这样 一 来 , 正 
方形 48CD 的 项 点 4 和 8 痢 在 对 线段 MC 所 张 的 角 为 <M BC = LM 4C 的 点 的 轨迹 上 . 这 
时 点 M 在 通过 点 4, 8, C 的 圆 上 ， 即 在 正方 形 48CD 的 外 接 贺 上 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 

【证 法 3 ] 从 网 176 看 出 ,和 4CG 是 等 采 直 角 三 角形 ， 因 此 ZUVUA4G=45*, 又 因为 
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BV WAV ，ZLUAG = LAMB (内 错 角 )， 所 以 人 AMB = 二 45°. 因此 ,点 M 在 正方 形 4BCDD 
的 外 接 圆 上 ， 因 为 这 个 圆 的 圆心 对 正方 形 的 任 一 边 所 张 的 角 都 是 90 


155 ， 对 丁 怎 样 的 整数 m ,乘积 1x 2 xX…x (m 一 1 ) 能 被 区 整除 ? 
【 解 ] 首先 ， 如 果 m 一 p 是 素数 , 那么 显然 乘积 1x2 x 3x… x(m 一 1) 不 能 被 p 整除 . 
因此 ， 我们 只 要 讨论 m 是 复合 数 的 情况 . 
. 如 果 六 可 以 分 解 为 两 个 不 同 的 整数 的 乘积 ， 即 可 表示 成 m 二 ap， 这 里 4 二 5， 那 么 乘积 
1xX2x3x… x (lm 一 1) 能 被 m 上 整除， 因为 数 a 和 5 将 和 它 的 蘑 一 个 因子 相同 . 
剩 下 的 我 们 还 要 研究 数 m 只 能 分 解 为 两 个 相同 因子 的 乘积 的 情况 , 即 m 可 表示 为 素数 2 的 
平方 的 形式 (m 二 p). 乘 积 1x 2 Xx3Xx… x(p’ 一 1 ) 能 被 2 整除 仅仅 在 那 种 情况 下 : 如 果 乘 
积 中 有 两 个 因子 能 被 整除, 即 在 乘积 中 含有 因子 22. 因为 所 有 的 因子 都 小 于 p*, 所 以 为 此 
必须 有 2p < p*. 而 任意 大 于 2 的 整数 都 满足 这 个 不 等 式 ,特别 是 所 有 的 素数 ， 除 2 以 外 ， 都 
满足 这 个 不 等 式 . 
于 是 ， 对 于 除 mw 二 4 外 的 任意 复合 数 mm, 且 仅 仅 对 于 这 些 数 ， 本 题 的 断言 是 成 立 的 去 . 


$69. 威 尔 过 定 理 


1) 在 155 题 的 解答 中 证 明 了， 如果 p 是 素数 ,那么 (p 一 1)! 不 能 被 p 整除 . 在 威尔逊 
理 中 包含 了 更 加 强 得 多 的 断言 : 

如 果 p 是 素数 ， 那 么 (p 一 1)1 十 1 能 被 pp 整除. 

我 们 借助 于 直观 的 几何 想法 来 证 明 这 个 数论 中 著名 的 定理 . 我 们 假设 p> 2， 因 为 当 
Pp 二 2 时， 定理 的 断言 可 直接 验证 . | 

我 们 来 研究 顶点 为 及 ,Pi, Pi,…,P,-/ 的 圆 内 n p 
接 正 2 边 形 ， 数 1,2,…,p 一 1 的 所 有 可 能 的 排列 的 ~ 
个 数 等 于 (2 一 1)1. 我 们 可 以 把 每 一 个 排列 直观 地 
描述 为 有 向 “多 边 形 ” 的 形式 : 排列 (zz ,各 -1) 
对 应 于 封闭 的 有 向 折线 PoPiPix…… Pi,-1 (图 177). 
图 177 所 画 的 有 向 折线 对 应 于 p==7 时 的 排列 〈2, 1， 
6,4,3,5). 显然 ， 不同 的 排列 对 应 于 不 同 的 封闭 有 
向 折线 ， 而 且 在 和 排列 相对 应 的 折线 中 会 遇 到 所 有 a 有 
的 具有 个 分 布 在 圆 上 的 顶点 的 折线 这样 一 来 ， 
所 有 的 有 向 折线 的 个 数 等 于 (p 一 1)!， 必须 证 明 用 %b 
P 去 除 (p 一 1)1 时 得 到 余数 p 一 1. 如 果 从 总 数 中 除 图 177 
去 p 一 1 个 折线 以 后 ,其 余 的 折线 可 以 分 成 类 ,而 每 一 类 有 pp 个 折线 ,那么 我 们 就 得 到 了 证 明 . 

我 们 用 下 面 的 方式 将 折线 进行 分 类 .如果 折线 绕 着 圆心 旋转 时 ， 可 以 从 一 个 变 到 另 一 
个 ， 这 两 条 折线 就 认为 属于 同一 类 ， 在 一 般 的 情况 下 ， 每 一 个 这 样 的 类 包含 有 p 个 折线 ， 因 
为 将 圆 绕 圆心 旋转 时 ， 它 的 任意 一 点 都 可 以 和 圆 内 接 p 边 形 的 p 个 不 同 的 项 点 重合 ， 仅 仅 在 
下 面 的 情况 下 某 一 类 中 才 含 有 较 少 的 折线 ， 如 果 在 使 点 和 p 边 形 的 顶点 重合 的 旋转 中 ， 并 不 


是 对 于 所 有 p 个 旋转 都 得 到 不 同 的 折线 ， 即 当 旋 转角 ra 时 ， 其 中 a 一 360,， p< p， 折线 已 
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经 变 到 了 自身， 但 是 如 果 某 一 个 折线 当 绕 圆 心 旋转 角 ra 时 变 到 了 自身 ,那么 当 它 绕 圆心 旋转 
角 

0, ra, 2ra,, (pp—il)ra . 
时 也 将 变 到 自身 ， 所 有 这 些 旋 转 实 质 上 是 不 同 的 ， 即 其 中 任何 丙种 旋转 彼此 相差 的 角度 不 等 
手 360"， 也 不 是 360 "的 倍数 ， 事 实 上 ， 角 ra 和 ra 之 差 仅 仅 在 (8 一 站 能 被 p 整 除 时 才 
能 为 360 三 pa 的 倍数 ， 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 7 < p，k< Pp,，? 0 而 了 是 素数 ( 见 8 2) ， 
因此 ， 在 角 

0 ra, 2reg,y, (PpP— 1)ra 
中 包含 有 角 a 所 有 不 同 的 倍数 (在 这 里 两 个 角 认 为 是 相同 的 ， 如 果 它 们 中 的 一 个 和 另 一 个 的 
差 为 364 :的 倍数 ) ,因为 仅仅 只 有 个 这 样 的 角 ， 于 是 我 们 证 明了 ， 如 果 某 一 个 折线 属于 不 包 
含有 pp 个 折线 的 类 ， 那 么 这 样 的 类 仅仅 是 由 一 个 折线 组 成 的 . 

只 包含 一 个 折线 的 类 是正 (出 的 或 星 形 的 ) p 边 形 中 的 一 个 ， 由 $$ 14 知 ， 有 向 的 正 p 边 
形 的 个 数 等 于 p 一 1 .于 是 断言 被 证 明了 , 因为 除了 正 2 边 形 以 外 ， 所 有 其 它 的 封 闲 的 有 向 折 
线 叮 以 分 成 类 ， 每 一 类 包含 有 个 折线 . 

2) ”由 1) 中 所 证 明 的 断言 推出 ， 如 果 bp 是 形 如 4& 十 1 的 素数 ， 那 么 存在 这 样 一 个 正 整 
数 n， 使 得 4’ 十 1 能 被 p 整除 ， 这 个 断言 是 我 们 在 $ 62 中 所 需要 的 . 


我 们 以 下 面 的 方式 将 (2 一 1)! 中 大 于 六 的 那些 因子 分 出 来 : 


(p11X2X3X 4 x LT x LF x 








xf Pp 一 也 !) (p- 2353) ‘ip—4)(p— 3)(p—2) (pl1). 

如 果 去 掉 括 狐 ， 那 么 除了 一 项 以 外 ， 所 有 的 项 都 含有 因子 p. 这 些 项 的 和 我 们 记 作 pQ， 

唯一 不 包含 因子 的 项 是 由 第 二 行 中 每 一 个 其 中 取 减 数 得 到 的 .这样 一 来 ，(p 一 1)1 可 以 表 
示 成 





—1 pi 


(p—1)1= pQ+ (1X2X3x..x LTS x2 ) x 1 了 一 
= oo+i( 全 1) 
因为 根据 1) 中 所 证 明 的 ， 这 个 数 如 上 1 以 后 能 被 p 整除 ， 因 为 右边 第 一 项 pQ 能 被 p 整 
除 ， 所 以 这 就 意味 着 | ( 也 上) 十 1 能 被 p 整除， 因此 ， 数 二 ( 卫 也 二)! 便 是 我 们 要 
证 明 其 存在 性 的 那个 数 . 








156 同一 平面 上 的 四 个 半 平 面 完全 复 盖 了 这 个 平面 , 即 ， 平 面 的 任 一 点 至 少 和 四 个 半 
平面 中 的 一 个 半 平 面 的 某 一 内 点 相 重合 . 证 明 : 从 这 些 半 平面 中 ， 可 以 挑选 出 三 个 半 平 面 ， 
它们 仍 能 低 盖 多 平面 . 

【证 法 1 若 本 题 断 言 不 成 立 ， 那 么 ， 如 果 从 四 个 半 平 面 中 除去 一 个 半 平 面 时 ， 我 们 每 
次 午 发 现 平 面 上 至 少 有 一 个 点 未 被 盖 住 ， 这 头 意 味 着 ， 在 平面 上 有 四 个 点 Pi, Pz, Py, P,， 它 
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们 之 中 的 每 一 个 仅 被 一 个 半 平 面 窗 盖 ， 并 且 四 个 半 平 面 中 的 每 一 个 仅仅 盖 住 点 PC, ，P，P， 
Ps 中 的 一 个 . 我 们 来 证 明 这 是 不 可 能 的 ， 即 要 证 明 在 任何 盖 住 全 平面 的 任意 四 个 半 平 面 中 ， 
总 可 以 找到 这 样 一 个 半 平 面 ， 它 们 盖 住 了 四 个 给 定点 中 的 两 个 点 . 

首先 我 们 注意 到 ， 如 果 三 个 点 在 一 条 直线 上 ， 那 么 盖 住 中 间 一 点 的 半 平 面 至 少 应 当 盖 住 
两 个 边 上 的 点 中 的 一 个 . 因此， 四 个 点 中 的 任意 三 个 点 都 不 在 一 条 直线 上 . 剩 下 的 要 研究 点 
P，P;,，P;, Ps 在 平面 上 的 下 列 两 个 可 能 的 分 布 : 

1) 一 点 在 以 其 它 三 点 为 顶点 的 三 角形 内 : 

2) 四 点 构成 凸 四 边 形 . 

我 们 研究 第 一 种 情况 . 假设 P, 在 以 其 它 三 点 为 项 点 的 三 角形 内 ，M 是 直线 P;,P, 和 边 
Pi1P; 的 交点 (图 178) ， 由 了 于 前 面 我 们 所 作 的 说 明 ， 盖 住 点 Py 的 半 平 面 应 当 或 者 盖 住 了 点 
P;， 或 者 盖 住 了 点 MA， 由 同样 的 说 明 可 推出 ， 如 果 这 个 半 平 面 盖 住 了 点 WM， 那 么 它 至 少 也 
盖 住 了 点 P, 和 P, 中 的 一 个 点 . . 

我 们 再 研究 第 二 种 情况 ， 作 四 边 形 的 对 角 线 ， 并 用 MM 表示 它们 的 交点 (图 179， ， 由 于 


p 





前 面 所 作 的 说 明 ， 盖 住 点 M 的 半 平 面 至 少 应 该 盖 住 对 角 线 P, P; 的 两 个 端点 中 的 一 个 点 和 对 
角 线 P;Pv 的 一 个 端点 ， 即 至少 盖 住 了 四 个 点 Pi，P:，P:，P, 中 的 两 个 点 . 

这 样 一 来 ,元 论 是 在 第 一 种 情况 或 是 在 第 二 种 情况 ， 四 个 半 平 面 中 的 一 个 半 平 面 盖 住 了 
四 个 给 定 的 点 中 的 两 个 ， 从 而 本 题 获 证 . 

【证 法 2 】 我 们 先 证 明 下 面 的 引 理 : 

如 果 三 条 射线 盖 住 了 一 条 直线 ， 那 么 在 它们 之 中 可 以 挑选 出 两 条 射线 盖 住 整个 直线 . 

为 了 证 明 这 条 引 理 只 要 注意 到 下 面 的 事实 就 够 了 ， 盖 住 整个 直线 的 三 条 射线 中 有 两 条 射 
线 是 指向 同一 方向 的 ， 且 如 果 两 条 射线 指向 同一 方向 ， 那 么 它们 中 的 一 个 完全 包含 在 另 一 个 
里 面 . 如 果 把 这 个 完全 包含 在 另 一 条 射线 里 面 的 射线 去 掉 ， 那 么 剩 下 的 两 条 射线 将 盖 住 了 整 
个 直线 .十 是 ， 引 理 得 证 . 

现在 我 们 研究 一 个 半 平 面 (我 们 把 这 个 半 平 面 叫 做 第 一 个 半 平 面 ) 的 边界 直线 、 第 一 个 
半 平 面 的 边界 线 被 其 它 三 个 半 平 面 履 盖 住 . 如 果 它 们 之 中 的 -一 个 盖 住 了 整个 边界 线 ， 那 么 它 
将 把 整个 第 一 半 平 面包 含 在 它 里 面 (要 不 然 ， 这 两 个 半 平 面 将 覆盖 整个 平面 一 一 中 详 者 注 ). 
因此 ， 去 掉 第 一 个 半 平 而 所 剩 下 的 三 个 半 平 面 盖 住 了 整个 平面 ,于 是 在 这 种 情况 下 ， 本 题 断 
言 获 证 . . 

如 来 三 个 半 平 面 中 的 每 一 个 半 平 面 盖 住 的 仅仅 是 两 个 射线 (这 个 平面 的 边界 线 把 第 一 个 
半 平 面 的 边界 线 所 分 成 的 两 个 射线 ) 中 的 一 个 ， 那 么 ， 利 用 引 理 可 以 断定 : 三 个 射线 ( 指 被 
三 个 烤 平面 盖 住 的 射线 一 一 中 译 者 注 ) 中 的 两 个 因而 三 个 半 平 面 中 的 两 个 半 平 面 ) 盖 住 了 
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第 一 个 半 平 面 的 整个 边界 线 ， 如 果 三 个 半 平 面 中 的 一 个 和 第 一 个 半 平面 的 边界 线 没 有 任何 一 
个 公共 点 时 ， 这 个 断言 仍然 成 立 . 

我 们 来 研究 盖 住 第 一 个 半 平 面 的 边界 线 的 两 个 半 平 面 的 边界 线 . 如 果 这 两 个 半 平 面 的 边 
界 直 线 平行 ， 那 么 这 两 个 半 平 面 盖 住 了 整个 平面 .现在 我 们 假设 两 个 半 平 面 的 边界 线 交 于 点 
MM .如 果 点 M 在 第 一 个 半 平 面 内 (图 180 . a)， 那 么 这 两 个 半 平 面 和 第 一 个 半 平 面 一 起 盖 住 
了 整个 平面 ， 如 果 点 4 在 第 一 个 半 平 面 外 (图 180 . 5?) ， 那 么 第 一 个 半 平 面 可 以 去 掉 ， 而 其 
它 三 个 半 平 面 将 盖 住 整个 平面 ， 因 为 在 这 种 情 
况 下 , 边界 线 交 于 点 W 的 两 个 半 平 面 完全 盖 住 
了 第 一 个 半 平 面 ， 于 是， 本 题 获 证 

【证 法 3 】 我 们 用 fi1, fa fs /来 表示 
半 平 面 ， 如 果 本 题 的 断言 不 成 立 ， 那 么 存在 这 
样 一 个 点 P,， 在 四 个 半 平 面 f/, /2，f;,， fs 中 
仅仅 是 六 盖 住 了 它 ， 此 外 ， 还 存在 点 P;, P， 
Ps, 每 一 个 这 样 的 点 仅仅 被 半 平 面 fz 7 了， fs 
中 的 一 个 盖 住 .连接 点 P, 和 P, 的 直线 段 应 该 0 
和 半 平 面 /的 边界 线 有 公共 点 Q,， 因 为 广 盖 住 了 点 P,， 但 没有 盖 住 P,. 半 平 面 六 和 f; 没 
有 盖 住 点 Q,， 因 为 无 论 是 /或 是 /; 都 不 能 盖 住 线段 P, P, 的 端点 ， 因 而 不 能 盖 住 P, P， 的 
内 点 . 因此 ， 在 四 个 半 平 面 中 ， 盖 住 点 Q, 的 只 能 是 半 平面 /,， 实 际 上 记 也 盖 住 了 Q, (不 然 
的 话 ， 点 Q, 就 不 被 任何 半 平 面 覆盖 ) ， 类 似 地 ， 半 平面 /的 边界 上 还 有 这 样 的 点 Q: 和 Q，， 
它们 中 的 一 个 只 被 半 平 面 /; 覆盖 ， 另 一 个 点 只 被 半 平 面 六 履 盖 . 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 
Q,，Q; 和 Q, 是 一 条 直线 〈 半 平面 /的 边界 线 ) 上 的 三 个 互 不 相同 的 点 ， 盖 住 它们 中 间 的 点 
的 半 平 面 至 少 盖 住 两 个 边 上 的 点 中 的 一 个 . 

所 得 到 的 矛盾 证 明了 本 题 断言 的 正确 性 . 

156 题 可 以 叙述 成 下 面 代数 的 形式 ; 

如 果 不 等 式 组 











ax+biytce,>0,， 
C2X 十 DYy 十 cy 二 0， 
C3X 十 0357y 十 cy >>0 ， 
CA 十 0 十 cy 二 0 
具有 那样 的 性 质 ，x, y 的 任何 一 对 值 至 少 满足 不 等 式 组 中 的 某 一 个 ， 那 么 可 以 从 不 等 式 组 中 
去 掉 一 个 不 等 式 而 不 破坏 它 的 性 质 . 
不 利用 上 面 的 几何 方法 而 直接 证 明 这 个 断言 是 相当 困难 的 . 太 





SN《70， 关 于 赫 利 定理 


1) ”对 于 平面 图 形 ， 如 果 它 在 包含 任何 两 个 点 的 同时 还 包含 了 这 两 个 点 所 连 成 的 整个 线 
段 ,我 们 说 这 个 图 形 是 凸 的 . 圆 ， 三 角形 ， 半 平面 ， 无 限 的 带子 ， 包 含 在 一 个 角 的 两 个 夹 边 之 
问 的 平面 部 分 ， 直线， 射线 或 线段 可 以 作为 凸 图 形 的 例子 . 根据 凸 图 形 的 定义 直接 推出 ， 如 
果 两 个 凸 图 形 有 公共 部 分 ， 那 么 公共 部 分 也 是 凸 的 . 关于 凸 图 形 的 公共 部 分 有 下 面 的 赫 利 定 
理 . 
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， 设 在 平面 上 给 定 了 有 限 多 个 凸 图 形 ， 如 果 其 中 任何 三 个 凸 图 形 包 含有 公共 点 ， 那 么 存在 
这 样 一 个 点 ， 它 同时 属于 所 有 这 些 图 形 
首先 我 们 研究 在 平面 上 给 定 四 个 凸 图 形 的 情况 .将 它们 记 作 F, Fi,，F3,， Ft， 根据 定理 
的 条 件 ， 图 形 FE,，F,，5F, 具 有 公共 点 2， 我 们 假设 点 Pi 不 属于 图 形 F，， 因为 要 不 然 的 话 我 
们 就 没有 什么 要 证 明 的 了 . 用 类 似 的 方法 选取 点 P:，P:，P, (点 2: 不 属于 图 形 F:, 但 属于 其 
它 三 个 图 形 ， 点 P; 不 属于 图 形 F,， 点 P, 不 属于 图 形 F,) ， 因 为 图 形 ,包含 点 Ps, P;，Ps 
中 的 每 一 个 点 ， 所 以 它 在 包含 其 中 任意 两 个 点 的 同时 ， 还 包含 连接 它们 的 线段 上 的 所 有 的 点 
和 由 这 些 线段 所 围 成 的 三 角形 PP;Ps ( 它 可 能 晓 化 成 线段 ) ， 图形 F,，F;, FP 完全 包含 三 角 
形 P,P,P,，P,P;P,，P,P;P;,， 但 是 对 于 四 个 三 角形 P,P;P,，P,PiP,，P,P;P,，PiP:P，， 
总 可 以 找到 这 样 一 个 点 天 ， 它 属于 其 中 的 每 一 个 三 角形 (并 且 在 三 角形 内 或 它们 的 周 界 上 ). 
这 个 断言 无 论 是 在 点 P),， Ps, P;， Ps 分 布 在 凸 四 边 形 的 顶点 上 的 情况 (可 以 取 四 边 形 的 对 角 
线 的 交点 作为 所 要 的 点 ) ， 或 是 三 个 点 分 布 在 某 一 个 三 角形 的 顶点 上 ， 而 第 四 个 点 包含 在 这 
个 三 角形 内 的 情况 (可 以 取 第 四 个 点 作为 点 K) ， 或 是 所 有 四 个 点 分 布 在 一 直线 上 的 情况 
(作为 点 天 可 以 取 两 个 中 间 的 点 之 中 的 任意 一 个 或 者 连接 它们 的 线段 中 的 任意 一 点 ) ， 都 是 
正确 的 ， 于 是 我 们 证 明了 ， 总 存在 这 样 一 个 点 到 ， 它 属于 四 个 三 角形 P: PsPs，PiP;Pi， 
P,P;P,， PiP:P; 中 的 每 一 个 ， 因 而 属于 包含 这 些 三 角形 的 四 个 凸 图 形 Fi, F;,， Fs, Fi 中 的 
每 一 个 ， 于 是 赫 利 定理 对 于 有 四 个 凸 图 形 的 情况 被 证 明了 . 
对 于 钙 图 形 的 个 数 大 于 4 的 情况 ， 我 们 用 完全 数学 归纳 法 来 证 明 赫 利 定理 . 假设 定理 对 
”天 个 西 图 形 是 正确 的 ， 设 凸 图 形 ,2,…，F,， Fnti 中 的 任何 三 个 都 包含 有 公共 点 .我 们 
用 表示 图 形 P, 和 F,,i 的 公共 部 分 .所 有 2 个 图 形 Fi， Fs，…， Fs-1,， 卫 是 目的 ， 而 且 其 中 
任何 三 个 图 形 都 有 公共 点 .事实 上 ， 如 果 我 们 所 选取 的 三 个 图 形 中 有 一 个 是 F, 那么 Fi, F，， 
五 包含 有 公共 点 ， 因 为 根据 已 经 证 明 的 对 于 4 个 是 图 形 的 赫 利 定理 ， 图 形 FF Po Fati 包 
含有 公共 点 ， 因此， 对 个 凸 图 形 Fi, Fj, …，F,-1， 天 应 用 归纳 假设 ， 于 是 这 个 图 形 包含 
有 公共 点 尺 ， 但 这 时 凸 图 形 Fj，F2，… ,了 F,-1，F,, 了 si 中 的 每 一 个 包含 点 .于 是 我 们 证 明 
了 ， 如 果 赫 利 定理 对 2 个 图 形 是 正确 的 ， 那 么 它 对 十 1 个 图 形 也 是 正确 的 .因此 ， 赫 利 定理 
对 任意 ”个 凸 图 形 是 正确 的 . 
2) 156 题 的 断言 可 直接 由 替 利 定理 推出 . 为 此 只 要 研究 把 本 题 所 说 的 四 个 半 平 面 的 每 
一 个 补充 为 全 平面 的 那些 带 有 边界 直线 的 半 平 面 就 行 了 . 显然， 四 个 补充 的 半 乎 面 不 包含 任 
何 一 个 公共 点 ， 因 为 这 样 的 点 不 可 能 是 四 个 原来 的 半 平 面 中 的 任何 一 个 的 内 点 .根据 赫 利 定 
理 ， 四 个 补充 的 半 平 面 没有 公共 点 ， 于 是 在 它们 之 中 可 以 找到 三 个 不 含有 公共 点 的 半 平 面 . 
但 是 这 意味 着 ， 和 它们 互补 的 原来 的 三 个 半 平 面 敌 盖 整 个 平面 . 
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二 十 一 、1952 年 一 1955 年 试题 及 解答 


157 . 彼此 没有 公共 内 点 的 三 个 圆 的 圆心 在 一 直线 上 . 证 明 : 如 果 第 四 个 圆 和 所 有 三 个 
圆 都 相 切 ， 那 么 它 的 半径 不 可 能 小 于 所 有 三 个 圆 的 半径 . 

【证 法 1 假设 O,, 0,, O; 是 三 个 已 知 圆 的 圆心 ， 且 设 点 O; 在 点 0; 和 0O; 之 间 . 圆 的 
半径 用 +;，+;，7; 表示 . 如 果 第 四 个 圆 在 三 个 已 知 圆 的 某 一 个 的 里 面 ， 那 么 它 不 能 和 其 它 两 
个 圆 相 切 ， 某 个 已 知 圆 和 第 四 个 圆 相 内 切 的 情况 也 可 以 不 考虑 ， 因 为 这 时 第 四 个 圆 的 半径 大 
于 和 它 内 切 的 圆 的 半径 ， 因 此 ， 它 的 半径 不 可 能 是 四 个 圆 的 半径 中 最 小 的 ， 这样 一 来 ， 只 需 
考虑 第 四 个 圆 和 三 个 已 知 圆 相 外 切 的 情形 就 可 以 了 (图 181). 假设 O 是 第 四 个 圆 的 圆心 ，>” 
是 它 的 半径 . 

AOo,O; 的 边 满足 不 等 式 

OO 十 DO OO，. 
因为 圆 彼 此 外 切 ， 所 以 O00,=r 十 r,，O0O3s 二 +r 十 r;. 根据 本 题 条 件 ， 三 个 已 知 圆 中 的 任何 两 
个 都 没有 公共 内 点 ， 而 线段 O,O; 包含 中 间 的 圆 的 直径 和 两 个 边 上 的 圆 的 半径 ， 且 直径 和 两 
个 半径 不 重合 .因此 ，0O, O; 之 rj 十 27: 十 r;， 这 个 关系 式 当中 间 的 圆 和 一 个 或 两 个 边 上 的 圆 
相 切 时 也 成 立 ， 在 后 一 种 情况 ， 不 等 式 变 成 严格 的 等 式 ， 

由 所 得 到 的 关系 式 我 们 得 到 不 等 式 

六 十 27 十 六 >7i 二 27zs 十 73， 
由 此 7 之 r;， 这样 一 来 ， 第 四 个 贺 的 半径 7 不 能 小 于 所 有 的 半径 7/，+2，73. 

【证 法 2 】 假设 4 和 8 是 连接 一 个 旁边 的 圆 的 点 和 另 一 个 旁边 的 圆 的 点 的 线段 中 最 短 的 
线段 的 端点 . 显然 ，4 和 B 是 两 个 旁边 的 圆 与 它们 的 连 心 线 的 交点 (图 182)， 因 为 中 间 的 圆 








图 181 图 182 


的 直径 在 线段 48 长 ， 所 以 
AB>2r,. 
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假设 ,和 也; 是 第 四 个 加 和 两 个 旁边 的 圆 的 公共 点 . 因为 线段 刀 刀 可 以 看 作 是 第 四 个 贺 
的 弦 ， 所 以 
27 之 7 7 ，， 
根据 点 4, 8 的 取 法 ， 有 
TT,7 ,之 AB. 
比较 这 些 不 等 式 ， 我 们 得 2r 之 2r;,， 或 + 之 +;:， 从 而 证 明了 本 题 断言 . 
【证 法 3 】 三 个 已 知 圆 的 连 心 线 和 中 间 的 圆 有 两 个 交点 ， 过 这 二 交点 作 连 心 线 的 垂 线 
(图 183)， 两 个 和 边 的 圆 在 这 两 根 垂 线 所 围 成 的 带子 的 两 侧 . 因为 第 四 个 圆 和 两 个 旁边 的 辐 
都 有 公共 点 ， 所 以 第 四 个 圆 超出 了 带子 的 每 一 根 边界 线 . 因此， 第 四 个 圆 的 直径 不 可 能 小 于 
带子 的 宽度 ， 也 就 是 说 ， 第 四 个 圆 的 半径 不 小 于 中 间 的 圆 的 半径 . 
【证 法 4 】 我们 假设 和 旁边 两 个 圆 各 有 一 个 公共 点 的 第 四 个 圆 的 半径 小 于 中 间 的 圆 的 半 
径 . 我 们 试图 来 求 第 四 个 圆 的 圆心 . 
以 旁边 的 圆 的 圆心 为 圆心 画 两 个 新 的 圆 ， 使 得 新 圆 的 半径 比 原 来 的 半径 加 长 了 盖 . 第 四 
个 圆 的 半径 小 于 >:*， 所 以 它 的 圆心 应 该 在 每 一 个 “扩大 的 ” 圆 内 ， 因 为 不 然 的 话 ， 第 四 个 圆 
不 能 和 旁边 的 圆 相 切 (图 184). 





图 183 图 184 

过 中 间 贺 的 圆心 向 已 知 圆 的 连 心 线 作 垂 线 ， 因 为 每 一 个 “扩大 的 ” 圆 的 半径 和 原来 的 圆 
的 半径 的 差 是 中 间 的 圆 的 半径 ， 所 以 “扩大 的 ” 圆 在 所 作 的 垂 线 的 两 侧 ， 因 此 ， 扩 人 的 园 不 
可 能 有 公共 的 内 点 ， 从 而 半径 小 于 亚 
的 第 四 个 圆 是 不 存在 的 . 

【证 法 5 】 连 接 第 四 个 圆 的 圆心 
O 和 中 间 圆 的 圆心 0;， Oo:O, 和 
00,0; 的 和 等 于 180”. 因此 ， 两 个 
角 不 可 能 都 小 于 90”( 图 185). 

例如 ， 设 < OO0;,0; 之 90”， 这 时 
00;0; 是 和 人 OO;O0; 中 最 大 的 角 ， 
于 是 OO, 是 这 个 三 角形 中 最 大 的 边 ， 
由 此 





O00,;>0,0,. 
因为 圆 O 和 圆 0O; 有 公共 点 , 所 以 图 185 
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O00,<<r 十 ,图 0: 和 图 D, 没 有 公共 内 点 ， 所 以 0:0,>> 靖 十. 这样 一 来 
广 十 73 二 1 十 73 
”由 此 7 二 7,， 因 此 ,不 能 小 于 所 有 的 7， 7;. 
本 题 还 可 作 下 面 的 推广 . . 
假设 彼此 没有 公共 内 点 的 三 个 圆 的 圆心 在 一 直线 上 ， 如 果 第 四 个 圆 和 两 个 旁边 的 圆 都 有 
公共 点 ， 那 么 第 四 个 圆 的 半径 不 可 能 小 于 中 间 的 圆 的 半径 ， 而 且 只 有 当中 间 的 圆 和 两 个 旁边 
的 圆 都 相 切 且 第 四 个 圆 和 中 间 的 圆 相 重 合 时 ， 第 四 个 圆 的 半径 才能 等 于 中 间 的 圆 的 半径 .， 


158. 从 整数 1 到 3w 中 任意 挑 出 % 十 2 个 数 . 证 明 ， 当 zz 二 1 时 ， 从 所 挑 出 的 数 中 ， 一 
定 可 以 找到 这 样 两 个 数 ， 它 们 的 差 大 于 而 小 于 2x. / 

【证 法 1 】 如 果 在 挑 出 来 的 数 中 ， 没 有 37z 这 个 数 ， 那 么 可 以 将 挑 出 来 的 每 一 个 数 加 上 
同样 一 个 数 ， 使 最 大 的 数 等 于 3n. 因为 任意 两 个 数 的 差 仍然 不 变 ， 所 以 只 要 研究 所 挑 出 来 的 
数 中 有 一 个 是 32 的 情况 就 可 以 了 . 加 上 这 一 假设 后 ， 用 下 面 的 方法 来 论证 . 

如 果 在 所 挑 出 来 的 数 中 ， 有 一 个 数 是 数字 十 1，72 十 2，…，22 一 1 中 的 某 一 个 ， 那 么 372 
和 这 个 数 的 差 将 大 于 地 而 小 于 22， 满 足 本 题 断言 . 

如 果 在 所 挑 出 来 的 数 中 ， 没 有 任何 一 个 数 是 二 1， 十 2,…，27 一 1 中 的 某 一 个 ， 那 
么 这 意味 着 ,不 同 于 3 的 #2 十 1 个 数 是 从 数 对 

(1,27), (2,2n+1), (3,2n + 2) ， (nn,3n—1) 
中 的 数 里 挑 出 来 的 ， 因 为 数 对 总 共 只 有 对， 而 挑 出 的 数 有 十 1 个 ， 所 以 必定 从 某 一 个 数 
对 中 挑 了 两 个 数 ， 因此， 在 这 种 情况 下 ， 在 所 挑 出 的 地 十 2 个 数 中 ， 有 两 个 数 的 差 等 于 22 一 1， 
即 它 们 的 差 大 于 而 小 于 2n, 因为 当 n 户 1 时 ， 不等式 2n 一 1 祖 n 是 成 立 的 . 
. 【证 法 2 】 将 前 32 个 自然 数 按 上 升 的 次 序 放 在 一 个 圆圈 上 ( 当 n= 4 时 ,这些 数 放 在 一 
” 般 的 钟 的 数字 上 ). 


对 于 这 样 两 个 数 ， 如 果 从 小 数 往 大 数 走 ， 弧 长 超过 圆周 的 于 而 小 于 圆周 的 闻 ， 本 题 断 


言 是 成 立 的 ， 若 某 一 段 听 大 于 总 圆周 而 小 于 冯 圆周 ， 那 么 和 它 互 补 的 弧 〈 两 段 弧 之 和 构成 
整个 圆周 ， 我 们 叫 它们 互补 也 大 于 十 圆周 而 小 于 各国 周 . 因此 , 若 这 两 个 数 之 间 的 两 段 弧 
都 大 于 半圆 周 ， 那 么 本 题 断言 成 立 . 

根据 上 面 的 说 明 ， 我 们 可 将 原 题 用 下 面 的 方式 来 叙述 ， 将 3 个 点 等 距 讽 地 分 布 在 一 个 
圆周 上 ， 从 这 37 个 点 中 任意 挑 出 十 2 个 点 证明， 在 所 挑 出 来 的 点 中 ， 总 可 以 找到 这 样 两 
个 点 ， 使 得 连接 这 两 个 点 的 两 段 狐 都 大 于 圆周 的 三 分 之 一 

我 们 来 研究 从 3 个 点 中 用 怎样 的 办 法 可 以 挑选 出 这 样 一 个 子 集 合 ， 使 它 的 任意 两 个 点 


不 能 把 圆周 分 成 都 大 于 襄 圆周 的 两 段 弧 . 不 能 选取 的 点 所 分 布 的 位 置 可 用 下 面 的 禁 规 除去 ， 


不 能 在 长 为 二 圆周 的 圆 缴 内 选取 点 ， 如 娄 这 个 浙 的 补 蜂 的 中 点 已 被 选取 了 的 话 . 


如 果 某 周 弧 除 端 点 外 ， 不 包含 子 集合 的 点 ， 我 们 将 该 圆 骂 叫 做 自由 听 ， 根 据 上 面 所 说 的 
禁 规 ， 自 由 弧 中 有 一 个 应 该 不 小 于 圆周 的 车 .从 禁 规 还 可 推出 :自由 弧 不 可 能 既 大 于 圆周 的 
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言 又 小 于 圆周 的 季 (不 然 的 话 , 弧 的 端点 将 与 禁 规 相 违 ). 这 样 一 来 , 子 集合 的 点 的 选取 只 多 许 
下 面 两 种 情况 ， 最 大 的 自由 弧 或 者 等 于 加 
周 的 襄 ， 或 者 不 小 于 圆周 的 半 


如 果 最 大 的 自由 弧 等 于 圆周 的 言 ， 那 
么 子 集 合 只 能 有 三 个 被 选取 的 点 (图 186 ) ， 


其 中 的 两 个 点 是 这 个 自由 弧 的 端点 ， 在 这 图 188 
个 自由 弧 的 补 蚌 (长 为 名 圆周 ) 中 ， 除 了 中 点 以 外 ， 不 能 再 有 所 选取 的 点 ， 因 为 这 个 弧 的 端 


点 是 选取 的 点 一 一 长 为 寺 圆 周 的 自由 弧 的 端点 . 这 个 补 弧 的 中 点 一 定 是 选取 的 点 ， 因 为 要 不 
然 的 话 ， 专 的 圆周 不 是 最 人 的 自由 弧 . 
如 果 最 大 的 自由 弧 不 小 于 圆周, 那么 所 选取 的 点 都 分 布 在 长 为 寺 圆 周 的 圆 绝 上 ,包括 


它 的 端点 在 内 ， 因 为 在 专 圆 周 长 的 弧 中 总 共 只 包含 w 十 1 个 点 ， 所 以 在 这 种 情况 下 ， 所 挑 的 





点 不 超过 +1 个 . 当 我 们 把 这 填 满 省 圆周 的 x 十 1 个 点 都 选取 出 来 时 , 也 不 会 违反 茜 规 . 


因为 x 十 2 之 wn 十 1 , 且 当 之 1 时 ， 数 4 十 2 守 3， 所 以 在 不 违反 禁 规 的 条 件 下 ， 是 不 
能 选 出 十 2 个 点 的 ， 这 就 证 明了 本 题 的 断言 . 

【证 法 31】 当 n= 60 时 ， 本 题 可 以 变 成 下 面 较 有 趣 的 形式 . 

图 书馆 每 天 12 点 开 馆 ，15 点 岗 馆 ， 进 馆 要 有 一 分 钟 的 间隔 第 一 个 读者 可 以 正好 12 点 入 
馆 ， 最 后 一 个 读者 可 以 正好 在 14 点 59 分 入 馆 . 读者 只 能 一 个 一 个 入 馆 . 读者 入 馆 一 小 时 后 都 
要 在 书 上 有 睡 着 ， 而 且 刚 好 睡 一 小 时 ， 同 时 只 有 闭 馆 才 不 影响 他 的 睡 党 .， 当 任 何 一 个 读者 睡 着 
的 时 候 ， 规 定 停止 入 馆 . 证 明 : 在 这 种 奇怪 的 规则 下 ， 一 天 之 内 不 能 有 62 个 读者 到 过 图 书馆 . 

去 掉 罗 嗪 的 细节 ， 我 们 不 难 发 现 ， 它 就 是 158 题 . 

如 果 当 第 一 个 读者 出 现 的 时 候 ， 图 书馆 的 工作 人 员 把 钟 的 指针 往 后 拨 到 12 点 上 ， 显 然 他 
这 样 做 是 为 了 使 得 在 一 天 之 内 让 尽 可 能 多 的 读者 到 图 书馆 来 ， 为 了 避免 工作 人 员 的 奔走 ， 我 
们 假设 最 早出 现在 图 书馆 的 第 一 个 读者 正好 是 12 点 入 馆 的 ， 必须 区 分 下 面 三 种 情况 . 

我 们 研究 第 一 种 情况 ， 恰 好 在 13 点 和 14 点 有 一 个 读者 入 馆 ， 显然， 在 这 一 天 ， 所 有 其 他 
的 读者 不 能 到 图 书馆 去 . 事实 上 ， 从 12 点 到 13 点 前 ， 不 能 有 任何 读者 入 馆 ， 因 为 这 时 入 馆 
的 读者 在 14 点 时 正好 睡 着 了 而 不 让 任何 人 入 馆 ， 以 免 吵 醒 他 们 ，12 点 入 馆 的 读者 从 13 点 到 14 
点 前 止 在 睡觉 ，13 点 入 馆 的 读者 从 14 点 到 15 点 前 正在 睡觉 ， 因 此 ， 在 这 一 天 之 内 ， 到 过 图 书 
馆 的 总 共 只 有 3 人 ， 

我 们 研究 第 二 种 情况 ， 假 设 13 点 时 有 一 读者 入 馆 ， 但 在 14 点 时 无 人 入 馆 ， 显 然 ，13 点 以 
后 没有 读者 入 馆 ，12 点 入 馆 的 读者 从 13 点 到 14 点 在 睡觉 ，13 点 入 馆 的 从 14 点 到 15 点 在 睡觉 . 
因此 ， 在 这 种 情况 下 ， 在 这 一 天 到 过 图 书馆 的 读者 都 是 从 12 点 到 13 点 之 问 入 馆 的 ， 所 以 ， 在 
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这 一 天 到 过 图 书馆 的 不 超过 61 人 . 

最 后 我 们 研究 第 三 种 情况 ， 假设 在 13 点 时 无 人 入 馆 . 我 们 挑 出 13 点 以 前 入 馆 的 最 后 一 个 
读者 (可 能 是 12 点 入 馆 的 第 一 个 读者 ). 在 所 挑 出 的 这 个 读者 入 馆 以 后 的 两 小 时 内 没有 人 入 
馆 ， 因 为 他 是 13 点 前 入 馆 的 最 后 一 个 读者 ，13 点 时 没有 人 入 馆 ， 从 13 点 开始 到 他 入 馆 以 后 两 
小 时 内 有 人 睡 着 了 《从 13 点 到 14 点 睡 着 的 是 12 点 入 馆 的 读者 ， 然 后 是 我 们 挑 出 的 读者 ， 如 果 
他 不 是 第 一 个 入 馆 的 读者 的 话 ). 这 样 一 来 ,在 180 个 可 以 入 馆 的 时 刻 错过 了 119 个 . 因此 ， 在 这 
种 情况 下 ， 一 天 之 内 到 过 图 书馆 的 不 超过 61 人. 

于 是 可 以 断定 ， 在 所 有 的 情形 ， 一 天 之 内 到 过 这 个 有 着 奇怪 规则 的 图 书馆 的 读者 不 超过 
61 人 ， 显然， 上面 的 论证 在 下 面 的 情形 仍然 有 效 :， 如 果 一 小 时 不 是 60 分 钟 , 而 是 x 分 钟 的 话 . 
唯一 应 当 注 意 的 是 ， 用 数 十 1 来 代替 61, 且 nn 十 1 不 得 小 于 3， 即 有 不 等 式 n>1. 太 


$71， 有限 图 的 完全 子 图 


由 本 题 断 言 推 出 ， - 
对 于 任何 一 个 自然 数 n 汪 > 1 ， 存 在 一 个 有 3n 个 顶点 的 图 , 在 这 个 图 中 ， 任 何 3 个 顶点 中 
有 2 个 顶点 有 边 连接 ， 而 且 不 含有 7 十 2 个 顶点 的 完全 子 图 . 


这 个 事实 在 $ 68 中 提 到 过 . 具有 所 要 求 的 性 质 的 图 可 以 这 样 作 . 沿 着 圆周 彼此 等 距离 地 
放 上 3 个 点 一 一 图 的 项 点 (它们 用 1 到 34 的 连续 自然 数 来 编号 )， 而 且 每 一 个 顶点 入 个 前 
面 的 顶点 以 及 2 个 后 面 的 项 点 用 边 连 接 . 两 个 顶点 之 间 没 有 用 边 连接 的 仅仅 是 那些 项 点 ， 它 
们 的 编号 之 差 大 于 ?而 小 于 22. 由 158 题 的 断言 推出 ,在 任何 十 2 个 顶点 中 总 可 以 找到 两 个 
顶点 ， 它 们 之 闻 没 有 边 连 接 . 另 一 方面 ， 在 任何 三 个 顶点 中 ， 总 可 以 找到 两 个 顶点 是 有 边 连 
接 的 ， 因 为 如 果 点 的 编号 a, 54,c 按 上 升 的 次 序 排列 ( 即 4 之 56 之 c) 且 c 一 4 之 2n, 那 么 差 b 一 a 
和 一 2 中 总 有 一 个 小 于 2 


159. 假设 于 < < 1 ， 在 三 角形 4BC 的 边 BC, CA 和 48 上 取 线 自 


BA=A:BC, CB=A.CA, AC,=A. A8. 
证 明 ， 三 角形 4,8,C,; 的 周 长 不 超过 三 角形 
4BC 的 周 长 乘 上 1， 
【证 明 】 通 过 点 4，B,, C, 作 直线 和 边 
AB, BC,Ch 平 行 , 这 些 直 线 和 三 角形 各 边 
的 交点 记 作 (以 同样 的 次 序 )B8;，C;，4,( 图 
187). 因为 4 之 去 , 所 以 点 Bs, Cs 和 丸 在 线 
段 CB,, AC,, BA 上 . 

和信 448,Ci 的 每 一 个 边 都 小 于 六 边 形 : 图 187 
4BB1C,C14: 的 两 个 边 之 和 .因此 ， 人 入 4181C 的 周 长 小 于 六 边 形 41828,CsCi4; 的 周 长 , 所 以 
我 们 只 要 证 明 这 个 六 边 形 的 周 长 小 于 或 等 于 原 三 角形 的 周 长 的 1 倍 就 行 了 . 

因为 4B;1/ 4B, B,C,// BC，Ci414C， 所 以 人 4CG， 人 CDB4AB4C 孝 和 六 4BC 
相似 . 
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由 等 式 
AC= (1—A)BC, BA=(1—A)CA, C8=(1— 4)AB 
可 知 ， 信 ACjB8，)， 和 人 入 C1,84,， 八 8;4,C 全 等 .于 是 4,B8, 二 Cj;A, BC,=A,B, C4,= B,C, 
因而 六 边 形 4, BBC:C 4 的 周 长 等 于 线段 4C1, 84,, CB, 之 和 ， 邵 原 三 角形 48C 的 周 长 
的 14 倍 ， 于 是 我 们 便 得 到 了 本 题 断 言 . 


160 给 定 一 自然 数 ”， 由 小 于 ”的 不 同 的 自然 数 来 构成 两 组 数 @. 证 明 ; 如 果 两 组 数 的 
总 个 数 不 小 于 ， 那 么 从 每 一 组 可 以 挑 出 一 个 数 ， 它 们 的 和 等 于 

【证 明 】 我 们 来 构造 一 个 新 的 数组 ， 它 的 数 是 由 第 二 组 的 数 被 = 减 所 得 到 的 差 . 包含 在 
第 一 组 中 的 某 一 个 数 必定 出 现在 新 构造 的 数组 中 ， 因 为 两 组 数 的 总 个 数 不 小 于 w， 而 由 自然 
数 1，2 ，…，* 一 1 中 不可 能 挑 出 "个 不 同 的 数 ， 在 新 组 中 出 现 的 第 一 组 的 数 和 第 二 组 相应 
的 数 之 和 为 x， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 


161 . 假 没 % 是 自然 数 ，4 是 是 2 的 正 约 数 ， 证 明 ; zx? 十 4 不 是 完全 平方 . 
【证 法 1 】 假 设 22 一 好， 这 里 & 是 正 整 数 〈 因 为 根据 本 是 条件 ， “了 2 的 自然 
数 )， 如 果 和 好 十 d 是 整数 x 的 平方 ， 那 么 


2 
XxX’ 二 hn? 十 4 二 nn? 十 本 ， 





且 
kx’—=n? (有 十 2 有 2) ， 
但 是 后 一 个 等 式 是 不 可 能 的 . 事实 上 ， 它 的 左边 是 整数 的 平方 ， 而 它 的 右边 ， 仅 仅 是 第 一 个 
因子 是 完全 平方 ， 第 二 个 因子 不 可 能 是 整数 的 平方 ， 因 为 它 满足 不 等 式 
< 十 2k< (Rk 十 1)7， 
从 而 它 介 于 两 个 连续 整数 的 平方 之 间 . 
在 解答 本 题 时 ， 我 们 利用 了 如 下 事实 : 如 果 a，5b,，c 是 自然 数 ， 且 4 二 b?c， 那 么 c 应 该 
是 某 一 个 整数 的 平方 . 为 了 证 明 这 个 断言 的 正 伍 性 ， 我 们 利用 将 自然 数 分 解 成 素数 的 乘 害 之 
积 的 标准 分 解 式 〈( 见 8 7). 在 数 a? 和 如 的 分 解 式 中 ,所 有 的 素数 的 指数 都 是 偶数 ， 因 为 在 平 
方 时 ， 指 数 都 增加 一 倍 . 用 包 去 除 吧 时 , 在 所 得 到 的 商 的 分 解 式 中 ， 所 有 的 素数 的 指数 仍然 
是 偶数 . 因此 ，c 是 某 一 个 数 的 平方 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 
【证 法 2 】 还 设 2 天 一 地， 如 昌 本 题 断言 不 对 ， 那 么 存在 这 样 一 个 数 +， 使 
4 十 2 _ n+tada x’ 


k n” n* 


左边 的 分 数 的 分 子 分 母 彼此 相差 数 2 ， 当 约 去 分 子 分 母 的 公 因子 时 ， 这 个 差 只 能 减少 ， 右 边 
的 分 数 在 约 去 分 子 分 母 的 公 因子 后 化 为 全 的 形式 ， 其 中 p 和 g 是 自然 数 , 且 P 寺 9, 因为 n? 十 4 二 


于 n?， 分数 p*/9? 的 分 子 和 分 母 的 差 不 小 手 3， 事 实 上 ,， 它 可 以 表示 成 p? 一 gq 二 (P+9) (Pp 一 9)， 
内 为 p 才 49， 所 以 p+9 之 3， 而 Pp 一 9 之 !， 因 此 上 面 所 写 的 等 式 是 不 可 能 实现 的 . 





162 ， 在 等 边 凸 六 边 形 4B3CDEF 中， 顶 角 4，LC，LE 之 和 等 于 顶 角 人 B,D， 
@ 在 每 一 组 中 ， 各 个 数 不 同 ， 但 在 两 个 组 中 ， 人 允许 有 相同 的 数 ， 一 一 中 译 者 注 . 
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LF 之 和 .证 明 ， 相对 的 项 角 和 4 和 人 LD， 人 LB 和 AE， 人 LC 和 LF 相等 . 
【证 法 1 1】 我 们 从 证 明 下 面 的 引 理 入 手 : 
如 果 a, 6, 7, ai， Bi, 7Y1 是 正 角 ，a 十 十 7 二 180:. qj 十 Bi 十 Y 1 二 180"， 此 外 ， 
sina': sinpB: siny= sina,' sinp,: siny,, 





那么 
t=a&, B=pPi, Y=Yi. 

我 们 作 两 个 三 角形 ， 一 个 三 角形 的 角 是 a, 68, Y， 男 一 个 三 角形 的 角 是 we， B81, Y1. 根据 
正弦 定理 ， 任 一 三 角形 的 角 的 正弦 比 等 于 它 的 边 的 比 . 因为 根据 条 件 ， 角 a, 6,7y 的 正弦 比 
等 于 角 a,, B1,Y1 的 正弦 比 , 所 以 , 所 作 的 两 个 三 角形 相似 ， 从 而 它们 对 应 的 角 相 等 ， 于 是 ， 
引 理 得 证 . 

假设 给 定 的 六 边 形 的 和 <4，ZC，ZE 是 2@aj, 26，27y， (图 188). 六 边 形 的 内 和 角 和 为 
720”， 因 为 根据 本 题 条 件 ， 顶 角 人 人 4，ZC， 了 LE 之 和 等 于 项 角 人 <B， 人 LD，AF 之 和 ， 所 以 
2a1 二 2B1 十 27Y1 二 360", 或 a 二 Bi 十 7 二 180”. 如 果 a 是 六 边 形 任 一 边 之 长 ， 那么 和信 8DF 
的 边 等 于 2asina,，2asin 8,，2asiny,. 如 果 人 BDF 的 角 用 a，B，Y 来 表示 ， 那 么 根据 正 
弦 定 理 

BF' BD: DF= sina: sin fp: siny, 
由 此 
sina,: sinpB,: siny,= sina' sin fp: siny. 
利用 引 理 便 可 得 到 ax= w，68=D，7y=7 因此， 六 边 形 的 对 角 相 等 ， 因 为 ， 例 如 项 角 
DD 等 于 角 a 与 DB 的 余 角 以 及 7 的 余 角 之 和 ， 即 < 二 (90 一 6) 十 (90° 一 7y) = 二 2aj, 而 顶 角 
过 4 也 等 于 2 ay 
【证 法 2 ]】 作 三 个 对 角 线 将 六 边 形 切 去 三 个 等 腰 三 角形 (图 189). 根据 本 题 条 件 ， 这 三 
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图 188 铬 ”189 


个 三 角形 的 底 边 所 对 的 项 角 之 和 为 360*， 因 此 ， 由 这 三 个 等 腰 三 角形 可 以 构成 一 个 新 的 三 角 
形 . 因为 它 的 边 和 等 腰 三 角形 的 底 边 相等 ， 所 以 新 的 三 角形 和 六 边 形 切 去 三 个 等 腰 三 角形 后 
所 剩 下 的 三 角形 全 等 ， 这 样 一 来 ， 这 些 等 腰 三 角形 可 以 完全 填 满 原来 的 六 边 形 所 剩 下 的 三 角 
形 的 内 部 而 不 留 一 点 空白 . 因此 ， 六 边 形 48CDEF 吕 以 分 成 三 个 萎 形 (每 一 个 萎 形 由 两 个 
等 腰 三 角形 组 成 ， 它 们 关于 里 面 的 三 角形 的 边 对 称 ) ， 这 意味 着 ， 六 边 形 的 对 边 平行 ， 从 而 
对 角 相 等 . 

从 图 190 可 以 看 到 ,证 法 2 可 以 证 明 162 题 的 一 个 推广 : 

如 果 凹 六 边 形 的 对 边 彼 此 相等 ， 此 外 ， 六 边 形 的 三 个 角 “其 中 任何 两 个 角 都 没有 共同 的 
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站 
和 


之 和 等 于 六 边 形 的 另外 三 个 角 之 和 ， 那 么 六 边 形 的 对 角 相 等 . 





如 果 利 用 证 法 2 的 方法 ， 可 以 证 明 这 个 命题 而 不 会 产生 任何 困难 . 

【证 法 3 】 假 设 给 定 一 个 凸 六 边 形 4BCDEP， 它 的 对 边 彼此 相等 ， 其 角 满 足 本 题 条 
件 ， 我 们 作 一 个 四 边 形 DE,F, 4， 使 它 和 四 边 形 48BCD 关 于 对 角 线 4 忆 的 中 点 对 称 ( 图 191)， 
于 是 我 们 得 到 一 个 具有 对 称 中 心 的 六 边 形 . 因为 由 对 称 性 ， 这 个 六 边 形 的 对 角 相等 ， 所 以 它 
既 满足 本 题 条 件 ， 又 满足 它 的 结论 . 

我 们 证 明 ， 所 作 的 六 边 形 和 给 定 的 六 边 形 相 重合 . 如 果 不 重 合 , 璧 如 说 “CDE< -CDE,， 
那么 由 $ 38 的 定理 有 4E<45， 再 对 A4FE 和 和 A4FE 应 用 这 个 定理 得 到 Z EF A< EF4. 
但 这 时 两 个 和 数 

了 4BC 十 CDE 二 了 FA4 
和 

LABC+ALCDE,+/ZEIF,A 
不 能 同时 等 于 360”. 

【证 法 4 】 给 定 六 边 形 的 对 边 都 相等 ,任意 三 个 没有 公共 夹 边 的 角 之 和 为 360*， 把 三 个 
和 已 知 六 边 形 全 等 的 六 边 形 的 这 三 个 角 的 顶点 放 在 一 
起 ， 我 们 可 以 使 它们 的 三 个 角 组 成 一 个 周 角 . 利用 图 
192 中 所 用 的 表示 法 可 以 断定 : 四边形 4, 4:C:C, 和 
A;4;CsCi 是 平行 四 边 形 ， 因 为 由 于 六 边 形 全 等 ， 故 
四 边 形 的 两 组 对 边 相 等 .这 样 一 来 , 顶点 4,，A4,，4; 
在 一 直线 上 ， 由 六 边 形 全 等 还 可 推出 ， 和 B84, 4 
二 Bi; AsA;. 这 时 4,8,1 A4;B;， 从 而 证 明了 六 边 形 的 
对 边 平 行 ， 这 意味 着 它 的 对 角 相 等 . 

【证 法 5 】 本 题 断 言 可 以 作 下 面 的 推广 ; 图 192 

如 果 凸 六 边 形 4BC DEF 的 对 边 相 等 ， 其 中 某 一 角 小 于 它 的 对 角 ， 那 么 , 在 人 4 十 人 C+ 
十 ZE 和 人 B+ 人 D+ 人 LF 这 两 个 和 中 ， 和 包含 小 角 的 和 比 另 一 个 和 小 . 

假设 在 满足 本 题 条 件 的 六 边 形 483CDEF 中 ，L A 人 LD (图 193). 因为 在 人 FA4B 和 
人 CDE 中 ， 这 两 个 角 的 夹 边 对 应 相等 ， 所 以 FB 过 EC， 而 且 在 人 F548 中 ， 其 它 两 个 角 之 和 
比 ACZDE 的 其 它 两 个 角 之 和 大 . 在 和 人 8EF 和 人 和 八 58C 中， 两 组 边 对 应 相等 ,而 人 BEF 的 第 
三 边 比 人 AEB8C 的 第 三 边 小 ,因此 “BEF< ESBSC， 而 且 在 ASEF 中 , 其 它 两 个 角 之 和 比 
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AEBC 的 其 它 两 个 角 之 和 大 ， 逐 项 相 加 所 得 到 的 不 等 式 将 会 得 到 ， 4, <C，ZE 的 和 小 于 
六 边 形 的 其 它 三 个 顶 角 之 和 . 

【证 法 6 】 我 们 来 弄 清 楚 ， 如 果 六 边 形 的 对 边 相 等 ， 那么 它 
的 对 角 之 间 有 什么 关系 . 

如 果 在 这 种 六 边 形 中 ; 有 两 个 相对 的 顶 角 相等 ， 那 么 其 它 所 
有 相对 的 顶 角 彼此 都 相等 ， 事 实 上 ， 例 如 车 人 4= 人 DD, 那么 FA48 
和 人 和 八 CDE 全 等 ， 于 是 B= EC . 这 样 - -来 ， ABEF 和 和 入 EBC 全 
等 ， 且 六 边 形 48CD EF 有 对 称 中 心 . 

由 上 面 的 证 明 推出 ， 在 这 种 六 边 形 中 ， 相 对 的 项 角 或 者 是 所 
有 的 都 彼此 相等 ， 或 者 是 所 有 的 彼此 都 不 相等 .这样 一 来 ， 在 这 
种 六 边 形 中 , 那 怕 只 有 一 个 角 和 它 的 对 角 不 等 , 那么 在 和 4, <C，. 图 193 
ZE 和 LAB, LAD， 人 LF 这 两 组 角 中 ， 至 少 有 一 组 的 两 个 角 小 于 它们 的 对 角 . 我 们 来 证 明 ， 第 
三 个 角 也 小 于 它 的 对 角 . 

我 们 利用 下 面 的 事实 ， 如 果 两 个 凸 四 边 形 的 对 应 边 彼 此 相等 ， 且 两 个 对 应 的 角 满 足 不 等 
式 a 过 <a/， 那 么 它们 的 两 个 对 角 也 满足 不 等 式 ，B<< 6, ， 如 果 我 们 作对 角 线 把 四 边 形 分 成 两 
个 三 角形 (图 194) ， 那 么 这 个 断言 是 很 显然 的 ， 事实 上 ， 因 为 < wy ， 所 以 角 w 所 在 的 四 边 
形 的 对 角 线 较 大 ， 由 此 可 得 8 二 8, (在 证 法 3 中 , 已 对 特殊 情况 引证 过 ， 还 可 参看 $ 38) . 

现在 我 们 已 经 具备 了 所 有 必要 的 条 件 来 证 明 原 问题 的 断言 ， 如 果 Z4<“D,“C<2F, 那 
么 对 于 四 边 形 48EF 和 8CDE 应 用 上 面 所 证 明 过 的 断言 ， 我 们 得 到 ， 构成 <E 的 两 个 四 边 形 
的 顶 角 小 于 构成 人 的 两 个 角 (图 195)， 因 此 ， 人 EE<ZB. 














图 194 图 195 


这 样 一 来 ， 如 果 凹 六 边 形 的 对 边 彼 此 相等 ， 那么 LA4，AC，LE 或 者 都 分 别 等 于 人 B， 
ZZD，LF， 或 者 一 组 中 的 每 一 个 角 都 小 于 它 的 对 角 . 

于 是 我 们 证 明了 比 原 题 断言 更 一 般 的 定理 

在 最 后 一 个 证 法 中 ， 我 们 利用 的 仅仅 是 欧 氏 几何 中 与 平行 线 公 理 无 关 的 定理 . 这 就 证 明 
了 本 题 的 断言 及 在 证 明 末尾 所 叙述 的 比较 一 般 的 定理 即使 是 在 罗 巴 切 夫 斯 基 一 波 约 依 的 非 欧 
几何 ( 见 § 26) 中 也 是 成 立 的 . 


163 ， 假 设 在 凸 四 边 形 483CD 中 ， 
AB+BD<<AC+CD. 
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证 明 ， 边 48 小 于 对 角 线 4C. 

【证 法 1 ) 与 本 题 结论 相反 ， 我 们 假设 48 记 4C， 因 此 ， 点 4 或 者 在 线段 SC 的 中 垂 线 
上 , 或 者 在 这 个 中 垂 线 的 点 C 所 在 的 那 一 侧 (图 196)， 因 为 四 边 形 48CD 是 凸 的 , 所 以 顶点 
DD 与 C 位 于 直线 48 的 同 侧 , DP 与 4 位 于 直线 8C 的 


同 侧 ，D 与 8 位 于 直线 4C 的 异 侧 ， 因 此， 点 D 在 

从 角 ABC 截 去 和 4B8C 后 所 得 到 的 区 域内 (在 图 196 | 4 ~、 
中 , 点 忆 所 在 的 区 域 划 了 阴影 线 ) ， 这 个 区 域 完全 SN 
在 线段 BC 的 中 垂 线 的 顶点 C 所 在 的 那 一 侧 ， 因 为 | 
在 这 个 区 域 的 所 有 边界 点 中 ， 只 有 点 4 可 能 在 中 重 jp SS 
线 上 . 这 样 一 来 ， 点 D 和 点 C 属 于 同一 个 半 平 面 ， 1 

因此 8D>CD. 把 所 得 到 的 这 个 不 等 式 和 我 们 一 开 | 

始 所 假设 的 不 等 式 48>> 4C 加 起 来 , 我 们 得 到 不 等 图 196 


式 4B 十 8D>AC 十 CD， 与 本 题 条 件 相 违 .这 就 证 明了 本 题 断 言 . 
【证 法 2 】 我 们 知道 (如 果 不 知 道 ， 那 么 可 以 从 三 角形 不 等 式 导出 )， 凸 四边形 的 对 边 
之 和 小 于 它 的 对 角 线 之 和 ， 因 此 ， 在 四 边 形 48CD 中 ， 
AB+CD< AC+BD. 
根据 本 题 条 件 ， 
AB+ BD<AC4CD. 
将 两 个 不 等 式 相 加 ， 我 们 得 到 248<24C, 这 就 是 所 要 证 明 的 . 


164. 证明: 若 某 立体 被 平面 截 得 的 所 有 截面 都 足 圆 ， 那 么 这 个 立体 是 球 . 
【注解 〗 在 证 明 本 题 之 前 ， 我 们 作 某 些 注 解 : 
1) 本题 断言 最 简捷 的 证 明 如 下 . 我 们 研究 给 定 立 体 的 最 大 的 东 . 通过 这 个 弦 的 任何 平 
ei 这 些 图 的 直 公 和 我 们 所 到 的 纱 相 重合 ?， 因 为 要 


立 办 er 
状 ， 它 的 ”条 在 位 和 我 们 所 束 的 弦 相 重信 、 . 

我 们 的 论证 是 不 完全 的 ， 因 为 没有 证 明 最 大 的 弦 是 存在 的 .严格 的 证 明 要 利用 高 等 数学 
的 工具 . 

2) 必须 精确 说 明 ， 应 该 怎样 理解 本 题 条 件 中 所 说 的 “ 某 个 
立体 ”这 人 句 话 . 

我 们 把 空间 点 的 任 一 总 体 叫 做 点 集合 (或 简单 地 叫 集 合 ). 
我 们 利用 集合 人 

假设 给 定 一 个 集 侣 ， 它 含有 一 个 以 上 的 点 ， 且 县 有 下 面 的 性 
质 ; 如 时 某 一 个 平面 包含 这 个 集合 的 点 多 于 一 个 ， 那么 这 些 点 填 
满 了 这 个 平面 上 的 一 个 圆 〈 即 圆周 本 身 以 及 圆周 内 的 平面 部 分 ). 
证 明 : 给 定 的 点 集合 是 一 个 球 ( 即 球面 本 身 以 及 球 而 内 的 空间 部 分 ). 

如 果 从 本 题 这 个 比较 严格 的 叙述 方式 出 发 ， 那 么 下 面 所 作 的 
证 明 是 完全 的 . 

【证 法 1 ) 假设 C 是 立体 和 某 一 平面 相交 所 得到 的 圆 不 的 贺 
心 “ 图 197)， 由 点 C 向 圆 & 的 平面 作 垂 线 ， 且 过 这 条 垂 线 作 任 一 图 197 
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平面 . 假设 这 个 平面 和 圆 & 的 边界 交 于 点 P 和 Q, 和 立体 本 身 交 成 圆 名 因为 PQ 是 圆 发 的 
弦 ， 所 以 它 的 中 垂 线 〈 也 就 是 我 们 前 面 所 作 的 圆 t 的 平面 的 垂 线 ) 包含 圆 怀 的 直径 48 .由 
于 切割 平面 是 任意 的 ， 而 点 4 和 8 限定 了 属于 这 个 平面 的 线段 48, 因 而 点 4 和 8 在 这 个 立 
体 的 边界 上 ， 所 以 可 以 断言 ， 通 过 直线 48 的 任 一 平面 和 立体 的 截面 都 具有 以 48 为 直径 的 
圆 的 形状 ， 这 样 一 来 ， 立 体 是 以 48 为 直径 的 球 . 
【证 法 2 ] 假设 是 立体 的 一 个 截面 ， 它 具有 国 
的 形状 (图 198). 设 Q 是 它 的 “个 内 点 , 己 走 由 点 Q 出 
发 而 不 在 截面 * 上 的 射线 和 立体 表面 的 交点 ，G 是 通 
过 点 的 球面 , 且 圆 关 的 边界 在 这 个 球面 上 .通过 直线 
PQ 的 平面 和 圆 的 边界 相交 于 点 4 和 8 (因为 这 个 
平面 包含 圆 的 内 点 Q ) ,此 外 ,这 个 平面 和 球面 G 交 
成 某 一 个 圆周 ， 这 个 圆周 和 立体 被 通过 直线 PQ 的 平 
, 面 所 截 得 的 圆周 重合 ， 因 为 它们 有 三 个 公共 点 P,4， 
8 ， 因 此， 立体 和 球面 G 被 任 一 平面 相 截 ， 所 得 的 截 
面相 重合 . 图 198 














165 ， 每 一 个 参加 循环 赛 的 人 和 所 有 其 余 参 加 比赛 的 人 都 要 比赛 一 次 ,而且 任何 一 次 比 
赛 都 没有 出 现 平局 ， 证明， 在 这 些 运动 员 中 ， 可 以 找到 这 样 的 运动 员 ， 当 他 列举 被 他 战胜 的 . 
人 以 及 他 的 手下 败 将 所 战胜 的 人 时 ， 他 能 数 出 所 有 其 他 参加 比赛 的 人 . 

【证 法 1 】 假 设 在 参加 循环 赛 的 运动 只 中 ， 赢 的 次 数 最 多 的 是 4. 如 果 本 题 断言 对 4 不 
成 立 ， 那 么 可 以 找到 这 样 一 个 比赛 的 参加 者 下, 无 论 是 4 本 人 ,或 者 是 被 4 战胜 的 对 手 都 没 
有 战胜 他 .因此 ，B 赢 的 次 数 比 4 还 多 ， 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 根据 上 面 的 假设 ，4 是 赢 的 次 
数 最 多 的 运动 员 ， 这 样 一 来 ， 本 题 的 断言 对 4 成 立 . 

【证 法 2 】 我 们 用 完全 数学 归纳 法 来 证 明 本 题 断 言 ， 如 果 参 加 循环 赛 的 只 有 两 个 运动 
员 ， 那 么 本 题 的 断言 必然 成 立 ， 假设 当 参 加 循环 赛 的 人 数 等 于 靖 时 ， 本 题 的 断言 成 立 ， 若 参 
加 循环 赛 的 人 数 增 至 wn 二 1， 那么 根据 归纳 假设 ,在 前 x 个 运动 员 中 , 可 以 找到 这 样 一 个 运动 
员 4 ， 当 他 列举 出 被 他 自己 战胜 的 人 以 及 他 的 手下 败 将 所 战胜 的 人 时 ， 他 能 说 出 所 有 前 x 个 
运动 员 的 名 字 . 假设 是 参加 循环 赛 的 十 1 个 人 中 最 后 一 名 运动 员 .， 如 果 运 动员 4 列举 被 
他 战胜 的 人 或 他 的 手下 败 将 所 战胜 的 人 时 ， 数 出 了 运动 员 8 ,那么 对 于 4 本 题 断言 成 立 . 如 “” 
果 4 没有 数 出 8 ,那么 这 意味 着 8 战胜 了 4 以 及 所 有 能 被 4 叫 出 名 字 来 的 人 @ 这 时 本 题 断 
言 对 8 成 立 . 

【证 法 3 ) 假设 所 有 参加 循环 赛 的 运动 员 都 集合 在 礼堂 里 ， 我 们 请 其 中 一 位 运动 员 把 他 
所 战胜 的 人 从 礼 符 带 出 去 “可 能 我 们 所 挑选 的 这 位 运动 员 没 有 把 任何 人 带 出 去 ). 如 果 此 后 
在 礼堂 里 还 剩 有 运动 员 ， 那 么 再 请 其 中 一 位 运动 员 把 他 所 战胜 的 人 带 出 去 .这样 一 直 进 行 下 
去 、 直到 有 人 把 最 后 一 个 循环 赛 的 参加 者 从 礼堂 带 出 去 为 止 ， 做 这 件 事 的 人 战胜 了 他 亲自 带 
出 去 的 所 有 运动 员 ， 也 战胜 了 当 他 还 留 在 礼堂 里 时 ， 已 经 带 人 出 礼堂 的 所 有 运动 员 ， 因 此 ， 
从 礼堂 把 最 后 一 个 运动 员 带 出 去 的 运动 员 (也 可 能 就 是 最 后 一 个 运动 员 自 己 ) 能 数 出 所 有 的 
运动 员 (除了 他 自己 ). 

加 此 处 原文 有 误 ， 应 为 “意味 着 巨 战 胜 了 4 以 及 所 有 败 于 4 的 人 . “因为 3 不 一 定 能 战胜 所 有 能 被 4 
叫 出 名 字 来 的 人 . 一 一 校 者 注 . 
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对 于 上 面 所 作 的 解答 可 做 某 些 注解 ; 

1) 证 法 1 表明， 问题 的 断言 对 循环 赛 的 优胜 者 (如果 有 几 个 优胜 者 ， 那 么 对 任 一 个 优胜 者 是 成 立 的 ， 但 
是 不 应 该 认为 问题 的 断言 仅仅 对 优胜 者 成 立 ， 下 面 的 表格 表明 ， 本 题 断 言 甚至 对 循环 赛 的 最 后 一 名 也 是 成 
立 的 ， 

更 有 甚 者 ， 本 题 断 言 可 能 对 参加 循环 赛 的 每 一 4 
个 人 者 成立， 右面 那个 循环 赛 表 可 以 作为 这 个 例子 . 4 

2) ， 本题 可 以 用 图 论 的 语言 来 叙述 .把 参加 循环 


| | 
| | 
赛 的 每 一 个 人 比拟 为 图 的 一 个 且 仅 仅 一 个 项 点， 相应 | - | ! | ! 
| 
| | 


于 两 个 运动 员 的 顶点 之 间 用 边 来 连接 ， 表 示 他 们 之 间 c 0 | 1 
的 比赛 ， 边 的 方向 由 赢 的 人 指向 输 的 人 循环赛 结 束 | | 站 
时 ， 可 以 得 到 一 个 完全 有 向 图 ， 而 本 题 的 断言 可 叙述 

作 ， E|1. o | 。 0 | - 


在 任何 一 个 有 限 的 完全 有 向 图 中 ， 可 以 找到 这 样 一 个 项 点， 从 这 个 顶点 出 发 沿 着 和 有 向 边 一 致 的 方向 ， 
走 ， 真 经 过 一 个 或 两 个 相 邻 的 边 ， 可 以 到 达 任 何 一 个 其 它 的 顶点 ， 

对 于 无 限 图 ， 本 题 断言 是 不 对 的 ， 例 如 假设 P,, P,, P，,… 是 无 限 图 的 顶点 ， 边 P,P, 的 方向 是 由 附 标 
大 的 顶点 指向 附 标 小 的 项 点， 这 时 从 任 一 顶点 出 发 ， 沿 着 有 向 边 所 指示 的 方向 走 ， 只 能 到 达 有 小 附 标的 顶 
点 ， 即 仅 能 走 到 有 限 个 顶点 上 . 


166 . 证明: 如 果 梯 形 的 底 角 不 相等 ， 那 么 从 底 角 较 小 的 项 点 所 引 的 对 角 线 大 于 从 另 一 
个 顶点 所 引 的 对 角 线 . 

【证 法 1 将 梯形 的 较 小 的 底 角 (DAB) 扩 大 ,使 之 
与 较 大 的 底 角 (ZCB84) 相等 ， 于 是 我 们 得 到 等 腰 梯 形 
ABCE( 图 199). 由 于 对 称 性 ,梯形 48BCE 的 对 角 线 的 交点 
F 应 该 在 底 边 48 的 中 垂 线 上 ， 线 段 FC 与 顶点 8 所 属 的 
腰 位 于 中 垂 线 的 同一 侧 ， 因为 也 是 线段 EC 的 内 点 ， 由 对 
人 BCE 的 研究 便 可 推出 ; 线段 8 和 线段 EC 相交， 所 以 
原来 的 梯形 的 对 角 线 的 交点 G 也 在 中 垂 线 的 这 一 侧 ， 底 边 图 199 
45 的 中 垂 线 把 平面 分 成 两 部 分 ， 包 含 顶 点 8 的 那个 半 平 面 的 所 有 的 点 到 8 的 距离 比 到 4 的 
距离 小 ， 因 此 ， 对 点 G 有 不 等 式 

GA>> GB. 
因为 <4GB 二 LCGD (对 顶 角 )， 其 它 两 个 角 也 相等 (内 错 角 ) ， 所 以 人 4BG 和 人 CDG 相似 于 
是 由 所 得 到 的 不 等 式 可 得 到 新 的 不 等 式 
GC 二 GD. 

将 所 得 到 的 两 个 不 等 式 相 加 ， 我 们 得 到 4C > 8D， 这 就 是 所 要 证 明 的 

【证 法 2 】 将 梯形 4BCDD 的 底 边 483 上 较 小 的 底 角 扩 大 , 使 得 和 较 大 的 底 角 相等 ， 我 们 
得 到 等 腰 梯 形 4BCE (图 200). 梯形 48CE 的 对 称 轴 和 线段 EC 的 中 垂 线 重合 . 因为 顶点 8 和 
线段 EC 上 靠近 顶点 C 的 那 一 半 位 于 对 称 轴 的 同一 侧 ， 因 此 BC < 8E. 

由 于 等 腰 梯 形 的 对 称 性 ， 所 以 4C = BE. 在 和 人 8CD 和 人 和 八 B3DE 中 ,ACDB 和 LBDE 互 
补 ， 因 此 这 两 个 角 中 有 一 个 角 或 为 直角 ， 或 为 钝 角 ， 无 论 是 哪 种 情况 ， 这 个 角 总 是 三 角形 中 
最 大 的 角 ， 且 它 所 对 的 边 是 最 大 的 边 ， 与 这 个 大 角 在 哪 一 个 三 角形 〈ABCDD 或 ABDE) 有 








”228 ， 





关 ， 线 段 3 忆 或 小 于 线段 BE， 或 小 
于 线段 BC， 因 此 必定 小 于 这 两 个 线 
段 中 最 大 的 线段 BE, 而 BE 等 于 对 
角 线 4C 

【证 法 3] 将 梯形 45CD 的 底 
边 4B 上 较 小 的 底 角 扩大 使 它 和 较 大 
的 底 角 相等 ， 于 是 我 们 得 到 等 腰 梯 形 
ABCE (图 200)， 外 角 AEDB 大 于 图 200 
和 DBC 的 任 一 不 相 邻 的 内 角 人 DCB8 和 LDBC， 因 此 LEDB>>ZDCB, 又 因为 等 腰 梯 形 
ABCE 关于 底 边 的 中 垂 线 对 称 ， 所 以 

DCB=/ AED. 

因此 ， 在 ABDE 中 ，~BDE 大 于 上 BED， 因为 BED 仅仅 是 “4EDD 的 一 部 分 ， 而 我 
们 证 明了 AED< 人 LEDB.， 因 为 在 每 一 个 三 角形 中 ， 大 角 对 大 边 ， 所 以 BE>BD， 由 于 对 
称 性 ，AC= 二 BE， 于 是 本 题 断言 被 证 明了 (我 们 在 27 题 的 解法 2 中 过 到 过 它 ). 





167， 有 多 少 个 能 被 3 整除 而 又 含有 数字 6 的 五 位 数 ? 

【解法 1 】 我 们 把 所 有 能 被 3 整除 而 〈 在 十 进 制 中 ) 又 包含 数字 6 的 五 位 数 按照 最 后 一 
个 数字 6 所 在 的 位 置 “位 置 ” 的 编号 由 个 位 往 高 位 》 来 分 组 . 

第 一 组 是 以 数字 6 为 个 位 数 的 数 . 这 些 数 的 中 间 三 位 数字 可 以 任意 取 ， 而 第 一 个 数字 
( 指 最 高 位 的 数字 一 一 中 译 者 注 ) 只 能 从 1, 2, 3，4，5，6,，7，8， 9 中 来 取 (因为 五 位 数 不 
能 从 零 开 始 ) ， 而 且 要 使 所 有 的 数字 之 和 能 被 3 整除 . 三 个 中 间 的 数字 的 每 一 个 数字 可 以 有 
10 种 方法 来 取 ， 而 第 一 个 数字 只 能 有 3 种 方法 来 取 . 事实 上 ， 除 第 一 个 数字 外 ， 其 它 所 有 的 
数字 之 和 被 3 除 时 ， 其 余数 只 能 是 0, 1, 2 中 的 一 个 . 如 果 余 数 为 0， 那 么 第 一 个 数字 可 以 
取 3, 6,，9 中 的 任 一 个 .如果 余数 为 1 ， 那 么 第 一 个 数字 可 以 取 2,，5,， 8 中 的 任 一 个 . 如 果 
余数 为 2 ， 那 么 第 一 个 数字 可 以 取 1, 4, 7 中 的 任 一 个 .这 样 一 来 ,第 一 组 共有 3x 10? 一 3000 
个 数 . . 

. 第 二 、 三 、 四 组 是 最 后 一 个 数字 6 分 别 在 第 二 位 〈 十 位 )， 第 三 位 〈 百 位 )， 第 四 位 ( 千 
位 ， 且 其 右边 不 再 有 6 的 数组 成 的 .在 最 后 一 个 6 的 右边 的 每 一 位 数字 可 以 用 9 种 办 法 来 填 
写 ， 因 为 在 这 些 数字 中 不 应 该 有 6. 除了 最 高 位 外 ， 所 有 其 它 各 位 可 以 任意 填写 ， 其 每 一 个 
可 以 是 十 个 数字 中 的 任 一 个 . 第 一 个 数字 可 以 像 上 面 的 情况 那样 来 选取 ， 即 每 一 次 都 可 以 从 
三 个 允许 的 数字 中 选取 一 个 . 这 样 一 来 ， 第 二 组 有 3xX102:x9 一 2700 个 数 , 第 三 组 含有 
3 X10X9’ 二 2430 个 数 ， 第 四 组 有 3 x 9 一 2187 个 数 . 

第 五 组 是 由 最 高 位 〈 万 位 ) 为 6 ， 而 其 它 各 位 不 出 现 数字 6 的 数组 成 的 . 这 时 中 间 三 个 
数字 中 的 每 一 个 可 以 有 9 种 办 法 来 选取 ， 因 为 这 些 数 字 可 以 取 6 以 外 的 任何 数字 . ,最 后 一 位 
数字 应 该 从 同样 9 个 数字 中 选取 , 卫 使 数字 之 和 能 被 3 整除 . 最 后 一 位 数字 仅 能 有 三 种 办 法 来 
选取 (如 果 前 四 位 数字 之 和 能 被 3 整除 ， 那 么 最 后 一 位 数字 只 能 从 0，3 ，9 中 挑 一 个 如 果 前 
四 个 数字 之 和 被 3 除 时 余 1 ， 那 么 只 能 从 2，5, 8 中 挑 一 个 ; 如 果 余 2 , 那么 只 能 从 1，4 ， 
7 中 挑 一 个 ) ， 这 样 一 来 ， 第 五 组 有 2187 个 数 . 

于 是 有 3000 十 2700 十 2430 十 2187 十 2187 三 12504 个 满足 本 题 全 部 要 求 的 五 位 数 . 

【解法 2 】 我 们 把 本 题 的 解答 分 成 两 部 分 : 首先， 我 们 计算 有 多 少 个 不 包含 有 数字 6 的 
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五 位 数 ， 然 后 证 明 ， 其 余 的 数 的 三 分 之 一 恰好 能 被 3 整除 . 

1) ”总 共有 90000 个 五 位 数 ， 我 们 来 确定 其 中 有 多 少 个 不 包含 数字 6 . 这 些 数 的 第 一 个 数 
字 可 以 用 8 种 办 法 ( 除 0 和 6 以 外 的 任何 数字 都 可 以 ) 来 选取 ， 而 其 它 四 位 的 数字 可 以 用 9 
种 办 法 来 选取 (对 于 它们 仅 不 能 取 数 字 6 ) ， 因此 ， 总 共有 8X9’ 二 52488 个 不 包含 数字 6 的 
五 位 数 ， 而 至 少 包 含 一 个 6 的 五 位 数 共 有 90000 一 52488 王 37512 个 ,这 个 数 能 被 3 整除 . 

2) 我们 把 所 有 的 五 位 数 按 上 升 的 次 序 排 列 起 来 ， 且 把 所 得 到 的 序列 从 第 一 个 数 开 始 每 
10 个 数 分 成 一 段 . 属于 同一 段 的 数 彼此 仅仅 是 最 后 一 位 数字 不 同 . 在 每 一 段 中 标 出 包含 数字 
6 的 数 .， 在 某 些 段 所 有 的 数 都 被 标 出 了 .所 有 前 四 位 数 中 含有 6 的 那些 段 一 一 在 同一 段 内 ， 
由 一 个 数 变 到 另 一 个 数 时 ， 前 四 位 数字 不 变 一 一 便 是 这 样 的 . 在 其 它 的 段 ， 所 标 出 的 仅仅 是 
一 个 数 ， 这 个 数 的 个 位 数字 是 6 

我 们 来 确定 两 个 相 邻 的 标 出 的 数 之 差 等 于 什么 (在 图 201 中 ,为 了 明显 起 见 ， 黑 点 对 应 于 
标 出 的 数 ， 圆 圈 对 应 于 未 标 出 的 数 ) . 
如 果 两 个 标 出 的 数 属于 同一 段 ， 那 么 这 
整个 一 段 的 数 都 是 标 出 的 数 ， 从 而 相 邻 poooooeooeod 77 TT oo 
的 标 出 的 数 之 差 等 于 1， 差 等 于 1 也 发 ooooooo5oorooeeveeee 
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生 在 那 种 情况 ， 如 果 两 个 相 邻 的 标 出 的 ooooocooeoocooco ooocoocooogwoocoo 
数 属于 两 个 相 邻 的 段 ， 这 两 段 都 是 标 出 . 
的 数组 成 的 (图 201 第 一 排 所 示 )， 如 果 图 201 


在 两 个 被 研究 的 数 中 ， 较 小 的 数 属于 全 部 都 是 标 出 的 数 的 一 段 ， 而 较 大 的 数 属于 只 包含 一 个 
标 出 的 数 的 一 段 (图 201 第 二 排 ) 那么 差 等 于 7.， 如 果 两 个 数 中 , 较 大 的 数 属于 都 是 标 出 的 数 
的 一 段 ， 而 较 小 的 数 属于 仅 包 含 一 个 标 出 的 数 的 一 段 (图 201 第 三 排 )， 那 么 差 等 于 4 .最 后 ， 
如 果 两 个 数 都 属于 再 没有 其 它 标 出 的 数 的 段 (图 201 第 四 排 )， 那 么 差 等 于 10， 于 是 两 个 相 邻 
的 标 出 的 数 之 差 只 能 取 值 1, 4, 7 和 10. 

因为 这 四 个 数 中 的 每 一 个 被 3 除 都 余 1 ， 所 以 可 以 断定 ， 在 以 上 升 次 序 排列 好 的 标 出 的 
数 中 ， 每 第 三 个 数 能 被 3 整除 ， 因 为 与 能 被 3 整除 的 标 出 的 数 最 靠近 的 标 出 的 数 被 3 除 时 余 
1; 在 它 之 后 的 标 出 的 数 被 3 除 时 余 2 ， 再 后 面 标 出 的 数 又 能 被 3 整除 ， 等 等 . 因为 标 出 的 
数 共有 37512 个 ， 而 这 个 数 能 被 3 整除 ， 所 以 ， 所 有 标 出 的 数 的 三 分 之 一 (37512 ;3 一 12504 ) 
能 被 3 整除 . 

【解法 3 】90000 个 五 位 数 中 ， 每 第 三 个 能 被 3 整除 ， 即 有 30000 个 五 位 数 能 被 3 整除 . 
我 们 来 确定 它们 之 中 有 多 少 个 不 含有 数字 6 . 

这 些 数 的 第 一 个 数字 可 以 用 8 种 办 法 来 选取 ， 因 为 在 最 高 位 仅 不 能 取 数 字 0 和 6 . 第 二 
个 ， 第 三 个 ， 第 四 个 数字 每 个 都 有 9 种 办 法 来 选取 ， 因 为 只 是 不 能 利用 数字 6 .最 后 一 个 数 
字 应 该 这 样 取 ， 使 得 这 个 数 的 所 有 五 个 数字 之 和 能 被 3 整除 . 与 前 四 个 数字 之 和 被 3 除 时 余 
数 等 于 什么 有 关 ， 最 后 一 个 数字 或 者 可 以 取 1, 4, 7 中 的 一 个 ， 或 者 可 以 取 2, 5,8 中 的 一 
个 , 或 者 可 以 取 0, 3, 9 中 的 一个， 这样 -来 ， 最 后 的 数字 可 以 有 三 种 办 法 来 选取 . 

因此 , 在 能 被 3 整除 的 五 位 数 中 , 有 8x9x3 二 17496 个 不 含有 数字 6, 而 有 30000 一 17496 = 
二 12504 个 至 少 含有 一 个 数字 6 . 








168 ， 两 个 坐标 部 是 整数 的 点 叫做 平面 上 的 整 点 . 证 明 ， 如 果 三 角形 的 项 点 和 整 点 重合 ， 
且 三 角形 的 三 边 不 再 含有 其 它 的 整 点 ， 但 是 在 三 角形 内 有 唯一 的 一 个 整 点 ， 那 么 这 个 三 角形 
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的 重心 和 这 个 “内 部 的 ” 整 点 重合 . 
【证 法 1 】 不 难看 出 ， 整 点 关于 其 它 的 整 点 或 者 关于 两 个 整 点 所 连 成 的 线段 的 中 点 的 对 
称 点 还 是 整 点 〈 见 8$67). 
我 们 来 研究 本 是 条 件 中 所 说 的 整 点 三 角 内 46C， 假 设 3 是 整 点 三 角形 456C 内 的 整 点 . 
我 们 作 整 点 5 关于 “48C 的 三 边 的 中 点 的 对 称 点 〈 图 202) ， 所 有 这 些 点 仍然 是 整 点 ， 将 这 
些 整 点 记 作 $. ,8,,9.， 它们 在 和 原来 的 三 角形 4BC 
对 称 的 三 角形 4 BC,AB,C.,.ABC, 内 . 在 4, BC ， 
4B,C，.4BC, 内， 没有 其 它 的 整 点 . 因为 ， 璧 如 
说 ,在 .4, 6C 内 ， 除 了 整 点 9. 外 ， 那 怕 是 还 有 一 个 
整 点 ， 那 么 这 个 整 点 关于 边 BC 的 中 点 的 对 称 点 将 在 
原来 的 三 角形 43C 内 . 因此 ,在 .48C 内 有 两 个 整 
点 ， 这 起 不 可 能 的 ， 作 顶点 4, 关于 整 点 5 的 对 称 点 . 
这 个 点 应 该 在 A 4,81C, 内 , 而 且 是 整 点 ,因为 
4, B,C ,和 人 4, BC 同位 相似 ， 相 似 中 心 是 点 4,， 
相似 系数 等 于 2， 而 点 5, 是 整 点 ， 这 样 一 来 , 所 作 的 - 
点 应 该 和 整 点 9.3.,S，,S, 中 的 某 一 个 重合 ， 因 为 根 
据 上 面 所 证 明 的 ， 在 八 4, 也 C, 内 没有 其 它 的 整 点 . 
由 于 新 作 的 点 是 顶点 4, 关 于 整 点 $5, 的 对 称 点 ， 所 以 图 202 
它 不 能 和 整 点 5 本身 重 合 ， 我 们 来 证 明 ， 所 作 的 点 也 不 可 能 和 整 点 5,、5. 重合 我们 只 要 证 
明 它 不 和 这 两 个 点 中 的 某 一 个 整 点 重合 就 行 了 .我 们 来 证 明 它 不 和 整 点 5. 重合 ， 线 段 4, 9 
和 B5, 关 于 线段 8C 和 48 的 中 点 与 线段 45 对 称 ， 因 此 ， 线 段 4,5, 和 B5. 都 平行 及 等 于 线 
段 45 ， 于 是 四 边 形 4,5。5$.8 是 平行 四 边 形 ， 且 整 点 5, 无 论 如 何 也 不 可 能 和 顶点 4, 关 于 整 
点 5 对称. 
于 是 我 们 证 明了 ， 顶 点 4 关于 整 点 5, 的 对 称 点 只 可 能 是 整 点 $5， 由 此 推出 ， 点 4 , 5,， 
5 在 一 直线 上 ， 这 条 直线 通过 线段 55, 和 BC 的 中 点 ， 因 此 也 通过 顶点 4, 关于 两 个 线段 55。 和 
53C 的 公共 中 点 的 对 称 点 ， 即 通过 点 4， 于 是 整 点 8 在 ”45C 的 由 顶点 4 所 中 的 中 线 上 .， 因 
为 “48C 的 所 有 顶点 是 等 同 的 (无 论 哪 一 个 顶点 和 任何 其 它 的 顶点 没有 什么 不 同 〉. 所 以 整 
点 5 也 在 和 人 48C 的 其 它 两 条 中 线 上 ， 因 此 和 刺 点 5 和 A 48C 的 重心 重合 . 
【证 法 2 】 如 果 利用 已 经 知道 的 整 点 三 角形 的 性 质 ， 那 么 168 题 的 证 明 将 非常 简单 . 假 
设 “4BC 是 本 题 条 件 中 所 说 的 整 点 三 角形 ，5 是 在 它 里 面 的 整 点 ， 整 点 三 角形 548,58C， 
SC 4 的 面积 是 相等 的 ， 因 为 在 这 些 三 角形 中 ， 除 了 它们 的 顶点 以 外 ， 无 论 在 它们 的 内 部 , 或 
在 它们 的 边 上 ， 都 没有 其 它 的 整 点 ， 于 是 根据 137 题 的 证 法 4 所 证 明 的 ， 这 样 的 三 角形 的 面 
呐 等 于 1 /2， 再 由 119 题 的 断言 推出 ， 整 点 9 和 45C 的 重心 重合 . 
【证 法 3 】 关 于 原 三 角形 任 一 边 的 中 点 ， 作 和 原 三 角形 对 称 的 三 角形 ， 于 是 我 们 得 到 一 
个 平行 四 边 形 ， 如 像 在 证 法 1 中 所 证 明 的 那样 ， 在 这 个 平行 四 边 形 内 ， 除 了 在 原 三 角形 内 的 
整 点 以 及 和 它 关于 所 取 的 三 角形 的 边 的 中 点 ) 对 称 的 整 点 以 外 . 没有 其 它 的 整 点 ， 因 此 ， 
具 要 证 明 下 面 的 断言 就 行 了 ， 
如 果 在 平行 四 边 形 的 边界 上 ， 除 了 它 的 顶点 以 外 ， 没 有 其 它 的 整 点 ， 在 平行 四 边 形 内 ， 
有 两 个 整 点 ， 那 么 这 两 个 整 点 在 平行 四 边 形 的 对 角 线 上 ， 且 把 它 分 成 相等 的 三 部 分 
我 们 先 来 证 明 引 理 ; 
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对 于 平行 四 边 形 的 任 一 内 点 ， 总 可 以 找到 这 样 一 个 平行 四 边 形 的 项 点 ， 使 得 以 这 个 顶点 
为 中 心 ， 相 似 系数 为 2 的 同位 相似 变换 把 所 取 的 这 个 点 变 成 另外 一 个 仍然 属于 平行 四 边 形 的 
点 ， 


引 理 的 断言 的 正确 性 可 由 下 列 事实 推出 ， 通 过 平行 四 边 形 对 边 中 点 的 直线 把 平行 四 边 形 
分 成 四 个 平行 四 边 形 ， 如 果 将 这 四 个 平行 四 边 形 的 每 一 个 作 同 位 相似 变换 ， 相 似 中 心 是 原平 行 
四 边 形 的 顶点 ， 相 似 系 数 为 2 ， 那 么 变换 以 后 将 和 原平 行 四 边 形 重合 . 

对 我 们 所 作 的 平行 四 边 形 以 及 在 它 里 面 的 整 点 和 7 ， 应 用 这 个 引 理 “图 203) . 整 点 5 
和 了 不 会 和 平行 四 边 形 的 中 心 重合 ， 因 为 不 然 的 话 ， 
在 平行 四 边 形 内 使 可 找到 第 三 个 整 点 ， 这 个 整 点 和 另 - 
外 一 个 整 点 关于 平行 四 边 形 的 中 心 是 对 称 的 . 

正 像 我 们 在 证 法 1 中 所 证 明 的 那样 ， 顶 点 8 关于 
整 点 $ 的 对 称 点 属于 这 个 平行 四 边 形 ， 这 个 点 也 是 整 
点 ， 并 且 不 可 能 是 平行 四 边 形 的 顶点 ,因为 整 点 5 
不 在 平行 四 边 形 的 边界 上 ， 也 不 和 平行 四 边 形 的 中 心 
重合 . 因此 ， 顶点 5 关于 整 点 5 的 对 称 点 应 该 和 整 点 
7 重合 . 

利用 类 似 的 论证 可 以 证 明 ， 顶 点 了 DD 关于 整 点 7 的 
对 称 点 和 整 点 9 重合 .这样 一 来 ， 点? 和 了 在 线 段 
23 上 且 把 它 分 成 相等 的 三 部 分 .线段 3 只 能 是 平 
行 四 边 形 的 对 角 线 ， 因 为 整 点 9 和 7 不 在 平行 四 边 形 图 203 
的 边界 上 ， 于 是 证 明了 所 需要 的 断言 ， 

【证 法 4 】 我 们 重复 在 证 法 1 开始 时 所 用 的 论证 . | 

本 题 条 件 中 所 说 的 整 点 三 角形 48C 的 三 条 中 线 把 它 分 成 六 个 三 角形 (图 204)， . 位 于 
人 4B8C 内 唯一 的 整 点 至 少 属于 这 些 
三 角形 中 的 某 一 个 ,例如 在 人 A4C,5 
内 或 在 它 的 边界 上 ， 但 不 在 线段 
AC, 上 . 作 同 位 相似 变换 ， 相 似 中 
心 是 项 点 4 ， 相 似 系 数 等 于 2 ， 这 
时 这 个 整 点 变换 成 新 的 整 点 ， 这 个 
新 的 整 点 在 ”46D (人 AC, 5 的 像 ) 
内 或 在 它 的 边界 上 ， 但 不 在 边 46 上 . 
因为 在 4B8C 内 只 有 一 个 整 点 , 所 以 
新 的 整 点 或 者 在 八 4,8D 内 ,或 者 在 
它 的 边界 上 ， 但 不 和 顶点 3 重合. 如 
果 作 人 4, CS 和 从 4, BD 关于 点 4, 对称, 那么 在 人 4; C5 内 或 它 的 边界 上 (但 不 在 项 点 C) 将 有 一 个 
整 点 ,这 个 整 点 和 属于 A 4, BD 的 整 点 对 称 . 但 是 根据 本 题 条 件 , 在 个 48C 内 ,只 有 一 个 整 点 . 因此 ， 
它 必须 属于 人 4, CS ,这 个 三 角形 是 A4 BC 的 一 部 分 . 因为 人 4AC, 5S 和 人 4,C5 除 了 人 ABC 的 重 
心 5 以 外 ,没有 其 它 的 公共 点 ,所 以 ,个 48C 内 唯一 的 整 点 和 点 5 重合 ,这 就 是 所 要 证 明 的 . 

168 题 的 断言 的 空间 类 比 是 不 成 立 的 ， 存 在 这 样 一 个 四 面体 ， 它 的 顶点 是 空间 整 点 , 其 边 
界面 不 含有 其 它 的 整 点 ， 在 它 的 内 部 只 有 一 个 整 点 ， 但 它 的 重心 不 和 这 个 唯一 的 整 点 重合 . 
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内 部 只 有 一 个 整 点 R_〈1,1,2) ,但 是 点 R (1,1,2) 不 和 这 个 四 面体 的 重心 重合 . 广 
S72.， 关 于 法 雷 分 数 
整 点 可 以 直观 地 描述 分 数 
我 们 给 定 任 何 一 个 自然 数 x*， 并 且 研 究 所 有 分 母 小 于 或 等 于 4 的 不 可 约 的 真 分 数 ， 如 果 
把 这 些 分 数 按 上 升 的 次 序 排 列 起 来 ， 并 且 在 第 一 个 分 数 的 前 面 加 上 数 工 ， 而 在 最 后 一 个 分 数 
的 后 面 加 上 数 ， 于 是 我 们 得 到 一 组 数 ， 通 常 称 为 n 级 法 雷 序 列 ( 法 雷 贯 )， 并 且 表 示 为 . 


例如 ,五 看 来 是 下 面 的 样子 ; 


0 1 1 1 1 
13? 8， 7 ， 8° 5 ， 4 ， 
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3 
3， 8 5 了， 
1 4 3 5 2 5 3 1 5 6 7 1 
3 7 5 8 37 4' 5 6 7 8 1 
如 果 把 这 些 数 画 到 数 轴 上 去 ， 那 么 要 看 出 点 的 分 布 的 任何 一 种 规律 性 是 不 可 能 的 ， 它 们 
时 而 密集 ， 时 而 稀疏 ， 然 而 所 有 这 些 构 成 2 级 法 雷 序 列 后 的 分 数 还 是 服从 一 些 十 分 简单 的 规 
律 . 





在 着 手 研究 它们 之 前 ， 我 们 引进 一 个 新 的 定义 ， 对 于 分 数 好 和 名 (40,W' 0)， 我们 


把 分 数 往 名 叫做 它们 的 中 项 ， 我 们 证 明 下 面 的 断言 
D 级 法 震 序列 万 的 两 个 相 邻 的 项 的 中 项 是 不 可 约 的 ， 而 且 它 的 分 母 大 于 4， 
2) 级 法 雷 序列 矿 的 两 个 相 邻 的 项 之 差 等 于 它们 的 分 母 的 乘积 的 倒数 ; 
3) 六 的 三 个 连续 的 项 的 中 间 项 等 于 和 它 相 邻 的 项 的 中 项 
断言 3) 和 168 题 密切 相关 . 


h 
我 们 在 平面 上 引入 直角 坐标 系 ， 并 且 每 一 个 分 数 证 “0 <h<k<n) 对 应 于 坐标 为 (*， 


h) 的 整 点 . 分 数 季 的 不 可 约 性 意味 着 在 连接 点 民 ，Ap) 和 坐标 原点 的 线段 上 上， 除了 和 点 ( 
h) 重合 的 线段 端点 以 外 ， 没 有 其 它 的 整 点 ， 关 于 这 个 点 可 以 说 ， 从 坐标 原点 可 以 看 见 它 ,或 


的 正 半 轴 之 间 的 夹 角 也 越 大 ， 对 应 于 2 级 法 雷 序列 的 项 的 所 有 点 ， 除 了 描述 分 数 晤 的 点 以 外 


都 在 x 轴 的 上 面 ， 点 (1，0) 在 * 轴 上 ， 另 一 方面 ， 所 有 这 些 点 ， 除了 对 应 于 分 数 二 的 点 


(1，1) 以 外 ， 都 在 坐标 轴 的 夹 角 的 平分 线 之 下 .， 最后， 从 对 应 于 x 级 法 雷 序列 的 项 的 点 到 
7 办 的 最 大 距离 等 于 (图 205) ， 这 三 个 条 件 确定 了 一 个 直角 边 等 于 * 的 等 腰 直 角 三 角形 . 
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在 这 个 三 角形 的 内 部 或 周 界 上 的 任何 一 个 可 见 整 点 对 应 于 F, 的 某 一 项 ， 我 们 用 好 ,表示 这 个 


三 角形 ， 设 P 和 P' 是 对 应 于 两 个 法 雷 分 
数 的 整 点 ，O 是 坐标 原点 ，Q 是 整 点 了 和 
P' 所 对 应 的 分 数 的 中 项 所 对 应 的 点 . 这 时 
四 边 形 OPQ P' 是 平行 四 边 形 . 


h 
如 果 分 数 和 对 应 于 举 标 为 “k 一 如, 如 ) 


的 整 点 ， 那 么 将 清楚 地 看 出 ， 级 法 雷 序 
列 F, 的 项 关于 区 间 [0，1 的 中 点 一 *- 却 
的 点 是 对 称 分 布 的 图 206). @ 即 使 在 这 
种 情况 下 ， 对 应 于 F, 的 项 的 点 也 分 布 在 
直角 边 等 于 的 一 个 等 腰 直 角 三 角形 内 ， 
而 且 法 雷 分 数 所 “占据 的 ” 整 点 的 其 它 性 
质 仍然 保持 ， 因 此 ， 在 证 明 上 面 所 叙述 的 


定理 时 ， 我 们 可 以 利用 任何 一 种 直观 表 直 级 法 震 序 





图 206 
OQ 内 ， 并 且 线 段 OQ 将 被 一 些 整 点 分 
成 相等 的 部 分 .但 这 时 ， 从 坐标 原点 O 
可 以 看 见 的 位 于 对 角 线 OQ 上 的 整 点 不 
能 比 点 O 到 线段 OQ 的 二 等 分 点 (同时 
也 是 线段 PP' 的 二 等 分 点 ) 更 远 , 于 是 
这 个 整 点 在 三 角形 已 ,内 ， 但 这 是 不 可 
能 的 .于 是 可 见 点 对 应 于 不 可 约 的 分 数 





图 
@ 关于 坐标 角 的 平分 线 对 称 的 点 将 与 对 称 的 项 对 应 ,一 一 俄 泽 编辑 注 
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图 205 
1 的 项 的 方法 . 


1) ”假设 P 和 P' 是 描述 法 雷 序列 


相 邻 两 项 六 和 和- 的 点 ， 点 Q 对 应 于 分 


- 数 生 和 生 -的 中 项 ， 从 坐标 原点 O 到 点 


Q 指明 了 平行 四 边 形 OPQP 的 对 负 
线 ， 因此， 可 以 从 对 应 于 级 法 雷 序 
列 F, 的 两 个 相 邻 的 项 的 点 P 和 ?' 之 间 
看 见 点 8 ， 而 且 和 点 8 的 坐标 重合 的 
整 点 在 三 角形 如 , 外 ， 因 为 ,不 包 会 
那些 分 数 ， 这 些 分 数 所 对 应 的 点 在 道 
过 坐标 原点 0 而 且 在 角 POP' 内 的 直 
线 上 (图 207) . 在 对 角 线 OQ 上 
没有 比 点 Q 更 靠近 坐标 原点 的 整 点 

因为 不 然 的 话 ， 将 有 一 个 整 点 在 线段 
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% 和 如 ”而 且 可 见 点 在 三 角形 如 ,外 和 角 POP' 内 只 能 在 
k++k >n (1) 
的 情况 下 才 有 可 能 . 
2) 出 几 中 所 证 明 的 推出 ，OPP' 是 基本 的 整 点 三 角形 ， 因 为 了 和 中 是 可 见 点 ， 因 此 三 
角形 的 边 OP 和 OP' 不 包含 其 它 的 整 点 、 此 外 ， 点 了 和 P 对 应 于 * 级 法 雷 序 列 的 相 邻 的 项 ， 
三 角形 OPP' 在 如 ,内 ， 因 此 在 三 角形 OPP' 内 以 及 在 边 PP' 上 也 没有 整 点 ， 正 像 137 题 的 几 








何 描述 中 所 让 明 的 ， 基 本 的 整 点 三 角形 的 面积 等 于 元， 因此 当 用 点 了 和 P' 的 坐标 来 表示 三 角 
形 OPP 的 面积 的 二 倍 时 ， 我 们 得 到 
h'k— hg' 一 十 1， (2) 
由 此 得 到 
ph’ hp_ hk—hk 1 
k’ k kk' — kpk’ 





于 是 ， 定 理 2) 被 证 明了 . 

3)” 设 P，P' 和 P" 是 对 应 于 二 的 连续 的 三 项 的 点 ， 这 时 OPP 和 CPP 是 基本 的 整 点 
三 角形 . 它们 的 面积 相等 ， 因 此 点 ?和 PP" 在 直线 OP' 的 不 同 的 两 侧 ， 且 到 OP 的 距离 相等 
(图 208)， 这 就 意味 着 直线 OP' 平 分 线段 PP"， 因 此 通过 平行 四 边 形 OPQP" 的 第 四 个 项 





图 ”208 
点 Q. 但 是 点 Q@ 对 应 于 点 P 和 2P" 所 对 应 的 分 数 的 中 项 ， 因 此 对 应 于 点 P' 的 数 也 等 于 点 己 
和 P" 所 对 应 的 分 数 的 中 项 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 


被 证 明 的 定理 3， 具 有 下 面 的 几何 意义 ， 如 果 整 点 三 角形 包含 和 它 的 顶点 不 同 的 整 点 ， 
并 且 这 些 整 点 分 布 在 通过 三 角形 的 一 个 顶点 的 直线 上 ， 那 么 这 个 直线 和 三 角形 的 中 线 重合 . 


如 果 除 了 和 三 角形 的 顶点 重合 的 整 点 以 外 ， 它 的 周 界 不 含有 其 它 的 整 点 ， 而 在 三 角形 内 
有 一 个 唯一 的 整 点 ， 那 么 三 角形 的 所 有 三 个 顶点 满足 定理 3〉 的 以 几何 形式 叙述 的 条 件 ， 上 且 
内 部 的 整 点 和 三 角形 的 重心 重合 ， 因 此 ，168 题 可 以 看 作 是 定理 3) 的 特殊 情况 . 
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二 十 二 、1957 年 一 1964 年 试题 及 解答 


169 .在 平面 上 给 定 一 锐角 三 角形 43C ， 我 们 研究 所 有 以 给 定 的 三 角形 为 底面 ， 而 侧 
面 为 锐角 三 角形 的 棱锥 从 棱锥 的 项 点 作 三 角形 48% 所 在 平面 的 垂 线 ， 求 这 些 垂 线 的 垂 足 
的 轨迹 . 

【 解 】 设 P 是 人 4BC 所 在 的 平面 内 的 一 点 ， 过 点 书 作 一 直线 和 这 平面 垂直 ， 并 且 在 这 条 
垂 线 上 取 一 点 乙 ， 我 们 来 弄 清楚 ， 为 了 使 得 我 们 所 选取 的 点 刀 满足 本 题 的 要 求 (也 就 是 使 
个 48D , 八 8CD ,和 八 CAD 都 是 锐角 三 角形 ) ， 需 要 些 什么 条 件 ? 

我 们 先 来 研究 八 48 人 D， 人 42， 人 CAD 的 那些 和 八 48C 有 公共 边 48，BC ，C4 相 
连 的 角 ， 例如， 我 们 取 人 B34D. 过 顶点 4 作 一 平面 垂直 于 边 48 ， 当 且 仅 当 顶 点 忆 与 顶点 4 
位 于 这 个 平面 的 同一 侧 时 ， 人 B34D 是 锐角 .对 于 过 点 P 而 垂直 于 八 4BC 所 在 的 平面 的 直线 
来 说 ， 这 个 条 件 要 么 对 这 个 垂 线 上 所 有 的 点 都 满足 ， 要 么 对 它 上 面 的 任何 一 点 都 不 满足 ， 因 
为 垂直 于 人 人 465C 的 平面 的 直线 和 生 直 于 边 423 的 平面 是 平行 的 ， 因 此 ， 和 和 48C 的 边 相连 
的 所 有 六 个 角 是 不 是 锐角 将 只 和 点 己 的 选取 有 关 ， 如 果 这 个 条 件 对 点 己 本 身 是 满足 的 ， 也 就 
是 说 ， 如 果 每 一 个 角 
ALBAP, ABP, ‘CBP, /BCP, /ACP, /CAP (1) 


» 二 


都 是 锐角 ， 那 么 对 于 通过 点 己 而 垂直 于 人 4BC 所 在 平面 的 直线 上 的 任何 点 万 ， 这 个 条 件 也 
将 被 满足 . 

其 次 ， 我 们 来 研究 八 48D， 八 8CD， 八 CAD 在 顶点 D 处 的 角 、 显 然 ， 如 果 平 面 上 的 
点 在 以 给 定 的 线段 为 弦 ， 所 含 的 角 为 锐角 的 弓形 弧 上 的 话 ， 邦 么 这 个 点 对 给 定 线段 所 张 的 角 
为 锐角 ， 因 此， 对 于 和 八 48D， 八 BCD， 八 CAD 在 顶点 局 处 的 角 来 说 ， 仪 当 顶 点 D 到 八 48 
C 的 每 一 边 的 中 点 的 距离 大 于 这 个 边 的 边 长 的 一 半 的 时 候 ， 这 些 角 才 是 锐角 在 通过 点 了 而 
垂直 于 “、48C 的 平面 的 直线 上 ， 这 样 的 点 D 总 是 可 以 选取 到 的 ， 为 此 只 要 使 点 D 到 .人 ABC 
的 平面 的 距离 大 于 和 人 483C 的 最 大 边 长 的 一 半 就 行 了 . 

于 是 ， 如 果 我 们 作出 了 使 ‘ 1 ) 中 所 有 六 个 角 都 是 锐角 的 点 已 的 轨迹 ， 那 么 便 求 出 了 满 
足 本 题 要 求 的 点 的 轨迹 . 

当 且 仅 当 在 下 面 的 情况 下 242 和 一 432 都 是 锐角 ， 如 采 点 ?在 个 48C 所 在 平面 的 一 
个 带 形 内 ， 这 个 带 形 是 由 通过 顶点 4 和 8 而 垂直 于 边 48 的 两 条 直线 限定 的 ， 事实 上 ， 如 果 
点 PP 在 通过 项 点 4 而 垂直 于 边 48 的 垂 线 的 顶点 3 所 在 的 那 一 侧 时 ，.- 342 是 锐角 ， 类 似 的 
断言 对 “4B8P 也 是 正确 的 . 这 样 一 来 ， 使 得 ( 1 ， 中 所 有 六 个 角 都 是 锐角 的 点 了 的 轨迹 是 
三 个 带 形 所 交 成 的 区 域 ， 这 些 带 形 是 通过 八 48C 的 顶点 而 且 和 它 的 边 乘 直 的 直线 所 限定 的 . 

如 果 具 有 变动 顶点 人 的 棱锥 的 底面 八 43C 是 锐角 三 角形 ， 那 么 三 个 带 形 所 交 成 的 是 六 
边 形 (图 209)”， 它 的 内 部 是 满足 本 题 要 求 的 点 的 轨迹 

对 于 所 作 的 解答 ， 我 们 作 某 些 注解 . 

1) ”如 果 我 们 不 利用 图 209 的 直观 性 来 论证 ， 也 可 以 证 明 使 ( 1 ) 中 所 有 的 钢 都 是 锐角 的 点 的 铁 让 是 

边 形 的 内 部 . 
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只 要 验证 每 一 个 带 形 对 于 八 48C 的 外 接 圆心 是 对 称 的 就 行 了 ， 事 实 上 ， 点 O 在 每 一 个 带 形 的 中 线 
上 ， 这 条 中 线 和 个 48C 某 相应 的 边 的 中 垂 线 相 重 合 . 
因此 ， 三 个 带 形 所 交 成 的 区 域 关于 点 O 是 对 称 的 . 

全 45C 的 顶点 C 属于 宽 为 8C 和 C 4 的 带 形 所 交 成 
的 区 域 (因为 带 形 的 边界 不 平行 ， 所 以 它们 是 相交 的 ). 
因为 人 48C 是 锐角 三 角形 ， 所 以 顶点 C 也 在 第 三 个 宽 为 
A48 的 带 形 内 ， 因 而 属于 所 有 三 个 带 形 所 交 成 的 区 域 . 类 
似 的 断言 对 顶点 4 和 号 也 是 对 的 

从 三 个 带 形 所 交 成 的 区 域 关于 点 O 的 对 称 性 推出 : 
不 仅 八 48C 的 顶点 属于 所 交 成 的 区 域 ， 而 且 这 些 顶 点 关 
于 点 O 的 对 称 点 4, ，B, ，C, 也 属于 所 交 成 的 区 域 .点 
4，B，C，4 ，B3,，C, 是 彼此 不 同 的 ， 因 为 外 接 圆心 
O 既 不 和 八 48C 的 任 一 边 的 中 点 重合 ， 也 不 和 它 的 顶点 图 209 
重合 ， 三 个 带 形 所 交 成 的 区 域 不 可 能 有 其 它 的 项 点; 因为 三 个 带 形 是 由 六 条 直线 所 限定 的 ， 因 此 它们 所 交 
成 的 区 域 具有 多 边 形 的 形状 ， 其 边 数 不 超过 6 ， 因 此 ， 三 个 宽 为 48 ，B8C 和 C4 的 带 形 所 交 成 的 区 域 实际 
上 是 六 边 形 . 

2) 点 4 ，B,，C, 不 仅 可 以 作为 人 48C 的 顶点 关于 外 接 圆 心 O 的 对 称 点 来 作 ， 也 可 以 作为 三 角形 
的 垂 心 (三 角形 高 的 交点 ) 关于 它 的 边 的 中 点 的 对 称 点 来 作 (图 210) .事实 上 ， 如 果 M 是 点 C, 关 于 边 48 
的 中 点 的 对 称 点 ， 那 么 4C, 8MM 是 平行 四 边 形 . 
于 是 线段 4M 和 2H 分 别 垂直 于 三 角形 的 边 5C 
和 AC. 这 样 一 来 ， 点 W 和 三 角形 的 两 个 高 的 交 
点 相 重 合 ， 这 就 意味 着 和 它 的 垂 心 相 重合 . 

由 所 证 明 的 推出 ， 六 边 形 4C, 34 C8, 的 面 
8, 积 比 人 48C 的 面积 大 一 倍 ， 因 为 在 八 48C 的 边 
1 上 向 外 作 的 八 C: 483， 八 4,CB8， 八 8, AC 和 构 

成 八 AB8C 的 和 八 AMB， 八 BMC， 八 CM 4 分 别 相 
A 8 等 . 





3) ”本 题 的 解答 表明 ， 可 以 作出 四 个 点 , 使 
得 其 中 任意 三 个 点 都 构成 锐角 三 角形 .我 们 顺便 
0 指出 ， 直 到 现在 还 不 知道 下 列 问题 的 答案 ， 最 多 
可 以 有 多 少 个 点 ， 使 得 其 中 任意 三 个 点 构成 锐角 
图 210 三 角形 . 


170 ， 某 工厂 生产 由 六 种 不 同 颜色 的 纱 织 成 的 双色 布 ， 在 这 个 工厂 所 生产 的 双色 布 中 ， 
每 一 种 颜色 至 少 和 三 种 其 它 的 颜色 措 配 ， 证 明 ， 可 以 挑 出 三 种 不 同 的 双色 布 ， 它 们 含有 所 有 
六 种 颜色 . . 

【证 法 1 】 我 们 将 六 种 颜色 用 1 到 6 的 一 位 数 来 编号 ， 而 布 的 花色 规定 用 两 位 数 来 表 
示 ， 它 的 数字 对 应 于 纱 的 颜色 的 编号 . 

我 们 取 工 厂 生产 的 一 种 布 ， 例 如 花色 为 56 的 布 ， 如 果 工 厂 还 生产 花色 为 12 和 34 或 13 和 24 
的 布 ， 那么 本 题 的 断言 已 经 成 立 《在 三 种 布 58，12，34 或 56，13，24 的 花色 中 有 全 部 六 种 颜 
色 ) ,在 相反 的 情况 下 ， 工 厂 不 生产 (12，34) 和 “(13，24) 每 对 中 的 一 种 花色 的 布 ， 假 设 
工厂 不 生产 花色 12 和 13 的 布 ， (我 们 指出 ， 布 的 花色 的 任意 一 种 搭配 方式 都 可 以 化 为 我 们 所 
研究 的 情况 ， 只 要 挑 取 适 当 的 方式 对 颜色 进行 编号 就 能 做 到 这 一 点 .，) 
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国 为 在 工厂 生产 的 双色 布 由 ， 每 一 种 颜色 至 少 和 其 它 三 种 颜色 拱 配 ， 所 以 对 每 一 种 颜色 
来 说 ， 它 最 多 只 能 和 其 它 两 种 颜色 捞 配 ， 使 得 工厂 的 产品 中 没有 这 种 双色 布 ， 对 颜色 1 来 说 ， 
我 们 知道 了 两 个 这 样 的 搭配: 12 和 13， 因 此 ， 工 厂 一 定 生产 花色 为 14 的 布 ， 我 们 假设 工厂 不 
生产 花色 为 23 的 布 ， 因 为 不 然 的 话 ， 本 题 的 断言 对 三 种 花色 为 14，23，56 的 布 成 立 ， 

但 是 ， 如 果 工 厂 不 生产 花色 12 和 23 的 布 ， 那 么 由 上 面 的 证 明 推 出 ， 它 一 定 要 生产 花色 为 
25 的 布 ， 因 为 在 生产 的 花 布 中， 没有 花色 为 13 和 23 的 布 ， 所 以 工厂 应 该 生产 花色 为 36 的 布 . 
这 样 一 来 ， 本题 断言 在 这 种 情况 下 也 成 立 ， 因 为 在 花色 为 14，25 和 36 的 布 中 出 现 了 全 部 六 种 
颜色 . 

170 题 可 以 “ 翻 谋 ” 成 图 论 的 语言 .把 每 一 种 颜色 和 图 的 顶点 相对 应 ， 连 接 一 对 顶点 之 
间 的 边 表示 工厂 所 生产 的 布 的 花色 、 所 得 到 的 图 有 6 个 顶点， 任意 两 个 顶点 之 间 的 边 不 得 多 
于 1 个 根据 本 题 条 件 ， 从 每 - -个 顶点 发 出 的 边 至 少 有 3 个 ， 所 以 每 一 个 顶点 的 阶 数 大 于 或 
等 于 3. 本题 断言 意味 着 ， 存 图 的 边 中 可 以 找到 3 个 没有 公共 端点 的 边 

在 没有 边 相连 的 项 点 之 间 用 虚线 连接 起 来 ， 这 时 在 证 法 1 中 所 用 的 论证 步骤 可 以 直观 地 
表示 为 图 211 所 表示 的 图 的 形式 ， 在 那个 图 中 ， 仅 仅 是 证 法 1 中 所 说 到 的 那些 边 用 实 线 画 出 
来 了 . 

在 下 面 的 证 法 中 ， 我 们 仍然 用 图 论 的 语言 来 叙述 本 题 . 

【证 法 2 】 假 设 P)，P,，…，Ps 是 图 的 顶点 ， 不 失 一 般 性 ， 
我 们 假设 图 含有 边 P,P,， 因 为 从 顶点 P; 出 发 的 至 少 有 3 条 边 , 我 
们 研究 其 中 一 条 不 以 2, 和 P; 为 终点 的 边 ， 我 们 总 可 以 适当 选 择 记 
号 使 得 另 一 条 边 以 顶点 P; 为 终点 ， 这 样 一 来 ， 我 们 所 研究 的 图 合 
有 边 了 ;P?;， 因 此 只 要 研究 图 不 含有 边 P; Ps 的 情形 就 行 了 , 因为 如 











果 图 含有 边 PC,P,，P,P ，P; P, ， 那 么 本 题 汤 言 己 成立 了 (证 法 1 
2 的 论证 步骤 类 似 于 上 一 证 法 中 的 步骤 , 它 用 图 212 直 观 地 表 图 211 
未 ). 


因为 由 顶点 Ps; 发 出 的 边 至 少 有 3 条、 那么 在 边 P, Ps，P, PP;， 
PP ，P Ps 中， 属于 图 的 校 不 少 村 3 条、 不 属于 图 的 边 不 多 于 一 
条 .因此 ， 顶 点?; 至 少 和 每 一 条 边 P, P; 和 P;P; 的 一 个 端点 有 边 
让 连 。 不 失 一 和 股 性 ， 呆 以 假设 我 们 所 研究 的 图 含有 边 P，?; 和 PPs. 

对 顶点 2 作 类 似 的 论证 将 表明 ， 在 边 P Ps,， PP, PsPs， 
P,P 中 .不 属于 图 的 不 多 于 一 条 ， 因 此 ， 在 边 P 了 ,Ps 和 Ps Ps 中 ,全 
少 有 一 条 〈 例 如 ， 后 一 条 ， 属 于 图 于 是 本 题 断 言 对 边 P, BB，P， 
DP; Ps Ps 成立， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 

现在 我 们 想 就 试题 的 本 身 做 某 些 注解. 





图 212 1) 本题 的 断言 可 有 正面 的 推广 (这 里 以 及 下 面 所 有 的 注解 ， 我 们 都 用 
图 论 的 语言 来 叙述 ) ， 如果 图 至 少 包含 有 6 个 顶点， 并 且 它 的 任意 两 个 顶点 之 间 的 边 不 多 于 一 条 ， 而 每 一 
个 项 点 的 阶 数 不 小 于 3 ， 那 么 从 图 的 边 中 ， 可 以 挑选 出 三 条 端点 都 不 相同 的 边 . 


我 们 可 以 这 样 来 证 明 这 个 断言 ， 在 证 法 2 中 ， 对 于 “图 不 包含 边 P, P, ”这 一 假设 用 另 一 个 假设 “图 
不 包含 连接 附 标 为 和 :4， 思 :4 的 两 个 顶点 的 边 ”来 代替. 

2) 前 面 所 说 的 断言 ， 当 用 数 2 和 2n 来 代替 数 3 和 6 时 ， 仍 然 成 立 : 

如 果 图 至 少 包含 24 个 顶点 ， 且 任意 两 个 顶点 之 间 的 边 数 不 多 于 1 ， 而 且 每 一 个 顶点 的 阶 数 不 小 于 必 ， 
那么 从 图 的 边 中 ， 可 以 挑选 出 4 条 端点 互 不 相同 的 边 . . | 1 
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这 里 的 二 表示 自然 数 ， 可 以 利用 类 似 于 证 法 2 中 所 用 的 方法 来 证 明 这 个 断言 . 
我 们 将 图 的 边 一 个 接 一 个 地 选 出 来 ， 后 面 选 出 来 的 边 和 所 有 前 面 选 出 来 的 边 没有 公共 的 端点 ， 这 样 一 
直 进 行 下 去 ， 直 到 再 选 不 出 这 样 的 边 为 止 . 假设 我 们 能 选 出 & 个 边 ， 如 果 &>2， 那 么 断言 被 证 明了 . 我 们 


假设 上 <2， 且 在 选 出 了 边 P,P:，P,P,，…，PP， 之 后 在 其 它 的 边 中 ， 每 一 条 边 至 少 有 一 个 端点 
和 点 己 ， P,, ,Px 中 的 某 一 个 重合 . 这 时 顶点 Pz 和 Pzx4z 至 少 和 Pp,, P,, “I, Px 中 的 nn 个 顶 


点 相连 因此， 不等式 2 之 n 对 所 有 的 情况 都 成 立 ). 

如 果 我 们 能 证 明 ， 在 被 选 出 的 边 中 有 这 样 一 条 边 ， 它 的 一 个 端点 和 顶点 ?2, .， 相连， 而 另 一 个 端点 和 
顶点 Pi: 相连 在 证 法 2 中 ，P;P, 是 这 样 的 边 )， 那么 定理 将 被 证 明了 ， 因 为 车 我 们 从 被 选 出 的 边 中 去 
罩 刚 才 说 的 这 条 边 ， 而 补充 两 条 新 的 边 ， 一 条 是 所 去 掉 的 这 条 按 的 一 个 端点 和 顶点 Ps. 连 成 的 边 ， 另 一 
条 是 所 去 掉 的 这 条 边 的 另 一 个 端点 和 顶点 P24 连 成 的 边 ， 这 时 所 选取 的 边 的 个 数 增加 了 1 ,而 且 只 要 所 
选取 的 边 的 个 数 不 等 于 ”， 我 们 就 可 以 一 直 进行 下 去 

上 面 所 提 到 的 断言 可 证 明 如 下 , 首先 注意 ， 除 了 选 出 的 条 边 以 外 ， 其 它 任何 一 条 边 至 少 有 一 个 端点 和 
顶点 Pl，P;，…，P3, 中 的 某 一 个 重合 ， 寺 于 选 出 的 边 只 有 上 条， 而 从 Pzei, 和 Pre-; 发 出 的 边 总 共 不 少 于 
2 条 ， 于 是 在 这 些 2n 条 以 上 的 边 中 ， 至 少 有 3 条 边 的 端点 和 同一 条 选 出 的 边 的 端点 重合 ， 因 为 要 不 然 的 
活 ， 从 p,..， 和 Pu. 发 出 的 边 不 得 多 于 24 < 24 条， 于 是 , 在 所 选取 的 边 中 ， 有 这 样 一 条 边 , 它 的 一 个 端点 
和 顶点 Ps -， 相连 ， 而 另 一 个 端点 和 P24,; 相连 ， 这 条 边 的 存在 正 是 我 们 要 证 明 的 . 

【证 法 3 】 如 果 在 图 的 边 中 有 这 样 的 边 ,把 它 去 掉 之 后 , 所 得 到 的 新 图 仍然 满足 本 题 的 条 
件 ， 那 么 可 以 把 这 条 边 叫做 多 余 的 并 把 它 去 掉 ， 去 掉 图 中 所 有 多 余 的 边 (它们 的 个 数 是 有 限 
的 ， 因 为 图 是 有 限 的 ) 之 后 ， 我 们 得 到 新 的 图 ， 在 这 个 新 图 中 ， 如 果 去 掉 任 意 一 条 边 ， 那 么 
至 少 有 一 个 顶点 的 阶 数 〈 即 从 它 发 出 的 边 数 ) 小 于 3， 本题 断言 只 要 对 这 样 的 图 来 证 明 就 行 
了 ， 因 为 去 掉 多 余 的 边 并 不 破坏 本 题 的 条 件 〈 每 一 个 顶点 的 阶 数 仍然 大 于 或 等 于 3 ). 

我 们 研究 这 样 的 图 ， 它 的 项 点 和 原 图 的 顶点 重合 ， 而 边 是 连接 在 原 图 中 没有 边 相连 的 一 
对 项 点 的 〈 这 样 的 图 叫做 补 图 ， 见 8$ 68)， 因 为 从 原 图 的 每 一 个 顶点 发 出 的 边 不 少 于 3 条 ， 
所 以 从 补 图 的 每 一 个 顶点 发 出 的 边 不 多 于 2 条 ， 若 从 原 图 中 去 掉 边 将 会 破坏 这 个 性 质 ， 因 为 
这 时 在 原 图 中 至 少 有 一 个 顶点 的 阶 数 小 于 3 了 ， 因 此 ， 对 补 图 补 加 边 也 会 使 它 破 坏 上 面 所 说 
的 性 质 . 

- 我 们 来 弄 清楚 ， 为 了 使 得 一 个 图 可 以 看 成 是 原 图 的 补 图 ， 这 个 图 应 该 是 怎样 的 图 

属于 图 的 两 个 顶点 仅仅 在 它们 有 边 相 连 时 ， 它 们 的 阶 数 才 可 能 都 小 于 2 ， 因 为 如 果 它 们 
之 间 没 有 边 相 连 ， 我 们 将 图 补 加 上 从 一 个 顶点 到 另 一 个 项 点 的 边 ， 这 时 图 的 无 论 哪 一 个 顶点 
的 阶 数 都 不 大 于 2 ， 但 这 是 不 可 能 的 . 由 此 推出 ， 只 能 有 这 样 一 些 图 ， 在 这 些 图 中 : 1) 所 
有 顶点 的 阶 数 为 2; 2) 只 有 一 个 顶点 的 阶 数 小 于 2 ， 而 所 有 其 余 的 顶点 的 阶 数 都 等 于 2: 
3) 有 两 个 顶点 的 阶 数 为 1 ， 且 它们 之 间 有 边 相 连 ， 而 其 余 所 有 的 顶点 都 是 2 阶 的 .事实 上 ， 
如 果 图 有 3 个 阶 数 小 于 2 的 顶点 ， 那 么 它们 彼此 之 间 可 以 用 边 来 连接 ， 于 是 它们 之 中 的 每 一 
个 都 发 出 两 条 边 ， 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 根据 假设 它们 的 阶 数 小 于 2 . 

因为 每 一 条 边 有 两 个 端点 〈 每 一 条 边 连接 图 的 两 个 顶点 ) ， 所 以 ， 不 管 边 的 个 数 有 多 少 
图 的 顶点 被 它们 连接 的 次 数 是 偶数 ， 这 就 意味 着 ， 图 的 所 有 顶点 的 阶 数 之 和 是 偶数 .由 此 推 
出 ， 如 果 图 只 有 一 个 阶 数 小 于 2 的 顶点 ， 那 么 它 不 可 能 发 出 任何 一 条 边 “《 这 种 孤立 点 的 阶 数 
等 于 0)， 于 是 我 们 证 明了 原 图 的 补 图 的 一 个 重要 人 性质， 如果 补 图 的 边 是 从 2 阶 顶点 发 出 的 ， 
那么 这 条 边 的 另 一 个 端点 也 是 2 阶 顶点 . 

这 样 一 来 ， 对 于 2 阶 顶点 可 以 断言 ， 连 接 它 们 的 边 所 构成 的 环 路 是 “多 边 形 ", 因 为 当 从 
一 个 2 阶 顶 点 出 发 我 们 到 达 另 一 个 2 阶 顶 点 ， 从 这 个 2 阶 顶 点 再 前 进 又 可 以 到 达 第 三 个 2 阶 
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顶点 ， 等 等 ， 只 要 没 回 到 原来 的 2 阶 顶点 就 可 以 一 直 走 下 去 . 像 上 面 所 证 明 的 那样 ， 原 图 的 
补 图 可 能 含有 6 个 ，5 个 或 4 个 2 阶 顶 点 . 如 果 有 6 个 2 阶 顶 点 ， 那 么 连接 它们 的 边 或 者 构 
成 一 个 六 边 形 ， 或 者 构成 两 个 三 角形 ， 如 果 有 5 个 2 阶 项 点 或 4 个 2 阶 项 点 ， 那么 连接 它们 


入 从 2 9 
pd ~~ Pd ~ 
Ea 3 i 全 一 一 一 一 一 一 ? 站 人 了 
| 1 ! 
! } | 1 i | 
人 
~ ~ ~ 
a 6 C d 
图 213 


的 边 构 成 五 边 形 或 四 边 形 . 这 样 一 来 ， 所 有 多 边 形 的 进 数 不 小 于 3 . 
于 是 我 们 弄 清 了 原 图 的 补 图 有 下 列 各 种 形状 《图 213):a)〉 六 边 形 :6) 两 个 没有 公共 顶点 
的 三 角形 ，c) 由 一 个 五 边 形 和 一 个 单独 的 顶 
点 构成 的 图 ，9) 由 一 个 四 边 形 和 两 个 有 边 相 
连 的 顶点 所 构成 的 图 . 
对 于 所 有 四 个 图 ， 不 难 补 加 三 条 边 ， 使 得 
这 些 边 连接 所 有 6 个 顶点 而 又 没有 公共 端点 . 
(在 图 214 中 画 了 两 个 图 ， 每 一 个 图 都 对 应 于 
图 213 中 所 表示 的 四 种 图 的 任 一 个 ). 这 意味 着 ， 
在 工厂 所 生产 的 布 中 ， 总 可 以 挑选 出 三 种 由 
所 有 6 种 颜色 的 纱 生产 出 来 的 不 同 花 色 的 布 . 六 图 214 


将 图 214 中 所 画 的 两 个 图 一 个 放 在 另 一 个 的 上 面 ， 我 们 得 到 图 215 所 画 的 六 边 形 . 可 以 走 
遍 这 个 六 边 形 的 所 有 顶点 ， 而 且 每 一 个 顶点 仅仅 经 过 一 次 ， 如 果 由 图 的 边 可 以 作成 一 个 包含 
” ”图 的 所 有 顶点 的 环 路 ， 这 些 顶 点 被 图 的 边 一 个 接着 一 个 地 连接 
起 来 ， 使 得 当 泊 着 环 路 走 一 遍 时 ， 每 一 个 顶点 仅仅 遇 到 一 次 ， 
那么 这 样 的 环 路 叫做 险 密 尔 顿 环 路 ， 而 图 的 本 身 叫做 险 密 尔 屯 
图 .，170 题 的 断言 可 以 叙述 成 下 面 的 样子 ， 具 有 6 个 顶点 且 其 
阶 数 不 小 于 3 的 图 是 险 密 尔 顿 图 ， 当 然 ， 我 们 仅仅 考虑 任何 两 
个 项 点 不 能 用 多 于 一 条 的 边 连接 的 图 . 
本 题 的 断言 可 以 推广 ， 如 果 代 替 6 而 取 # 个 顶点 ， 代 将 最 


图 216 小 的 阶 数 3 而 规定 顶点 的 最 小 阶 数 等 于 (自然 数 应 该 大 于 

2 ,而 在 其 它 方面 是 任 音 的 ) ,那么 断言 仍然 是 正确 的 . 
我 们 来 证 明 ， 如 果 图 有 "个 顶点 〈n>> 3 ) 且 每 一 个 顶点 的 阶 数 不 小 于 分 ， 那 么 这 样 的 
图 是 哈密 尔 顿 图 ， 这 个 定理 是 厂 波 尔 。 狄 拉克 在 1951 年 证 明 的 。 下 面 的 证 明 属于 拉 约 什 种 波 
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沙 〈 他 想 出 这 个 证 明 还 是 在 中 学 学 习 的 时 候 ). 
我 们 证 明 等 价 的 断言 : 如 果 图 G 有 2 个 〈n>>3 ) 顶点， 并且 不 是 哈密 尔 顿 图 , 那么 它 的 


某 一 个 顶点 的 阶 数 小 于 郊 . 


图 G 至 少 有 两 个 顶点 没有 用 边 连 接 ， 因 为 完全 图 (其 每 一 对 项 点 彼此 之 间 用 边 连 接 起 来 
了 了) 是 只 密 尔 顿 加 ”我们 把 这 生 个 天 点 用 2 天 证 和 后 1 所 得 到 的 图 未 成 为 哈 
密 尔 顿 图 ， 就 照 此 重复 做 下 去 .经 过 有 限 步 以 后 ， 总 可 以 作出 哈密 尔 顿 图 ， 因 为 将 有 限 图 的 
顶点 两 两 连接 起 来 的 边 的 个 数 是 有 限 的 . 我 们 去 掉 最 后 所 连 的 一 条 边 ， 设 这 条 连 是 

所 得 到 的 图 G, 和 原来 的 图 C 有 同样 多 个 顶点 ,而 且 从 
图 G 变 到 图 C, 时 ,任何 一 个 顶点 的 阶 数 没有 降低 ， 因 此 ， 


只 要 证 明 在 图 G, 中 可 以 找到 一 个 阶 数 小 于 院 的 顶点 就 行 


了 . 在 图 G, 中 存在 一 条 从 P, 到 P, 的 路 径 经 过 这 个 图 的 所 
有 顶点 而 且 经 过 每 一 个 顶点 仅仅 一 次 , 因为 对 G, 添加 上 边 
P,P, 后 ， 我 们 得 到 哈密 尔 顿 图 (图 216). 我 们 将 图 G, 的 顶 
点 标记 成 那样 的 次 序 ， 使 得 它们 依次 出 现在 已 到 P, 的 路 
径 中 ; P,P;, P;,…，P,， 因 此 图 G, 包含 有 边 已 已， ， 图 216 

对 于 所 有 的 i= 1，2，…，n 一 1 都 如 此 ， 设 P; 是 阶 顶 点 ，P, 是 7 阶 硕 点 ， 我们 用 PP,, PP,， 
…，P, 表示 和 顶点 了 ,有 边 相 连 的 顶点 ， 其 中 证 = 2 过 二 之 … < 和 之 x 一 1， 这 时 顶点 P,_,( 其 
中 /= 2，3，…,，) 不 能 和 顶点 P, 有 边 相连 ， 因 为 要 不 然 的 话 ， 图 G, 包含 有 哈密 尔 顿 环 
路 P,P，…P, ,P,P 1…P,P;， 因 此 ， 顶 点 ,至少 和 顶点 P，P;，…，P,, 中 的 个 顶点 
没有 边 连接 ， 于 是 1<<n 一 1 一 &，7 十 <n 一 1， 这 样 一 来 ， 在 数 和 /中 , 至 少 有 一 个 小 于 


亏 ， 于 是 定理 得 证 
利用 类 人 的 方法 流沙 证 明了 下 而 要 一般 的 定理 ， . 
设 图 G 及 之 3 个 项 点。 如 果 对 于 每 一 个 人 < 一 万 一 ， 阶 数 不 超 过 的 顶点 的 个 数 小 于 





Kk， 而 且 对 于 奇数 4， 





， 那 么 G 是 哈密 尔 天 图 


171 ， 假设 2 ，2 ，…，4% 是 自然 数 1，2 ，…，2 的 某 一 排列 对 1,2,，…， 7 的 所 

有 排列 ， 求 和 
jo 一 + | 一 21 十 |a 一 | 
的 最 大 值 . 

[ 解 】 和 数 中 的 绝对 值 符号 是 可 以 去 掉 的 ， 只 要 在 一 &< 0 的 地 方 将 数 & 和 上 都 反 号 
就 行 了 ， 这 样 一 来 ， 我 们 可 以 把 原来 的 和 数 表示 成 22 个 被 加 项 〈 带 有 不 同 的 符号 ) 的 和 ,在 
这 些 被 加 项 中 ， 数 1 ，2 ，…，*# 中 的 每 一 个 数 出 现 两 次 ， 而 且 有 ?个 被 加 项 是 负 的 .从 数 
1，1，2，2,…, 7?, 7 的 和 中 减 去 那些 负 的 被 加 项 @ 的 和 的 两 倍 , 便 可 得 到 原来 的 和 的 

@ ;注意 ; 这 里 说 的 “ 负 的 被 加 项 "是 一 种 方便 的 说 法 ， 实 际 上 是 指 它们 的 绝对 值 ， 一 一 中 译 者 注 ， 
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值 . 因此 ， 如 果 负 的 被 加 项 的 和 最 小 ， 原 来 的 和 达到 最 大 值 ， 因 为 负 的 被 加 项 有 2 个 ， 所 以 
它们 的 和 不 可 能 小 于 数列 1，1，2，2，…，2z，7 的 前 2 项 的 和 , 当 挑 取 数 1 ，2 ，…， 
?的 适当 的 排列 ， 可 以 使 得 在 原来 的 和 中 具有 负 号 的 正好 是 这 前 ?项 ， 例如， 排列 二 ，2 一 1， 
…，1 就 是 这 样 的 排列 ， 它 把 原来 的 和 化 为 
jn 一 1 十 | 一 1) 一 2 十 … 十 11 一 |. 

于 是 ， 剩 下 的 只 要 计算 最 大 的 和 和 了， 我 们 注意 到 ， 无 论 从 和 的 哪 一 端 ( 左 端 或 右 端 ” 往 
和 的 中 间 走 ， 每 下 一 个 被 加 项 总 比 前 一 项 减少 2 ， 和 的 两 端的 项 等 于 4 一 1. 当 往 和 的 中 间 走 
时 ， 只 要 没 达到 中 间 项 ， 它 的 项 的 值 总 在 减 小 ， 可 能 有 两 种 情况 ;或 者 有 两 个 中 间 项 等 于 1， 
或 者 一 个 中 间 项 等 于 0 . 

因此 ， 如 果 数 ?是 偶数 ， 那 么 算出 公差 为 2 ， 项 数 为 4/2 的 算术 级 数 1，3，…，2 一 1 
的 和 的 二 倍 ， 便 求 得 了 原来 的 和 的 最 大 值 ， 这 样 一 来 ， 当 ?是 偶数 时 ， 原 和 的 最 大 值 等 于 
Ni /2， 如 果 n 是 奇数 ， 那 么 算出 公差 为 2 ， 项 数 为 〈2- 1)/72 的 算术 级 数 2 ，4 ，……，(2 一 1) 
的 和 的 二 倍 ; 便 求 得 了 原 和 的 最 大 值 ， 这 样 一 来 ， 当 "是 奇数 时 ， 原 和 的 最 大 值 等 于 
23， o+ 1D= 二 村， 

不 用 算术 级 数 求 和 公式 ， 如 果 用 特别 的 办 法 来 选取 数 1 ， 2 ，…，2 的 排列 ， 也 可 以 算 
出 原 和 的 最 大 值 . 

当 n 二 2% 时， 选取 排列 十 1，% 十 2，…，2k，1 ，2，…,， 卡 是 方便 的 ， 在 去 掉 原 和 
的 绝对 值 符号 以 后 ， 在 每 一 个 差 4 一/ 中， 数 1，2 ，…, 是 较 小 的 数 , 而且 数 1，2， 3， 

,上 中 的 每 一 个 在 较 小 的 数 中 出 现 两 次 ， 根 据 早 先 的 证 明 可 以 断定 ， 对 于 排列 十 1， 
4 十 2，…，24，1，2，…，&， 原 来 的 和 达到 最 大 值 ， 每 一 个 差 的 绝对 值 等 于 &， 因此， 
所 有 绝对 值 的 和 等 于 2. 

当 n 二 2 十 1 时， 选取 排列 十 2， 率 十 3，…，2k 十 1， 十 1，1,2,…， 是 方便 的 ， 在 





” ”每 一 个 差 中 ， 较 小 的 数 又 是 1，2 ，…，&， 但 是 正中 间 的 差 ， 减 数 和 被 减 数 都 等 于 t+ 1. 


由 此 可 以 得 出 结论 ， 对 于 排列 十 2， 十 3，…，28 十 1,， 4 二 1，1，2，…， &， 原 和 达到 
最 大 值 ， 最 中 间 的 差 的 绝对 值 等 于 0， 所 有 其 它 的 差 的 绝对 值 等 于 + 1. 因此 ， 绝 对 值 的 和 
等 于 2k (十 1). 

两 个 结果 可 以 合 起 来 ， 原 和 的 最 大 值 等 于 数 w’ /2 的 整数 部 分 ， 也 就 是 不 超过 ww /2 的 最 
大 整数 . 


172 ， 在 平面 上 给 定 六 个 点 ， 其 中 任何 三 点 都 不 在 一 直线 上 ， 证 明 , 在 这 六 个 给 定 的 
点 中 ， 可 以 挑 出 这 样 三 个 点 ， 使 得 在 这 三 个 点 构成 的 三 角形 中 ， 有 一 个 角 不 小 于 120 

【证 明 】 本 题 等 价 于 下 面 的 命题 ; 从 在 平面 上 给 定 的 6 个 点 中 总 可 以 挑选 出 这 样 3 个 
点 ， 使 得 从 一 个 点 引出 的 通过 其 它 两 个 点 的 射线 之 间 的 夹 角 不 小 于 120”， 我 们 在 这 种 形式 下 
来 让 明 本 题 的 断言 . 

给 定 的 点 或 者 构成 一 个 西 六 边 形 ， 或 者 其 中 有 3 ， 4 或 5 个 点 构成 三 角形 ， 凸 四 边 形 或 
凸 五 边 形 ， 而 其 余 的 点 在 它们 的 内 部 .我 们 把 三 角形 ， 四 边 形 ， 五 边 形 或 六 边 形 叫做 给 定点 
的 凸 包 @ 


0 在 给 定 的 平面 点 上 插 上 小 针 ( 每 个 小 针 和 平面 要 直 ,并 且 在 这 些小 针 上 纺 上 线 ， 把 这 些 线 拉 坚 ， 我 
们 就 可 得 到 给 定点 的 证 包 . 
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如 果 凸 包 具 有 六 边 形 的 形状 ， 那 么 至 少 有 一 个 角 不 小 于 120"， 因 为 六 个 角 的 和 等 于 720° 

如 果 凸 包 具 有 四 边 形 或 五 边 形 的 形状 ， 那 么 ， 假 车 我 们 作 一 条 对 角 线 〈 在 四 边 形 的 情况 ) 
或 从 一 个 顶 引 两 条 对 角 线 (在 五 边 形 情况 ) ， 我 们 总 可 以 把 它 划分 成 三 角形 . 在 所 得 到 的 三 
角形 中 ， 某 一 个 三 角形 必定 包含 有 给 定 的 点 ， 因 此 ， 总 可 以 得 到 一 个 三 角形 ， 它 的 顶点 是 给 
定 的 点 ， 还 包含 有 其 它 给 定 的 点 ， 这 个 点 不 和 三 角形 的 任 一 顶点 重合 ， 把 这 个 被 包含 的 点 和 
三 角形 的 三 个 顶点 连接 得 三 个 线段 ， 这 些 线段 之 间 的 夹 角 至 少 有 一 个 不 小 于 120”"， 因 为 三 个 
夹 角 之 和 等 于 360”. 

如 果 凸 包 是 三 角形 ， 不 难 用 上 面 的 方法 进行 证 明 . 

这 就 证 明了 本 题 的 断言 . 


对 于 本 题 的 条 件 和 它 的 结论 我 们 指出 下 面 几 点 : 

1) 6 个 给 定点 中 的 任何 3 点 不 在 一 直线 上 不 是 本 质 的 .如果 某 3 个 点 在 一 直线 上 ， 那 么 由 中 间 的 点 
到 边 上 的 点 的 射线 之 间 的 夹 角 为 180" ( 即 大 于 120")， 

2) 将 6 个 给 定 的 点 中 的 每 一 个 点 和 其 余 五 个 点 连接 成 线段 、 对 每 一 个 点 来 说 ， 线 段 之 间 最 大 的 夹 角 
能 否 不 大 于 120”， 如 果 可 能 ， 那 么 是 在 什么 情况 下 ? 

如 果 6 个 给 定点 的 凸 包 是 六 边 形 ， 将 给 定 的 点 两 两 连 成 线段 ， 那 么 对 每 一 个 点 来 说 线段 之 间 最 大 的 夹 
角 不 超过 120 "仅仅 当 所 有 这 些 角 都 等 于 120 "的 时 候 ， 这 时 六 边 形 的 边 和 某 一 个 正六 边 形 的 边 平行 〈 凸 包 的 
”本 身 不 一 定 具 有 正六 边 形 的 形状 )， 

如 果 6 个 给 定点 的 凸 包 不 是 六 边 形 ， 那 么 正 像 在 172 题 的 证 明 中 所 推 得 的 那样 ， 在 给 定 的 点 中 ， 可 以 
挑选 出 这 样 三 个 点 ， 使 得 以 这 三 个 点 为 项 点 的 三 角形 至 少 还 包含 一 个 给 定 的 点 了 P， 而且 点 ?对 这 个 三 角形 
的 三 边 所 张 的 角 都 为 120*， 因 为 要 不 然 的 话 ， 对 某 一 边 的 张 角 将 大 于 120"， 

如 果 这 个 条 件 满足 ， 只 要 再 取 一 个 给 定点 Q ， 这 时 在 两 两 连接 6 个 给 定点 的 线段 的 夹 第 中 ， 最 大 的 来 
钊 必定 大 于 120”( 图 217) ， 事 实 上， 如 果 点 Q 在 由 点 P 引 的 通过 三 角形 的 一 个 斋 点 的 射线 上 上， 那么 三 个 
给 定点 在 一 直线 上 ,. 连接 中 间 的 点 和 旁边 两 个 点 的 线段 之 间 的 夹 角 
等 于 180*， 换 句 话 说 ， 它 大 于 120， 如 果 点 Q@ 在 由 点 2 引 的 通过 
三 角形 的 项 点 的 射线 把 平面 所 分 成 的 一 个 120° 的 角 内 ， 那 么 由 点 P 
引 的 通过 点 Q 的 射线 和 由 点 ? 引 的 通过 点 Q@ 所 在 的 120" 的 角 的 外 
面 的 点 的 射线 之 间 的 夹 角 大 于 120"、 于 是 我 们 证 明了 下 面 的 断言 
假设 在 平面 上 给 定 6 个 点 ， 那 么 在 由 每 一 个 点 引 的 通过 其 它 5 个 点 
的 射线 之 问 的 6 组 夹 角 中 ， 最 大 的 夹 角 总 不 小 于 正六 边 形 的 项 角 ， 
而 且 仅仅 只 有 当 给 定 的 6 个 点 分 布 在 一 个 六 边 形 的 顶点 上 且 这 个 六 
边 形 的 边 与 正六 边 形 的 边 平行 的 时 候 ， 上 面 所 说 的 最 大 的 夹 角 才能 
和 正六 边 形 的 顶 角 相等 . 

3) ”如 果 代 替 6 个 点 ， 在 平面 上 给 定 3、4 或 5 个 点 ， 上 面 所 
证 明 的 命题 仍然 成 立 ， 事 实 上 ， 如 果 给 定 的 点 在 作为 它们 的 凸 包 的 
多 边 形 的 顶点 上 ， 那 么 ， 如 果 从 它们 的 每 一 个 顶点 引 通 过 多 边 形 的 图 217 
其 它 的 顶点 的 射线 时 ， 我 们 将 发 现 ， 射 线 之 间 最 大 的 夹 角 分 别 不 小 于 正三 角形 ， 正 方形 或 正 五 边 形 的 内 角 ， 
而 且 仅 在 下 面 的 情况 下 和 它 相 等 ， 如 时 具有 相应 边 数 的 多 边 形 的 所 有 的 角 都 相等 ， 即 如 果 它 的 边 和 有 共有 同 
样 边 数 的 正 多 边 形 的 边 平行 ， 如 果 在 给 定 的 点 《如 果 它 们 有 4 个 或 5 个 ) 中， 有 一 个 点 不 和 作为 它们 的 凸 
包 的 多 边 形 的 顶点 重合 ， 那 么 由 这 点 引 的 通过 多 边 形 的 顶点 的 射线 之 间 最 大 的 来 角 不 小 于 120"， 可 是 正方 
形 和 正 五 边 形 的 内 角 小 于 120;. 

不 难 证 实 ， 如 果 在 平面 给 定 的 是 7 个 点 ， 我 们 所 指出 的 规律 性 不 再 有 效 了 ， 我 们 来 证 明 下 面 的 断言, 
如 果 在 平面 上 给 定 7 个 点 ， 那 么 在 从 某 一 点 引 的 通过 其 它 两 点 的 射线 之 问 的 夹 角 中 ， 可 以 找到 大 于 .120” 
的 角 ; 另 一 方面 ， 对 于 任 一 角 a > 120“， 可 以 指出 平面 上 7 个 点 的 一 种 分 布 ， 使 得 从 任 一 点 引 的 通过 其 它 
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两 点 的 两 条 射线 之 间 夹 角 总 小 于 a ， 对 此 还 应 补充 一 点 ， 在 一 般 的 情况 下 ， 这 样 分 布 的 7 个 点 不 在 凸 七 边 
形 的 项 点 上 . 

如 果 7 个 给 定点 的 凸 包 具有 多 边 形 的 形状 ， 它 的 边 数 小 于 7 ， 那 么 我 们 的 断言 可 由 2) 中 所 证 明 的 推出 . 
如 果 ,7 个 给 定点 分 布 在 西 七 边 形 的 顶点 上 ， 那 么 从 每 - -个 顶点 引 的 通过 其 余 所 有 的 点 的 射线 之 间 最 大 的 夹 
角 不 小 于 正七 边 形 的 内 角 ， 而 正七 边 形 的 内 角 大 于 120 ”. 

为 了 证 明 断 言 的 第 二 部 分 ， 我 们 了 一 个 正三 角形 ， 在 它 的 每 一 个 顶点 附近 ， 用 和 这 个 项 点 的 对 边 平行 
的 直线 切 去 一 个 小 三 角形 ， 将 7 个 点 放 在 所 得 到 的 六 边 形 的 顶点 上 和 它 的 中 心 (图 218)， 只 要 调整 所 切 去 
的 “ 角 ” 的 大 小 ， 总 可 以 使 得 从 六 边 形 的 中 心 所 引 的 通过 它 的 顶点 的 射线 之 间 最 大 的 夹 角 与 120° 的 角 相差 
任意 小 . 

这 个 结果 属于 美国 数学 家 工 ，M '， 布 留 门 达 利 . 


173 . 证明: 如 果 和 " 是 整数 ，w’ 十 wu? 十 2 能 被 
9 整除 ， 那 么 x 和 wv 都 能 被 3 整除 . 

【证 明 1】 数 x 和 ?的 每 一 个 被 3 除 时 ， 其 余数 只 能 
是 0，1，2， 我 们 取 余 数 的 所 有 可 能 的 组 合 〈 共 9 种 ) 
可 以 得 到 本 题 的 证 明 ， 但 是 有 比较 快 的 证 法 ， 无 需 取 所 
有 的 组 合 ， 我 们 研究 这 个 证 法 . 

把 原来 的 表达 式 变 成 下 面 的 形式 

WU? 十 Uv 十 0: 二 (WU 一 0)? 十 3UD. 
根据 本 题 条 件 ， 原 表达 式 能 被 9 整除 ， 因 而 也 能 





3 整除 ， 因 为 右边 的 第 三 个 被 加 项 能 被 3 整除 ， 所 以 第 图 218 
一 个 项 也 能 被 3 整除 . 


整数 的 平方 能 被 3 整除 仅仅 当 这 个 整数 的 本 身 能 被 3 整除 的 时 候 才 有 可 能 ， 这 时 它 的 平 
方 能 被 9 整除 . . 

因为 原 表 达 式 能 被 9 整除 ， 所 以 右边 的 第 二 项 (3 ) 能 被 9 整除 ， 因 此 ze 能 被 3 整除 . 
这 只 有 当 它们 之 中 的 一 个 因子 能 被 3 整除 时 才 有 可 能 .但 在 前 面 我 们 证 明了 差 x 一 ?能 被 3 整 
除 ， 这 样 一 来 ， 另 一 个 因子 也 能 被 3 整除 ， 于是， 两 个 数 * 和 ?” 都 能 被 3 整除 ， 这 就 是 所 要 
证 明 的 . (显然 ， 如 果 数 # 和 wv 能 被 3 整除 ， 那 么 原 表达 式 能 被 9 整除.) 


174 ， 设 凸 六 边 形 4BCDEF 的 对 边 4B 和 DE， BC 和 EF,， CD 和 了 4 平行 . 证 明 ， 
入 A4CE 和 八 BDF 的 面积 相等 . 
【证 法 1 】 我 们 作对 角 线 4D ，B85 和 CF ， 假 设 R、P、Q 是 它们 的 交点 (这 三 个 点 可 
能 重合 ) ， 这 些 点 把 4CE 和 六 GDF 分 成 三 角形 (图 219)， 
人 ACQ, 人 CEP, 人 和 人 EAR, 和 APQR (和 ACE) ， 
ADFQ, AFBP, NBDR, \PQR (ABDF) . ‘1) 
如 果 我 们 能 证 明 上 排 的 每 个 三 角形 的 面积 分 别 等 于 它 下 面 的 各 个 三 角形 的 面积 ， 那 么 本 
题 的 断言 就 被 证 明了 .对 于 最 后 两 个 三 角形 ， 它 们 的 面积 显然 相等 .我 们 来 证 明 第 一 对 的 两 
个 三 角形 的 面积 相等 ， 这 可 由 八 4CF 和 人 ADF 的 面积 相等 推出 ， 因 为 在 八 4CF 和 /4DF 
中 ，AF 是 公共 边 ， 由 于 六 边 形 的 对 边 DC 和 4 fF 平行 ， 故 由 顶点 C 和 厂商 底 边 作 的 高 相等 . 
由 入 4CFF 和 和 八 4DF 中 除去 它们 的 公共 部 分 (LA,4QF) 所 得 到 的 和 4CQ 和 人 和 作 DFQ 的 面积 也 
相等 ， 用 类 似 的 方法 可 以 证 明 其 余 各 对 三 角形 的 面积 相等 ， 这 样 ， 本 题 断 言 被 证 明 学 4 
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在 上 面 的 证 明 中 ， 我 们 是 从 直观 的 图 形 出 发 的 ， 认 为 〈1 ) 中 的 三 角形 无 空隙 地 填 满 了 
和 ACE 和 人 A 人 8DF ， 我 们 要 指出 ， 本 题 可 以 不 用 这 种 不 严格 的 叙述 来 证 明 . 

所 作 的 对 角 线 4D ，BE 和 CPF 和 A4CE 和 人 ABDF 相 交 . 事实 上 ， 根 据 本 题 条 件 ， 六 边 
形 46CDEF 是 凸 的 ， 例 如 ， 由 于 顶点 35，C 和 顶点 E，F 在 直线 4 的 不 同 的 两 人 出 ， 所 以 直 
线 4D 和 线段 CE 和 FB 相交， 这 也 就 意味 着 ， 直 线 4D 和 八 4CE 以 及 人 8DF 相交 ， 对 角 线 
AD，BE 和 CF 的 交点 属于 和 八 4CE 和 和 八 8DF ， 因 为 每 一 个 对 角 线 通过 这 两 个 三 角形 的 一 个 
顶点 且 和 它 的 对 边 交 于 内 点 ， 于 是 将 其 它 两 个 对 角 线 的 端点 分 隔 开 . 

如 果 三 个 对 角 线 相交 于 一 点 ， 那 么 不 再 需要 证 明 什 么 了 ， 我 们 假设 对 角 线 4D ，B8E 和 
CF 不 交 于 一 点 ， 顶 点 4，C，E 在 和 人 PQR 的 边 8R，PQ ，R P 的 延长 线 上 ， 如 果 顶 点 £ 在 边 
RP 的 外 的 延长 线 上 ， 那 么 项 点 4 不 能 在 边 QR 的 Q 外 的 延长 线 上 ,因为 要 不 然 的 话 ,人 
PQR 和 A4CE 分 布 在 直线 PQ 不同 的 两 人 出， 因此 ， 人 APQR 不 可 能 在 A4CE 内 . 这 样 一 来 ， 
或 者 是 项 点 4 在 边 QR 的 环 外 的 延长 线 上 ， 顶 点 C 在 边 PQ 的 点 Q 外 的 延长 线 上 ， 顶 点 5 在 边 
RP 的 点 P 外 的 延长 线 ， 或 者 顶点 4，C，E 分 别 在 人 PQR 的 相应 边 的 相反 的 延长 线 上 (图 
219) . 于 是 断言 被 证 明了 ， 类 似 的 断言 对 人 BDF 也 是 正确 的 . 





图 219 
所 证 明 的 断言 可 以 用 下 面 的 方式 来 叙述 . 
通过 三 角形 的 顶点 作 和 对 边 相交 的 直线 ， 我 们 来 研究 它们 所 构成 的 三 角形 〈 如 果 这 些 直 
线 不 相交 于 一 点 ) ， 这 时 原 三 角形 的 顶点 在 里 面 的 三 角形 的 边 的 延长 线 上 ， 而 且 在 里 面 三 角 


【证 法 2 】 我 们 第 一 次 分 别 将 六 边 形 的 三 组 边 
AB 和 BC，CD 和 和 DE，EF 和 fF4 补 充 成 平行 四 边 
形 ， 第 二 次 将 三 组 边 BC 和 CD, DE 和 EF FA4 
和 48 补充 成 平行 四 边 形 ， 在 这 些 平 行 四 边 形 中 ， 
(不 和 六 边 形 43CDEF 的 顶点 重合 的 ) 第 四 个 顶 
点 记 作 了 ，Q@，R 和 和 0,，5, 了 (点 P，Q，R 以 及 点 
U,， 5S, 7 在 特殊 情况 下 可 能 重合 . 如 果 在 这 些 平 
行 四 边 形 中 ， 和 六 边 形 48C DEF 的 顶点 相 重 合 的 
两 个 顶点 用 对 角 线 连 起 来 ,我 们 将 得 到 三 角形 4CE 
和 BDA (图 221). . . 图 220 
在 用 两 种 方法 将 六 边 形 48CDEF 划 分 成 平行 四 边 形 时 ， 对 于 任意 两 个 平行 四 边 形 来 说 ， 
: + 245 。 





由 它们 的 公共 顶点 〈 也 是 六 边 形 的 顶点 ) 所 引出 的 边 是 重合 的 〈 在 同一 直线 上 ) ， 因 为 每 一 





图 221 
个 这 样 引出 的 边 和 它 所 在 的 平行 四 边 形 的 对 边 平 行 ， 而 这 些 边 和 六 边 形 的 两 个 对 边 重 合 ， 根 
据 本 题 条 件 ， 它 们 是 平行 的 ， 因 此 和 APQR 和 人 AS75 的 边 〈 如 果 三 角形 不 缩 成 一 点 ) 平行 于 六 
边 形 的 一 对 边 且 等 于 它们 的 差 , 于 是 人 APQA 和 人 AS7V 全 等 且 三 个 平行 四 边 形 48CR, CDEP， 
EFAQ 的 面积 之 和 等 于 三 个 平行 四 边 形 了 48T，B8CDU，DEF5 的 面积 之 和 ， 由 此 推出 ， 
人 4CE 和 八 B8DF 一 一 由 三 个 一 组 的 平行 四 边 形 的 “一 半 ” 和 两 个 全 等 的 三 角形 中 的 一 个 所 
组 成 的 一 一 的 面积 相等 ， 于 是 本 题 断 言 得 证 . 


关于 证 法 2 也 需要 做 些 注解 

1) “如 果 能 不 利用 图 形 的 帮助 来 证 明 平行 四 边 形 的 一 半 和 它们 的 边 所 交 成 的 三 角形 既 无 空隙 又 不 重要 
地 填 满 了 八 4CE 和 入 8DF， 那 么 上 面 的 证 明 才 是 比较 严格 的 ， 例 如， 我们 来 研究 人 AC5， 直 线 4Q , CR， 
EP 把 它 分 成 几 部 分 ， 这 些 直线 相交 时 ， 构 成 八 PQ 有 R， 因 为 ， 例 如 直线 4Q 和 六 边 形 的 边 BC 和 EF 平行 
而 且 由 于 六 边 形 48CD EF 的 囊 性 线段 8C 和 EF 分 布 在 直线 4Q 的 两 侧 ， 对 于 直线 CR，EP 以 及 对 人 
BDF 可 进行 类 似 的 论证 ， 在 每 一 个 心 4CE 和 人 8DF 中 ， 这 些 直 线 的 分 布 如 同 图 220 所 示 的 那样 ， 由 此 推 
出 所 要 的 断言 

2) 由 证 法 2 推 由， 和 AMCE 的 面积 等 于 六 边 形 48CDE 5 的 面积 和 人 PQR 的 面积 的 算术 平均 值 而 
人 8DF 的 面积 等 于 六 边 形 48CDEF 的 面积 和 和 AS7U 的 面积 的 算术 平均 值 ， 这 样 一 来 ，A 4C (以 及 
ASBDE) 的 面积 不 小 于 六 边 形 4BCDEF 的 面积 的 一 半 ， 由 此 可 以 断言 ， 在 由 六 边 形 4BCDEF 的 两 个 相 
邻 的 边 构成 的 三 角形 中 ， 至 少 有 一 个 三 角形 的 面积 不 大 于 六 边 形 的 面积 的 1/ 6 ， (具体 地 说 , 在 三 个 三 
角形 48C，CDE ，EFA 中 至 少 有 一 个 的 面积 不 大 于 六 边 形 的 面积 的 1/6， 同 样 地 ;在 人 BC Dp,ADEE 
人 人 FAB 中， 至 少 有 一 个 的 面积 不 大 于 六 边 形 的 面积 的 1/6.) 

如 果 去 掉 六 边 形 的 对 边 平行 这 个 条 件 而 研究 任意 的 凸 六 边 形 ， 那 么 不 难 作出 一 个 例子 ， 使 得 A4C 5 
八 BDF 的 每 一 个 的 面积 小 于 六 边 形 的 面积 的 一 半 ， 也 不 难 作出 一 个 例子 ,使 得 八 48C， 人 CD E， 作 EF 
4 的 每 一 个 的 面积 大 十 六 边 形 的 面积 的 1/6， 我 们 不 加 证 明 地 说 一 下 ， 在 由 六 边 形 相 邻 的 两 个 边 构 成 的 六 
个 三 角形 中 ， 不 可 能 每 一 个 三 角形 的 面积 都 大 于 六 边 形 的 面积 的 1/6 ， 其 至 六 个 三 角形 的 面积 的 几何 平 均 
值 也 不 可 能 大 于 六 边 形 的 面积 的 1 /6. 


【证 法 3 】 我们 约定 ， 对 于 八 48C， 如 果 从 顶点 4 到 8 再 到 C 又 到 4 是 逆 时 针 方 向 , 我 
们 就 把 它 的 面积 算 作 正 的 ， 如 果 是 顺 时 针 方 向 ， 面 积 就 算 作 负 的 . 
不 难看 出 ， 对 于 人 和信 4B3C 所 在 的 平面 上 的 任 一 点 O ， 将 有 等 式 (图 222) 
Sapc—= S04st+ Saoact Sa0cs. 0 (2) 
如 果菜 三 点 在 一 直线 上 ， 那么 它们 构成 的 “三 角形 ” 晓 化 成 一 个 线段 ， 其 面积 认为 等 于 零 . 
@ 5 表示 八 48C 的 面积 一 中 译 者 注 . 
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在 六 边 形 483CDEF 所 在 的 平面 上 取 一 点 O ， 并 研究 所 有 以 点 O 〇 为 其 一 个 顶点 的 三 角形 , 





图 222 
对 于 有 向 三 角形 〈 即 面积 可 正 可 负 的 三 角形 ) ， 通 常 的 平面 几何 学 的 命题 仍然 成 立 : 如 果 会 
4B8C 和 人 4B 刀 的 顶点 C 和 刀 在 与 它们 的 公共 边 483 平 行 的 直线 上 ， 那 么 八 48C 的 面积 和 入 
48D 的 面积 相等 .事实 上 ， 八 43C 的 面积 的 绝对 值 等 于 八 48 了 DD 的 面积 的 绝对 值 , 而 当 项 点 
沿 着 与 三 角形 的 底 边 平行 的 直线 运动 时 ， 周 界 的 过 转 方向 不 变 . 
因此 ， 如 果 在 六 边 形 48CDEF 中 ，48 1DE，8C © EF ,CD FA4， 那 么 有 向 三 角形 
和信 48E 和 八 48D， 八 CDA 和 人 和 八 CDF， 八 EFC 和 八 EF B 的 面积 彼此 相等 (图 223) .由 此 ， 
利用 关系 式 〈2 ) ， 我 们 得 到 
Ssosst+ Saoaet Sa054= 
二 9ao4s 十 9aosp 十 Saop4， 
Saoco 十 Saop4 十 Sao4c 一 
一 9asoco 十 9aoor 十 Saorc， 
Saosr 十 9aorc 十 9aoc 上 一 
一 aoar 十 9aors 十 9aope. 
在 上 面 的 三 个 等 式 中 ， 左 边 第 一 项 和 右边 1 
第 一 项 是 相同 的 ， 左 边 三 个 第 二 项 和 右边 三 个 图 223 
第 三 项 也 是 相同 的 ， 仅 仅 是 顺序 不 相同 ， 因 此， 将 三 个 等 式 左右 分 别 相 加 ， 我 们 得 到 等 式 
Saos4 十 Saosc 十 9soce 一 Saosp 十 9soor 十 Saore， 
由 此 ， 利 用 关系 式 (2 ) ， 我 们 得 到 
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这 就 是 所 要 证 明 的 


应 该 注意 到 ， 在 证 法 3 中 ， 我 们 仅仅 利用 了 六 边 形 的 对 边 平 行 这 个 条 件 ， 因 此 本 题 的 断 
言 在 下 面 的 情况 也 是 成 立 的 ， 如 果 原 六 边 形 是 非 凸 的 ， 即 它 的 边 可 以 相交 于 不 是 六 边 形 的 顶 
点 的 其 它 点 。 (在 图 224 中 画 出 了 若干 个 这 样 的 六 边 形 . ) 另 一 方面 ， 因 为 所 有 的 计算 是 对 有 
向 三 角形 进行 的 ， 所 以 从 174 题 的 证 法 3 推出 ， 八 4CE 和 八 8DF 的 面积 不 仅 绝对 值 相 同 , 而 
且 符 号 也 相同 . 


175 ， 证 明 ， 如 果 x，y，2 是 不 同 的 整数 ， 而 x 是 非 负 的 整数 ， 那 么 
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xX" Pad 


y" 
(X—y) Tat (Y~ xX) (一 她 十 《5 一 X) (2— 7)») 


/~ 八 


图 224 

【证 法 1 】 我 们 证 明 ， 如 果 将 原 表 达 式 的 三 个 被 加 项 通 分 ， 那 么 分 子 能 被 分 母 整 除 (多 
项 式 整除 ) ， 它 们 的 高 仍然 是 三 个 变 元 x，y，z 的 整 系数 多 项 式 ， 这样 一 来 ， 如 果 x，7，z 
是 整数 ， 那 么 原 表 达 式 也 只 能 取 整 数值 . 

通 分 后 ， 原 表达 式 变 成 

XY—2) 二 yO—X) + (XY) 
(XY—y)(X—2)() 2) 

当 n 二 0 时 ， 分 子 变 成 0: 








(1) 


一 2 十 (5 一 YY) 十 (Cx 一 力 一 0， ( 米 ) 
因此 ， 当 w= 0 时 ， 原 表达 式 的 值 变 为 0。 其 次 ， 利 用 等 式 

X— Jy=— (y—2)— (z— xX) ， 
对 任意 的 4 可 将 分 子 变 成 

(X"— 82) V8) (V2) (一 和 
当 7 二 时， 分 子 变 成 零 ， 当 7 之 2 上 时， 可 以 提出 因 式 《区 2) (y 一 2) ， 于 是 得 到 下 面 的 形式 

(XxX 一 3)y 一 2) [xX" 十 Xr 了 2 十 … 十 X28"? 十 8” 一 
— 
= 一 一 2 一 LO 二 二 十 Xr 十 yr") 十 、 

十 ZC" 二 -一 十 ”局 ) 十 … 十 Zz"?]. 
方 括 绝 中 的 Xx，y，z 的 多 项 式 具有 整 系数 ， 当 XY，y，z 为 整数 时 ， 它 只 能 取 整 数值 ， 这 就 是 
所 要 证 明 的 . ”( 当 7 二 2 时 ， 方 插 绝 中 只 剩 下 最 后 一 项 ， 当 7= 3 时 , 只 剩 下 第 一 个 圆 括 弧 中 的 
项 和 最 后 一 项 . ) 

对 十 上 面 的 证 法 必须 注意 下 面 几 点 ; . 

D 当 % 之 2 时 ， 方 括 弧 中 的 多 项 式 的 结构 很 简单 ， 它 是 x+，y，# 的 所 有 可 能 的 军 指 数 之 
和 为 2 一 2 的 医 的 乘积 之 和 . 

2) 为 了 证 明 本 题 的 断言， 如果 仅 仅 证 明了 对 于 任何 给 定 的 值 Y，)，zs， 表 达 式 (1) 
的 分 子 所 相应 的 值 能 被 每 一 个 整数 x 一 y，x 一 z y 一 z 单 独 整除 是 不 够 的 ， 由 此 要 得 出 ( 1 ) 的 分 子 
能 被 乘积 (xz 一 y )x 一 2)(y 一 z) 整 除 必须 要 三 个 差 X 一 y，x 一 zs，》 一 z 中 的 任何 两 个 是 互 素 
的 数 ， 在 一 般 情 况 下 ， 这 个 条 件 是 不 满足 的 . 

现在 把 表达 式 (1 ) 的 分 子 和 分 母 看 作 三 个 变量 *，》，z# 的 多 项 式 ， 多项式 + 一 儿 2 一 
一 sy 一 3 没有 非 零 次 的 公 因 式 ， 即 没有 包含 变量 zx，y， 移 公 因 式 ， 作 为 多 项 式 ， 它 们 是 互 
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素 的 ， 由 此 推出 ， 在 整 系数 多 项 式 类 中 ， 从 表达 式 〈1 1) 的 分 子 中 可 以 提取 乘积 人 一 儿 (x 一 
一 z) (y 一 z). 但 是 , 在 做 出 这 个 结论 时 ， 我 们 不 加 任何 证 明 地 利用 了 比 我 们 所 要 证 明 的 断言 
深刻 得 多 的 定理 . 
如 果 利 用 关于 多 项 式 分 解 因 式 的 定理 ， 可 以 证 实 我 们 的 论证 的 正确 性 ， 我们 将 这 定理 以 
下 面 的 形式 来 叙述 : 如 果 数 1 是 多 项 式 f(x) 的 零点 ， 那 么 / (x) 可 以 分 解 成 因 式 〈x 一 上 ) 和 
某 一 个 次 数 比 多 项 式 / (x ) 的 次 数 低 1 次 的 多 项 式 的 乘积 ， 如果 .xz) 是 整 系数 多 项 式 ,1 是 
整数 ， 那 么 / (x) 可 以 分 解 成 因 式 (x 一 1) 和 某 一 个 次 数 比 多 项 式 f(x ) 的 次 数 低 1 次 的 整 
系数 多 项 式 的 乘积 ， 这 个 命题 可 由 § 17 的 1) 中 所 证 明 的 定理 直接 推出 . 
下 面 的 证 明 实质 上 是 利用 这 个 定理 
【证 法 2 】 如 果 %== 0 或 x= 1， 表 达 式 (1) 的 分 子 变 成 0. 当 ”*> 2 时， 将 分 子 的 项 
按 x 的 降 窜 排列 且 用 下 面 的 方法 将 它们 归并 :; 
x" (V2)— XY 2 ) YY 一 加) 一 
二 (yy 一 2)[X 一 X(Yy" 1 十 yg 十 … 十 2" 人 十 y2(Y" 十 … 十 8”?)】 (2) 
( 当 % 二 2 时 ， 最 后 一 个 圆 括 弧 中 的 项 变 成 1 )， 我 们 把 所 得 到 的 表达 式 看 作 是 + 的 多 项 式 /， 
而 y 和 = 当 作 整数 参数 (y 寺 z)， 当 x 二 y》 时 ， 等 式 ( 2) 的 左边 变 成 零 .， 因为 y 夫 xz， 所 以 
右边 方 括 弧 中 的 因 式 也 为 零 ， 这 个 因 式 是 x 的 整 系数 多 项 式 ， 而 上 是 整数 ， 因 此 ，/ 可 以 表 ， 
示 成 (x 一 y)fj (x， yz) 的 形式 ， 其 中 f(x: 7y7，z) 是 与 》，z 有 关 的 * 的 整 系数 多 项 
式 ， 其 次 数 比 方 括 弧 中 的 多 项 式 低 1 次 . 
当 z* 一 xz 时 ， 由 于 等 式 (2) 的 左边 为 零 而 广 前 面 的 乘积 (7 一 2) (Xx 一 》) 不 为 零 ( 因 为 
7 村 2)， 所 以 这 个 多 项 式 /; 变 成 零 ， 因 为 f(x y，z) 是 + 的 与 》，z 有关 的 整 系数 多 项 
式 ， 而 z 是 整数 ， 那 么 /可 以 分 解 为 乘积 (XY 一 2)f2 (x; y》，3), 这 里 f(xX; 7》 ，2) 是 
的 与 》，z 有 关 的 整 系数 多 项 式 ， 其 次 数 比 多 项 式 f(x; y，z) 低 1 次 . 这 样 一 来 ， 把 任意 
的 整数 值 *, 代入 到 表达 式 ( 1) 的 经 过 变换 后 的 分 子 中 去 ,我们 得 到 (yy 一 2) (Xi 一 7 (Xx, 一 
一 z ) 和 整 系数 多 项 式 f(x;; y，z) 的 乘积 ， 因 此 ， 对 整数 *，y，s， 表 达 式 ( 2， 仅 有 整 
数值 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 
【证 法 3 】 假 设 表达 式 〈1) 用 P(x，y，z) 来 表示 .我们 对 7 用 完全 数学 归纳 法 来 
证 明 P, (x，y,，2z) 是 三 个 变量 +，y，z 的 整 系数 多 项 式 . 
当 ” 一 0 时 ， -断言 是 对 的 ， 因 为 表达 式 P(x，》，#) 恒 等 于 零 . 
假设 对 某 一 个 值 2=&，P (x，y, z) 是 +，y,，z 的 整 系数 多 项 式 . 约 去 相同 的 项 ， 我 
们 得 到 恒等式 
Pi Xt, yy, $2)—2P (xX, y, 2)= 


Tar t Aya xy 





Xt gx* Vt gy XC 


即 
Piss (X,Y,2)= 3P (X,Y, 3) (XT YT 十)， 
其 中 当 *= 0 时 ， 应 该 用 0 来 代替 圆 括 绝 中 的 和 ， 因 为 根据 归纳 假设 ，P; (x,，y,， 3) 是 x， 
y，z 的 整 系数 多 项 式 ， 所 以 类 似 的 断言 对 已 (x*+，y，z) 也 是 对 的 . 因此 断言 对 所 有 的 非 
负 整 数 4 被 证 明了 . | 
【证 法 4 】 表 达 式 
XI ym) XY) TXYT I YE)t— XY 
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可 看 作 / 的 多 项 式 ， 当 上- *，! 一 》，! 一 时， 它 变 为 零 ， 对 于 表达 式 
太一 X (ty) (to 2) 
也 有 上 面 所 说 的 性 质 ， 其 中 #* 是 任意 的 非 负 整数 ， 这 样 一 来 ,不管 1 是 表示 变量 x*，y，z 中 
的 哪 一 个 ， 总 有 恒等式 
=X ys) XY tx y2)+ rys 
| (tL 二 x， 或 :二 y， 或 =z) (3) 
(不 难 直 接 验 证 它 的 正确 性 ). 
和 在 证 法 3 中 一 样 ， 我 们 用 P(x， yy，z) 来 表示 表达 式 ( 1 )， 这 时 , 借助 于 恒 等 式 
(3) 来 变换 表达 式 P43 (x+，y》，z)， 我 们 得 到 新 的 恒等式 
Piss (XV,3)= (XHYI+E Pr (X,Y 3) 一 
一 (XxXy+Xs+ YEP, ss (XY,S)+ XYEP, (X,Y ,2), 
由 此 看 出 ， 如 果 对 三 个 连续 的 整数 值 >， 表 达 式 P(x,y,3) 是 +，7》，z 的 整 系数 多 项 
式 ， 那 么 对 于 # 的 所 有 更 大 的 值 ， 表达 式 P(X+，y，z) 也 是 XxX, .y，z 的 整 系数 多 项 式 ， 而 
Po (Xx, yy， 2)=P (xX, yy,， 3) 二 0, P(x,，y,，3) 二 1， 因此， 对 于 % 的 所 有 非 负 的 整数 值 ， 
P(x，y，#) 是 +，y，z 的 整 系数 多 项 式 . 





176 ， 在 水 平面 上 ， 三 个 点 和 天 线 的 基点 相距 100 米 ，200 米 ，300 米 ， 从 这 三 点 测 得 天 
线 的 视角 的 和 为 90 "天线 的 高 等 于 多 少 ? 

【解法 1 】 假 设 天 线 高 + 米 ， 和 天 线 基 点 相距 100 米 ，200 米 和 300 米 的 点 对 天 线 的 张 角 
为 a， 8,，Y， 这 时 


x 加 和 
tg4 一 00，180 一 0， 地 /二 300 
根据 本 题 条 件 a 十 8 十 7 二 90"， 所 以 














7 oo _ 1 
tgy = -507 tg[90°— (ai+pB8))= ctg (at+p) roy 
x x 区 
_ 1-tge-:tg8 _ 1 100” 300 _ 100x 200—x 
tga + tgp x + x 300x 
00 "3060 


因此 - 
2x? = 100x 200， 

因为 天 线 的 高 x 只 能 是 正 数 ， 所 以 x== 100 米 . 

【解法 2 】 假设 C7 是 天 线 的 高 ， 在 不 同 的 两 侧 取 线 
段 74= 100 米 和 78= 200 米 ， 使 和 C7 都 成 直角 .这 时 
48= 300 米 ， 因 此 , 角 y 显然 可 以 看 作 古 点 4 对 线段 8D = 
二 C7 的 张 角 ，BDD 是 由 点 8 所 作 线 段 48 的 垂 线 , 且 和 线 
段 C7T 在 48 的 不 同 的 两 侧 (图 225)， 四 边 形 8CTD 是 平 
形 四 边 形 ， 因 为 它 的 两 个 对 边 C7 和 8D 平行 且 相 等 。 因 
此 ， 相 交 于 点 三 的 两 条 对 角 线 C 和 7B 相互 平分 . 于 是 图 225 
ZE7=100 米 ， “7EC=w“，A4CE 是 等 腰 三 角形 ， 我 们 来 确定 “4CE. 因为 在 四 边 形 4DBC 
中 ， 顶 点 4 和 8 的 项 角 之 和 等 于 a 十 8 十 7 十 90*:， 根据 本 题 条 件 a 十 8 十 Y= 二 90*”， 所 以 顶 角 





* 250 ， 





4 和 8 之 和 等 于 180%"， 因此， 四 边 形 4DBC 可 以 内 接 于 一 圆 ， 且 42 和 这 个 圆 的 直径 重合 ， 
因为 点 3 对 它 所 张 的 角 为 90"， 于 是 有 ACD 一 -4CE= 90"， 这 样 -- 来 ，A4CE 足 等 腰 
直 直 角 角形 ， 从 而 角 a 等 于 45 ， 这 就 是 说 ， 八 47C 也 是 等 腰 直 角 三 角形 ， 因 而 天 线 的 高 
等 于 100 米 . . . 





D, DD» : D, 
h, 6 B, Cz Cs 4 . 


二 226 

【解法 3 】 我 们 以 三 种 形式 来 画 天 线 ， 在 天 线 基点 的 两 边 各 有 取 一 线段 、 线 段 的 端点 对 天 
线 所 张 的 角 为 wa 和 8，B 和 7Y,，Y 和 a (图 226);， 根 据 本 题 条 件 ， 和 八 4,D,8,., 人 B,D,C,， 
人 CDi4， 的 边 4, 8B,， B,C;, CA 挨 着 的 顶 角 之 和 等 于 . Cc. 
2ax 十 26+27 一 2x90" 一 180-， 因此 ,4 D,3， .3:D:C:， 
人 C1D;4; 之 和 等 于 360”. 因为 8,D, 二 8,D,, C;D; 二 C;D,, 
A1D;= 二 4,D,, 所 以 由 八 4,D,B,, 和 八 B,D,C,, 人 C1D;4; 可 
以 构成 一 个 入 48C (图 227 )， 它 的 边 48= 300 米 ,3C == 500 米 ， 
CA4= 400 米 ， 于 是 有 关系 式 

BC’=CA’+ AB’. 

由 此 (根据 勾 股 定理 的 逆 定 理 ) 推出 ， 人 4BC 是 直角 三 角形 ， 
旦 LC48 是 直角 .这 样 一 来 ，2&g 一 90"， 因 而 天 线 的 高 等 于 100 米 . 





177 ， 三 兄弟 在 某 一 天 去 看 望 生病 的 朋友 ， 人 而 且 在 这 同一 天 ， 三 兄弟 的 妻子 也 去 看 望 这 
个 朋友 ， 任何 一 个 拜访 者 去 的 次 数 都 不 超过 - -次 ， 三 兄弟 中 的 每 一 个 人 在 病友 的 房间 里 都 遇 
到 了 他 两 个 兄弟 的 妻子， 证 明 ， 三 兄弟 中 的 鞭 一 人 在 病友 的 房间 里 遇 到 了 自己 的 妻子 

【证 法 1 】 例 如 ， 我 们 假设 兄弟 4 在 朋友 的 病房 里 没有 遇 到 自已 的 妻子 ， 这 时 4 的 妻子 
或 者 在 她 的 丈夫 去 之 前 已 经 离开 了 (在 这 种 情况 下 ， 她 比 其 他 两 好 旭 先 离开 病房 ， 因 为 在 她 
之 后 去 的 4 在 病房 里 遇 到 了 这 两 旭 既 ) ， 或 者 是 在 自己 的 丈夫 离开 病房 之 后 去 的 (在 这 种 情 
况 下 ， 她 比 其 他 两 妨 旭 去 得 迟 ， 因 为 这 两 姗 娼 在 病房 遇 到 了 她 的 丈夫 4， 而 她 去 之 前 ，4 已 
走 了 )、 这 样 一 来 ， 三 她 旦 中 的 每 一 个 人 仅仅 在 两 种 情况 下 没有 遇 到 自己 的 丈夫 ， 或 者 她 比 
其 他 两 妨 召 先 离开 病房 ， 或 者 她 比 她 们 去 得 晚 . 

但 是 在 三 商 妞 中 至 少 有 一 个 人 不 比 其 他 两 个 人 都 去 得 迟 也 不 比 其 他 两 个 人 都 旱 离开 .因此 
三 姗 旭 中 至 少 有 一 个 人 在 病房 里 遇 到 了 自己 的 丈夫 . - 

【证 法 2 】 我 们 用 反 证 法 来 证 明 本 题 断 将 ， 假 设 任何 一 对 夫妇 都 没 在 病房 里 相遇 

如 果 兄 弟 4 到 朋友 那儿 去 比 自己 的 故 f 去 得 早 ， 那 么 他 应 该 在 他 的 妻子 去 之 前 就 离开 朋 
友 那 儿 了， 根据 本 题 条 件 ，4 在 朋友 那儿 遇 到 了 兄弟 3 的 妻子 ， 因此， 兄弟 8 的 妻子 去 看 望 
生病 的 朋友 比 4 的 妻子 要 早 ， 兄弟 8 存 自 己 的 变 子 离开 之 后 (为 了 使 得 和 她 不 相遇 才能 在 
病房 遇 到 4 的 妻子 . 

姐 果 兄弟 4 到 朋友 那儿 去 比 自己 的 妻子 去 的 晚 ， 那 么 由 上 面 的 论证 推出 ， 兄 弟 妃 应 该 比 
自己 的 考 子 去 的 早 ， 即 两 对 夫妇 4 和 3 去 看 望 朋友 正好 是 相反 的 次 序 〈 即 车 4 比 麦 旱 去 ， 则 
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引 比 妻 晚 去 ， 若 4 比 妻 晚 去 ， 则 好比 妻 早 去 ， 一 一 中 译 者 注 ). 

对 于 夫妇 4 和 C，B 和 C 重复 同样 的 论证 ， 我 们 得 到 下 面 的 结论 ， 为 了 使 得 夫妇 之 间 不 
相遇 ， 那 么 夫妇 C 去 看 望 生病 的 朋友 应 该 和 两 对 夫妇 4 和 了 的 次 序 相反 ， 这 是 不 可 能 的 ， 因 
为 根据 上 面 所 证 明 的 ， 夫 妇 4 和 8 去 看 望 的 次 序 相反 ， 因 此 ， 三 兄弟 中 至 少 有 一 个 人 在 病房 
里 遇 到 了 自己 的 妻子. 

用 同样 的 方法 可 以 证 明 比较 一 般 的 定理 ， 为 了 便于 理解 ， 我 们 稍微 改变 一 下 方式 来 叙述 

原 题 . 
三 对 夫妇 在 桌 旁 就 坐 ， 例 如 ， 以 这 样 的 顺序 ， 兄 弟 4， 兄 弟 的 妻 ， 兄弟 C， 兄 弟 4 的 
妻 ， 兄弟 8， 兄 弟 C 的 妻 (她 的 另 一 边 华 的 是 兄弟 4)，, 我 们 假设 第 二 天 这 所 有 在 桌 旁 就 坐 
的 六 个 人 去 看 望 生病 的 朋友 ， 每 个 人 只 去 一 次 且 在 那里 遇 到 了 前 一 天 坐 在 自己 左右 两 边 的 
人 ， 我 们 断定 ， 这 只 可 能 发 生 在 下 面 的 情况 下 : 如 果 至 少 有 一 对 夫妇 (在 桌 旁 ， 他 们 彼此 坐 
在 对 面 ) 在 病房 相遇 . 

以 这 种 方式 叙述 的 177 题 可 以 看 作 是 下 面 比较 一 般 的 断言 的 特殊 情形 . 

n 对 夫妇 在 桌 旁 以 这 样 的 方式 就 坐 , 使 每 对 夫妇 坐 在 对 面 . 他 们 大 家 约定 第 二 天 去 看 望 一 个 
生病 的 好 友 ， 第 二 天 ， 每 个 人 去 看 望 朋友 时 在 那里 遇 到 了 在 桌 旁 坐 在 自己 左右 两 边 的 两 个 
人 .我 们 知道 ， 每 个 人 看 望 朋 友 只 去 了 一 次 ， 试 证 明 ， 至 少 有 一 对 夫妇 在 朋友 那里 相遇 . 

我 们 假设 命题 是 不 正确 的 ， 任 何 一 对 夫妇 在 病房 里 都 没有 相遇 (其它 条 件 仍然 认为 是 满 
足 的 )， 在 桌 旁 就 坐 的 次 序 表示 作 ，4, ，4;，…，4,,， 这 时 4, 和 4,,,，4h; 和 4,;，…, 入 
和 hz, 是 夫妇 ， 我 们 选取 这 样 的 表示 法 ， 使 得 在 4, 和 4, ,, 这 一 对 夫妇 中 ， 先 去 看 生病 的 朋 
友 的 叫做 4， (根据 问题 的 条 件 ， 这 意味 着 ，4, 在 4,,, 去 之 前 就 离开 朋友 那儿 了 ). 这 时 在 病 
友 那 儿 和 4, 相遇 的 4; 应 该 比 4,， 先 到 朋友 那儿 去 ，4; 的 配偶 4 在 病友 那儿 和 4,。 相 
遇 ， 但 根据 问题 条 件 没 和 4; 相遇 ， 所 以 4,;, 只 能 在 4, 离开 朋友 那儿 以 后 才 去 . 类 似 地 4， 
只 能 在 4, 离开 之 后 才 去 ， 等 等 ， 重 复 这 样 的 论证 4 次， 虽然 我 们 是 从 假设 “4 比 4,, 先 到 
病友 那儿 去 ”出 发 的 ， 可 是 却 得 到 这 样 的 结论 ;在 病友 那儿 遇 到 4, 的 4;, 只 能 在 他 的 (或 她 
的 ) 配偶 4，(4, 在 病友 那儿 遇 到 了 4,,, ) 走 了 之 后 才能 去 

因此 ， 至 少 有 一 对 夫妇 在 生病 的 朋友 那儿 相遇 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 


178 .在 参观 团 的 任意 四 个 人 中 ， 有 一 个 人 原先 见 过 其 他 三 个 人 证明, 在 任何 四 个 参 
观 团员 中 ， 总 可 以 找到 一 个 人 ， 他 原先 见 到 过 所 有 的 参观 团员 . 

【证 明 】 我 们 只 要 讨论 参观 团 的 人 数 不 少 于 4 人 的 情况 .如果 参观 团 的 人 数 少 于 4 人 ， 
问题 的 条 件 和 结论 就 失去 意义 了 . 

假设 4 和 3 是 两 个 原来 未 曾 见 过 面 的 参观 团员 .这 个 假设 是 允许 的 ， 因 为 要 不 然 的 话 ， 
那么 每 一 个 团员 原先 见 过 所 有 其 他 的 团员 ， 从 而 本 题 断言 对 每 一 个 团员 都 成 立 了 ， 我 们 还 假 
设 另外 还 有 两 个 团员 (他 们 构成 不 同 于 48 的 一 对 ) 在 参观 时 是 首次 见面 ， 因 为 如 果 不 存在 
这 样 一 对 团员 ， 那 么 在 任何 四 个 团员 中 可 以 找到 这 样 一 个 人 甚至 两 个 这 样 的 人 ) ,他 原先 见 
过 所 有 其 他 的 团员 . 

在 不 同 于 48 这 一 对 且 原 来 未 兽 见 过 面 的 一 对 团员 中 ， 必 定 要 人 么 包含 有 4， 要 人 么 包含 有 
6. 事实 上 ， 我 们 假设 在 这 一 对 团员 中 既 没 有 4 也 没有 8 (我 们 用 CD 来 表示 他 们 ). 这 时 在 
四 个 团员 4，B,C，D 中 找 不 到 任何 一 个 人 ， 他 原来 见 过 所 有 其 他 三 个 人 ， 这 与 本 题 条 件 
相 违 ， 于 征 ， 我 们 假设 不 同 于 48 的 原来 未 曾 见 过 面 的 一 对 团员 是 4C (选用 适当 的 记号 ,我 
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们 总 可 以 做 到 这 一 点 ). 

现在 我 们 来 弄 清 楚 ， 在 不 同 于 483 和 A4C 的 一 对 团员 中 ， 能 否 还 有 原来 未 曾 见 过 面 的 一 
对 团员 . 根据 上 面 的 证 明 ， 在 每 一 个 这 样 的 对 子 中 要 么 有 4 ， 要 么 有 23. 但 是 对 于 4C ， 也 
叮 进行 同样 的 论证 ， 因 此 ， 在 任何 两 个 原来 未 曾 见 过 面 的 团员 中 ， 要 么 有 <4， 要 么 有 C . 这 
样 一 来 ， 这 个 原来 未 曾 见 过 面 的 “新 ”对 子 只 可 能 是 8C 或 4D， 这 里 的 DD 不 是 上 面 所 说 到 
的 团员 . 

但 是 ， 最 后 一 种 情况 是 不 可 能 的 ， 因 为 四 个 团员 4，2B8，C, 吕 不 满足 本 题 的 条 件 . 因 
此 ， 如 果 不 算 对 子 48，AC ， 那 么 初次 见面 的 一 对 团员 只 可 能 是 8C . 因此 ， 如果 不 算 团员 
4，B，C， 那 么 其 他 任何 一 个 团员 原先 和 所 有 的 团员 都 见 过 面 ， 因 为 在 任何 四 个 团员 中 ,总 
可 以 找到 一 个 不 同 于 4，B,C 的 团员 ， 所 以 本 题 的 断言 被 证 明了 . 

178 题 可 以 “翻译 ”成 图 论 ( 见 $ 52) 的 语言 .每 一 个 参观 团员 对 应 于 图 的 一 个 且 仅 仅 
一 个 顶点 ， 未 曾 见 过 面 的 两 个 团员 所 对 应 的 顶点 用 边 连接 起 来 ， 根据 本 题 条 件 ， 我 们 得 到 一 
个 有 限 图 ， 它 所 有 的 边 连 接 两 个 不 同 的 顶点 ， 且 连接 每 一 对 顶点 的 边 不 多 于 一 个 .在 这 个 证 
法 中 ， 当 说 到 图 时 ， 我 们 总 是 指 这 样 的 图 . 

原 题 可 以 用 下 面 的 方式 来 叙述 ， 下 面 所 叙述 的 问题 和 原 题 是 等 价 的 .假设 在 不 少 于 四 个 








顶点 的 图 中 ， 不 能 找到 这 样 四 个 顶点 ， 它 们 之 中 的 每 一 个 顶点 至 少 和 其 它 三 个 顶点 中 的 一 个 
用 边 连接 起 来 ， 这 时 ， 在 图 的 任何 四 个 顶点 中 ， 可 以 找到 这 样 一 个 顶点 ， 它 和 所 有 其 它 的 顶 


点 都 没有 用 边 连 接 起 来 . 

用 图 论 的 语言 可 得 到 问题 的 简短 而 明显 的 证 明 . 

不 失 一 般 性 ， 我 们 假设 在 图 中 至 少 有 两 条 不 同 的 边 &。 和 &8， 因 为 要 不 然 的 话 ， 在 所 
有 的 顶点 〈 可 能 除去 两 个 顶点 ) 中， 没有 引出 任何 一 条 边 ， 因 而 在 图 的 任何 四 个 项 点 中 ， 总 
可 以 找到 这 样 一 个 顶点 ， 它 没有 引出 任何 一 条 边 ， 边 4 和 42 有 一 个 公共 的 端点 ， 因 为 要 不 然 
的 话 ， 它 们 的 端点 所 构成 的 四 个 点 不 满足 本 题 的 条 件 ， 用 类 似 的 论证 可 以 查 明 ， 假 若 不 算 边 
2 和 2 ， 那 么 在 图 中 只 能 有 一 条 边 ， 而 且 这 条 边 与 边 < 和 2 至 少 有 一 个 公共 端点 .这 条 边 或 
者 是 由 连接 边 & 和 的 自由 端点 而 得 到 的 ， 或 者 是 由 边 a。 和 ?的 公共 端点 发 出 的 〈 图 228). 
后 一 情形 是 不 可 能 的 ， 因 为 由 一 个 顶点 发 出 三 条 边 是 
和 本 题 条 件 相 违 的 ， 这 样 一 来 ， 只 能 是 和 边 4 与 5 的 


三 个 端点 相 重 合 的 图 的 顶点 才能 用 边 连接 这 就 让 明 bp bp 
了 ， 在 任意 四 个 顶点 中 ， 至 少 可 以 找到 这 样 一 个 顶点 ， 
它 不 和 图 的 其 它 任何 一 个 项 点 用 边 连 接 起 来 办 2 

179 .假设 wa 二 1，4;，a;，… 是 无 穷 的 自然 数 图 228 
列 ， 当 k» 1 时 ， 有 不 等 式 

1 十 十 十 … 十 Qi . 

证 明 ， 所 有 的 自然 数 都 可 以 表示 成 这 个 数列 的 某 些 项 之 和 的 形式 (在 特殊 的 情形 ， 和 可 
以 由 一 项 构成 ， 即 自然 数 可 以 和 数列 的 某 一 项 重合 ). 

【证 法 1 ] 我 们 来 证 明 比 所 要 证 明 的 稍 广 一 点 的 断言 ， 即 下 面 的 断言 ， 如 果 0<w<a 十 
十 2 十 … 十 和 ， 那 么 自然 数 7 可 以 表示 成 有 穷 序 列 4,，a;，…，& 中 某 些 数 之 和 的 形式 我 


们 对 利用 完全 数学 归纳 法 . 
如 困 二 1， 那么 断言 成 立 ， 因 为 根据 本 题 条 件 4, 二 1， 在 这 种 情况 下 ，7# 只 能 等 于 1. 
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假设 * 二 1， 我 们 假设 当 上 面 的 不 等 式 中 的 数 用 k 一 1 来 代替 的 时 候 ， 断 言 成 立 . 

如 果 0 过 na 十 @; 十 … 十 4-，， 那 么 根据 归纳 假设 ， 数 % 可 以 表示 成 所 要 求 的 形式 ， 即 
可 表示 成 有 穷 序 列 4;，4;，…，4_， 中 某 些 数 之 和 的 形式 . 

假设 

1 十 Qj 十 2 十 十 Qi 过 NA 十 Q@y 十 … 十 44. 
因为 根据 本 题 笨 件 ， 不 等 式 的 左 端 不 小 于 4a: ， 所 以 从 后 一 不 等 式 推出 
0 入 2 一 色 委 0 十 2 十 … 十 Cr . 

这 样 一 来 ， 数 7 一 ai 或 者 等 于 0， 或 者 根据 归纳 假设 可 以 表示 成 有 穷 序 列 &; ，4 ，…， 
ar 中 的 菜 些 数 之 和 的 形式 ， 于 是 ， 或 者 x 二 4， 或 者 自然 数 # 可 以 由 有 穷 序列 4; ，4;，…， 
Qs! 中 某 些 数 之 和 再 加 上 4 来 得 到 ， 即 可 以 表示 为 有 穷 序列 wm ，@，,，…，4 的 某 些 数 之 和 的 
形式 . 

【证 法 2 】 如 同上 面 的 证 法 那样 ， 我 们 来 证 明 ， 如 果 0<n<ai 十 4; 十 … 十 Ws ， 那 么 自然 
数 n 可 以 表示 成 有 穷 序 列 4; ，2 ，…， 双 的 某 些 项 之 和 的 形式 ， 但 这 一 次 我 们 对 二 来 用 完 全 
数学 归纳 法 . 

如 果 w 二 1， 那 么 断言 对 任何 的 值 都 成 立 ， 因 为 根据 本 题 条 件 三 1 . 

设 2 >1， 假设 断言 对 于 所 有 小 于 ?的 数 r 契 成 立 的 . 

对 于 固定 的 2>1， 应 该 研究 使 不 等 式 2<2 十 和 十 十 到 成 立 的 和 的 值 ， 这 只 要 研究 使 
不 等 式 





Qj 二 十 十 Qi KOI 十 0 十 .十 人 
成 立 的 最 小 的 有 值 就 行 了 ， 因 为 当 增加 的 时 候 ， 只 不 过 是 在 自然 数 # 表示 成 有 穷 序 列 4， 
2 ，…， 双 的 某 些 数 的 和 的 形式 时 ， 这 种 挑选 数 的 方法 增加 了 而 已 . 

由 后 一 不 等 式 可 得 到 不 等 式 0 之 m <a， 其 中 二 4 十 @y 十 … 十 4 一 nx， 利用 本 题 条 件 所 

给 出 的 不 等 式 ， 我 们 得 到 

0<m<a 1d 十 0 十 … 十 @ <n. 
因此 ， 如 果 除 了 柬 = 0 ( 即 2 一 @ 十 到 十 … 十 和 ) 的 情况 以 外 ， 那 么 

0<LmAnca + 十 … 二 扩 . 

根据 归纳 假设 ， 这 总 昧 着 数 严 可 以 表示 为 2 ，Q2，…，&& 中 某 些 项 之 和 ， 此 外 我 们 得 到 ， 自 
然 数 可 以 表示 成 序列 4; ，4,，…，& 的 其 余 的 项 之 和 的 形式 . 


180 ， 假 设 E 是 正方 形 48CD 的 边 48 的 中 点 ， 在 边 8C 和 CD 上 取 点 F 和 G, 使 4G 和 
EF 平行 。 证明， 线段 EG 和 正方 形 48CD 的 内 切 圆 相 切 . 
【证 法 1 】 设 /CFG 的 某 傍 切 加 和 它 的 边 FG 相 切 于 点 至 ， 和 边 CF .C6 的 延长 线 相 
切 于 点 / ,KK (图 229); ， 那 么 
CJ=CK, FJ/J+GK=FG, (1) 
因为 由 一 点 向 同一 贺 所 作 的 切线 是 相等 的 ， 所 以 /二 Ff 万 和 GK 二 GH， 不 但 如 此 ， 而 且 在 
所 有 由 一 个 点 在 边 CZ 的 延长 线 上 ， 另 一 个 点 在 CG 的 延长 线 上 所 构成 的 点 对 中 ， 只 有 这 两 
个 和 偿 切 圆 相 切 的 切 点 才能 满足 关系 式 (1) ， 事实 上 ， 如 果 移 动 / 和 大， 那么 线段 C./ = 
“的 长 度 或 者 增加 ， 或 者 减 小 . 央 此 ， 和 fF/ 十 GK 的 量 值 也 或 者 增加 ， 或 者 减 小 ， 已 不 
等 于 线段 FG 的 长 了 . 
如 果 我 们 能 够 证 明正 方形 的 边 8C ,CD 的 中 点 / ,下 是 边 8C，CD 和 傍 切 癌 相 肋 的 切 
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点 的 话 ， 那 么 这 个 偿 切 圆 和 正方 形 463 CD 的 内 切 圆 相 重 合 ， 且 线段 FG 和 正方 形 的 内 切 贺 相 
切 ， 我 们 注意 ， 点 / 和 天 在 边 CF 和 CG 的 延长 线 上 .事实 上 ，AG/ EF，AKi EC ， 于 是 
点 K 、G、C 的 分 布 顺 序 和 点 C，f，J 的 分 布 顺 序 是 一 样 的 . 

设 正 方形 的 边 长 等 于 2 ( 换 句 话说 ， 取 正 
方形 的 边 的 一 半 作 为 长 度 单位 ) ， 这 时 ， 如 果 
设 DG 二 x， 那 么 

CG= 2 一 2， GK=Xx—1. 

A4DG 和 AZBE 是 相似 的 〈 因 为 它们 的 
边 平 行 ) ， 因 此 2 : zx=FB : 1， 即 £8= 2/x， 
故 


CF=2—2, FJ=21. 


我 们 所 要 证 明 的 关系 式 (Z 7 + GK)’= 
= FG: 可 用 勾 股 定理 变 成 和 它 等 价 的 式 子 


2 
(cm + ea = 人 一 全) + (2 一 x)7， 


上 式 是 成 立 的 ， 因 为 它 的 左边 的 表达 式 可 表示 成 


仁 - 2+z = (去 - 2) 十 2 (去 - 2) 十 x?， 





图 229 


2x( 过 一 2 4 4 (2 一 D7 
【证 法 2 】 如 果 O 是 直角 三 角形 CFG 的 傍 切 圆 的 圆心 ， 该 圆 与 斜 边 ZC 及 直角 边 的 延 
长 线 相 切 〈 图 230) ， 那 么 
AFOG=— 45°, ( 2) 
因为 OFf 和 OG 是 人 /FH 和 HGK 的 平分 线 ， 
而 JFH 和 L8GK 是 和 八 CFG 的 两 个 互 余 的 
角 的 补 角 (已 ，7， 玉 是 切 点 ; 这 里 的 表示 法 
和 证 法 1 中 所 用 的 表示 法 一 样 ) | 
我 们 断言 : 所 有 位 于 直角 三 角形 CPG 的 直 
角 的 平分 线 上 的 点 中 ， 只 有 偿 切 圆心 对 线段 
FG 的 张 角 为 45"， 事 实 上 ， 当 点 O 沿 着 角 平 分 
线 移 动 时 ， 点 O 对 5G 的 张 角 或 者 增加 ， 或 者 
减 小 . 
因此 ， 只 要 证 明 等 式 (2) 仅 对 正方 形 的 
中 心 成 立 就 行 了 ， 也 就 是 要 证 明 








/FOG= “GDO. (3) 
左边 的 角 与 GOD 二 FOB 互补 ， 丰 边 的 角 
图 230 . 与 “GOD+ 和 oOcD 互补 ， 因 此 ， 如 果 我 们 能 
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证 明 
FO0B= /OGD, (4) 
那么 (3 ) 成 立 . ， 

首先 我 们 注意 ， 因 为 4G1 EF， 作 ADG 和 人 FBE 相似 ， 所 以 DG :24 二 a: Bp ,这 里 24 
是 正方 形 的 边 长 ， 因此 DC BF = 9207， 由 于 DO= B80=ay7， 所 以 DG: DO= BO: BF. 
由 这 个 比例 等 式 可 知人 GDO 和 八 0B8F 相似 ， 因 为 在 这 两 个 三 角形 中 ， GDO= /OBF = 
二 45” 由 这 两 个 三 角形 相似 推出 对 应 角 相等 ， 即 等 式 (4) 成立. 

【证 法 3 】 如 果 点 给 定 了 ， 那 么 条 件 4G 1 EF 单 值 地 确定 点 6 . 如 果 过 点 f 作 正方 形 
的 内 切 圆 的 第 二 条 切线 (第 一 条 切线 和 正方 形 的 通过 点 F 的 边 重合 )， 那么 它 和 正方 形 的 边 
CD 的 交点 也 由 点 F 单 值 确定 ，180 题 断言 ， 由 给 定点 fF 单 值 确定 的 两 个 点 互相 重合 . 因此 我 
们 来 证 明 ， 如 果 线 段 FG 和 正方 形 的 内 切 贺 相 切 ， 那 么 4G || EF . 

在 研究 正方 形 的 内 切 加 的 同时 ， 我 们 还 研究 人 CFG 的 和 边 CF 以 及 其 它 两 边 的 延长 线 相 
切 的 傍 切 圆 (图 231) ， 假 设 R 是 这 个 圆 和 边 CG 的 延长 线 (因此 也 是 正方 形 的 边 CD 的 延长 
线 ) 相 切 的 切 点 ， 点 可 以 看 作 是 两 个 圆 的 相 站 
似 内 心 ， 因 为 它 和 这 两 个 圆 的 内 公 切 线 的 交点 
重合 ， 由 此 推出 ， 两 个 圆 分 布 在 内 公 切 线 的 两 
侧 ， 由 于 相似 ， 这 两 个 圆 与 相互 平行 的 直线 
48 及 DC 相 切 的 切 点 、R 和 点 在 一 直线 上 
并 在 点 5 的 两 侧 . 

于 是 ， 为 了 要 证 明 4GI EF ( 即 ER) ,也 
就 是 要 证 明 四 边 形 4ERG 是 平行 四 边 形 ， 只 要 
证明 CA 一 外 就 行 了 .但 这 个 等 式 可 这 样 推出 : 
首先 4Z 二 KC， 其 中 是 边 CD 的 中 点 ,其 次 ， 
CR 二 KG， 央 为 傍 切 圆 同 三 角形 的 一 条 ' 边 向 
两 个 顶点 外 的 延长 线 相 切 ， 两 个 切 点 关于 这 边 
的 中 点 是 对 称 的 . 图 231 

对 于 180 题 以 及 上 面 所 作 的 证 明 ， 我 们 作 某 些 注解 

1) 在 证 法 3 中 所 证 明 的 断言 在 下 面 的 情况 下 仍然 有 效 ， 如 果 所 说 的 点 不 是 属 丁 正方 形 的 边 8C， CD， 
而 是 属于 直线 8C，CD ， 以 及 不 是 和 正方 形 的 内 切 圆 相 切 的 线段 上 G， 而 是 和 正方 形 的 内 切 圆 相 切 的 二线 
AcC， 新 的 断言 的 证 明和 证 法 3 中 所 作 的 证 明 相差 不 大 ， 我 们 把 它 留 给 读者 . 

2) 本 题 的 断言 在 下 面 的 情况 下 仍然 有 效 ， 如 果 所 研究 的 不 是 正方 形 ， 而 是 姜 形 ， 点 8 不 是 边 48 的 中 
点 ， 而 是 边 43 和 萎 形 的 内 切 圆 相 切 的 切 点 ， 在 这 种 情况 下， 证 法 3 可 直接 括 过 来 . 

本 题 的 断言 在 下 面 情况 下 仍然 有 效 ， 如 果 不 仅 用 获 形 来 代 闪 正方 形 ， 用 获 形 的 一 个 边 和 它 的 肉 切 圆 相 
切 购 切 点 来 代替 边 4B8 的 中 点 5， 而 且 用 线段 8C ，CD 和 FG 所 在 的 直线 来 代替 这 些 线段 ， 这 个 断言 的 证 明 
和 证 法 3 差不多 ， 我 们 把 它 留 给 读者 





181、 平面 上 的 四 个 点 可 以 连 成 六 个 线段 ， 证 明 ， 最 长 的 线段 和 最 短 的 线段 的 比 不 小 于 
w 2 . 

【证 法 1 】 假 设 P,，P;，P,，P, 是 平面 上 的 四 个 给 定点 ， 我 们 取 这 些 点 所 确定 的 线段 
中 最 短 的 作为 长 度 单位 ， 现 在 要 证 明 ， 在 6 个 线段 中 至 少 有 一 个 线段 的 长 度 不 小 于 / 忒 . 
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假设 P,P; 是 由 四 个 给 定 的 点 所 确定 的 线段 中 最 短 的 线段 ， 即 单位 长 线段 ， 以 点 乙 和 己 
为 圆心 作 两 个 单位 加 (图 232)， 点 了 ;，Ps 中 的 任何 一 个 点 都 不 可 能 在 这 两 个 圆 内 ， 因 为 要 
不 然 的 话 ， 线 段 P,P; 就 不 是 点 P, ，P;，P，;，Ps 所 确定 的 线段 中 最 短 的 线段 了 ， 现 在 我 们 
以 点 Pi 和 已 为 圆心 作 两 个 半径 都 为 2 的 圆 ， 这 两 个 圆通 过 正方 形 PP,84 的 顶点 4 和 3: 
以 2 为 圆心 的 圆通 过 顶点 4， 以 己 为 圆心 的 圆通 过 顶点 3， 如 果 点 已 ，P 中 的 某 一 个 点 
不 在 以 已 和 忆 为 圆心 ， 以 v 2 为 半径 所 画 的 圆 内 ， 那 么 它 到 圆心 的 距离 不 小 于 2 . 





图 232 

这 样 一 来 ， 我 们 只 要 研究 点 P, 和 P 在 每 一 个 半径 为 V2 的 圆 内 且 在 以 点 P,，P, 为 贺 
心 的 单位 圆 外 《或 在 圆 上 ) 的 情形 就 行 了 ， 这 意味 着 点 P, 和 P, 属于 曲线 多 边 形 4DBC 和 
A'D'B'C' ,但 除去 弧 A4D，BD 和 A'D',，D'B' 上 的 点 . 

从 图 232 看 出 ， 曲 线 四 边 形 4CBD 位 于 以 48 为 对 角 线 的 正方 形 内 ， 且 在 曲线 四 边 形 的 
顶点 中 ， 只 有 顶点 4 和 在 正方 形 的 周 界 上 下面 我 们 严格 证 明 这 一 点 ). 由 此 (由 于 曲线 四 
边 形 4CB8D 和 4'C' 8'D' 对 称 ) 推出 ， 曲 线 四 边 形 的 任意 两 点 之 间 的 距离 不 大 于 1 ,因为 位 
于 正方 形 内 的 任 一 线段 不 会 大 于 正方 形 的 对 角 线 (也 许 这 样 做 更 显然 ， 作 正方 形 的 外 接 圆 ， 
其 圆 的 直径 等 于 正方 形 的 对 角 线 ， 位 于 圆 内 的 任 一 线段 总 比 它 的 直径 短 ). 

于 是 只 要 研究 点 P; 属于 一 个 曲线 四 边 形 ， 而 点 P, 属于 另 一 个 曲线 四 边 形 的 情况 就 行 
了 . 过 点 C 和 C' 作 直线 和 线段 P,P, 平行 ， 这 两 条 直线 确定 了 一 个 带子 ， 这 条 带子 把 曲线 四 
边 形 4CBD 和 4'C'B'D' 分 开 了 ， 带 子 的 宽大 于 23， 因为 单位 长 线段 CP 和 PC' 之 间 
的 夹 角 等 于 120"， 即 大 于 90"， 线 段 P,P, 和 带子 相交 ， 因 此 , 它 的 长 度 不 小 于 带子 的 宽 ， 即 
不 小 于 2 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 

上 面 我 们 借助 于 图 232 利用 了 下 面 这 一 点 ， 曲 线 四 边 形 4C BD 包含 在 以 48 为 对 角 线 的 
正方 形 内 。 而且 只 有 曲线 四边 形 的 顶点 4 和 B 属 于 正方 形 的 周 界 . 现在 我 们 比较 严格 地 证 明 
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这 个 断言 . 

圆周 的 弧 所 围 成 的 曲线 四 边 形 的 项 点 4 和 8 必定 在 正方 形 的 周 界 上 . 因此 只 要 证 明 曲 线 
四 边 形 4CB8D 的 其 它 的 点 不 属于 正方 形 的 周 界 就 行 了 ， 除 了 顶点 4 和 B 以 外 ,线段 4F 和 
BF 不 包含 曲线 四 边 形 其 它 的 点 ， 因 为 这 两 个 线段 在 过 点 4 和 B 向 大 圆 弧 所 作 的 切线 上 ， 由 
此 推出 曲线 四 边 形 4CB8D 在 人 FGHH 内 ， 以 点 Pi 为 圆心 的 单位 圆 的 缴 AP, 和 人 FG 采 7 的 周 
界 相交 两 次 (在 点 4 和 点 ?:) 且 把 曲线 四 边 形 4CB8D 和 弦 4P, 分 开 ,， .只 有 弦 4P; 的 端 
点 才 可 能 是 曲线 四 边 形 4CBD 和 这 个 芝 4P, 的 公共 点 ， 因 此， 除了 点 以外， 线段 4P; 上 
的 任何 其 它 的 点 都 不 可 能 属于 曲线 四 边 形 4C8D. 对 于 线段 BP, 也 可 以 进行 同样 的 论证 (除了 
点 3 外 ， 它 上 面 的 任 一 点 都 不 属于 曲线 四 边 形 4C B83D ). 

【证 法 2 】 在 直角 三 角形 中 ， 斜 边 与 较 小 的 〈 精 确 地 说 ， 不 是 较 大 的 ) 直角 边 的 比 不 小 
于 2， 事实 上 ， 如 果 4<b， 那 么 人 =@? 十 如 之 24?， 由 此 得 到 c/a 之 V2. 

如 果 三 角形 的 两 边 长 度 保持 不 变 ， 而 其 夹 角 增加 ， 那 么 第 三 边 也 变 大 ( 见 $38) ,因此 在 
钝 角 三 角形 其 至 在 虹 化 的 三 角形 (彼此 衔接 起 来 的 线段 所 组 成 的 ) 中 ， 最 大 的 边 和 最 小 的 边 
的 比 大 于 2. . 

于 是 ， 只 要 证 明 在 平面 上 的 四 个 点 中 ， 总 可 以 找到 这 样 三 个 点 ， 它 们 是 直角 三 角形 ， 钝 
角 三 角形 或 赔 化 的 三 角形 的 顶点 就 行 了 ， 在 平面 上 任意 取 四 个 点 .不 失 一 般 性 ， 可 以 假设 其 
中 任何 三 点 都 不 在 一 直线 上 ， 我 们 研究 所 取 四 点 的 凸 包 ， 即 在 这 四 个 点 上 插 上 针 ， 将 线 缠 在 
针 上 拉 紧 后 所 围 成 的 多 边 形 ， 因 为 四 个 点 中 的 任何 三 个 点 都 不 在 一 直线 上 ， 它 们 的 凸 包 或 者 
是 三 角形 ， 或 者 是 四 边 形 . 

如 果 凸 包 具 有 AP, PP 的 形状 (图 233) ,由 于 任 
何 三 点 都 不 在 一 直线 上 ， 所 以 点 Pi 在 这 个 三 角形 内 . p 
线段 P,P, ，P,P,，P,P, 把 AP PP; 分 成 三 个 小 的 a 
三 角形 . 这 三 个 小 三 角形 在 顶点 Pi 的 三 个 项 角 之 和 
”等 于 360”， 因 此 这 些小 三 角形 中 至 少 有 一 个 是 饱 角 三 
角形 〈 不 但 如 此 ， 在 这 些小 三 角形 中 至 少 有 两 个 是 钝 
角 三 角形 ). 

如 果 凸 包 具 有 四 边 形 的 形状 ， 那 么 可 以 肯定 它 的 8 
四 个 内 角 不 可 能 都 是 锐角 ， 因 为 它们 的 和 等 于 360°. 图 233 
因此 ， 最 大 的 角 是 直角 或 钝 角 ， 而 夹 这 个 角 的 两 边 是 直角 三 角形 或 钝 角 三 角形 的 两 个 边 . 





182 .证 明 ， 由 正 数 4 之 1, 5 之 1, rc 之 1 构成 的 三 个 乘积 
(1—a)b, (1—b)c, (1—c)a 
不 可 能 同时 大 于 士 ， 
【证 法 1 】 我 们 这 样 着 手 ， 如 果 0<<4<1， 那 么 
| 


2(01 一 4) 拉 本， 


因为 当 把 所 有 的 项 移 到 一 边 时 ， 我 们 得 到 显然 的 不 等 式 (4 一 吾 )0， 类 似 的 不 等 式 对 数 
2 和 "也 成 立 ， 由 此 推出 : 数 (1 一 2)5，(1 一 byc，(1 一 c)a 的 乘积 满足 不 等 式 
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了 
CGE be -0 a=a(—0) Lb(1~8). cq- <( 主 ) . 


方 括 弧 中 的 每 一 个 因 式 不 可 能 都 大 于 了 ， 因 为 不 然 的 话 ， 其 乘积 将 大 于 (1/4)”. 


【证 法 2 】 如 果 将 数 a，6, < 循环 排列 《 即 取 数 c<，4，2 来 代替 数 4,，2，c)， 那 么 乘积 
(一 4)8，《1 一 0)c，(1 一 cy4 所 构成 的 三 数组 不 变 ， 不 失 一 般 性 ， 可 以 假设 < 是 三 个 数 中 最 
大 的 数 ， 妈 56<4， 这 时 


(1 一 0)b<(1-a)a<dj. 


当 过 度 到 后 一 个 不 等 式 时 我 们 利用 了 上 一 证 法 中 所 证 明 的 不 等 式 . 

两 个 证 法 都 可 以 证 明 本 题 断 言 的 一 种 推广 : 如 果 w ，a: ，…，a, 是 小 于 1 的 正 数 ,而 5b,， 
65,，…，b, 是 这 些 数 的 某 一 种 排列 ， 那 么 所 有 的 数 (1 一 a )b/，(1 一 491)b;， …，(1 一 @,) 
b, 不 可 能 都 大 于 1 /4 


183 .对 两 个 外 离 的 贺 作 一 条 外 公 切 线 和 一 条 内 公 切 线 . 将 属于 每 个 圆 的 两 个 切 点 连 成 
一 条 弦 ， 证 明 ， 两 弦 所 在 的 直线 的 交点 在 两 圆 的 连 心 线 上 . 

【证 法 1 】 假 设 C 是 圆心 为 0, 和 Os 的 两 圆 的 外 公 切 线 (4 4;) 和 内 公 切 线 (B8,8,) 的 
交点 《图 234)， 四 边 形 O,4,CB, 和 C4,028，( 有 时 我 们 把 它们 叫做 三 角 汀 在 顶点 4 ,8, 和 
4A,，B,; 处 的 顶 角 为 直角 ， 它 们 是 相似 的 ， 因 为 它们 在 顶点 C 处 的 两 个 项 角 之 和 为 180°, 因此 两 个 
四 边 形 的 非 直 角 的 顶 角 彼此 相等 ， 四 边 形 的 对 角 线 CO, 和 CO， 彼此 垂直 ， 因 为 它们 是 项 点 C 处 
的 两 个 和 为 180° 的 顶 角 的 平分 线 ， 因 为 对 角 线 4,8, 垂直 于 对 角 线 CO, ， 而 对 角 线 4; 3， 垂 
直 于 对 角 线 CO，( 作 为 三 角 洲 的 对 角 线 )， 所 以 4,8, /CO,，4,B, 1 CO,. 





图 234 
假设 2, 和 忆 是 直线 4,8, 和 4,8, 与 连 心 线 O10; 的 交点 ， 我 们 来 证 明 这 两 个 点 重合 ， 
即 直线 4, B, 和 428; 的 交点 在 连 心 线 O,O; 上 ， 图 234 是 故意 画 得 不 正确 的 ， 为 的 是 便于 讨 
论 ， 以 后 不 要 忘记 这 一 点 . 
由 四边形 O, 4,C8, 和 C4,0,8; 相似 推出 ， 对 角 线 的 交点 D, 和 D; 将 对 角 线 O,C 和 OsC 
所 分 成 的 部 分 的 比 相等 ， 即 
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OD ': O,C=CD, :CO,. 
根据 线束 被 平行 直线 相 截 所 得 到 的 线段 成 比例 的 定理 ， 平 行 的 对 角 线 4,8,，CO, 将 
9,O: 的 边 分 成 这 样 的 ， 
O,D, ' O,C=0O,P, :OO，， 
而 平行 的 对 角 线 4;8, 和 CO, 将 <CO,O, 分 成 ; 
CD, :CO,=0O0,P, ' O,0,. 
比较 所 得 到 的 比例 式 ， 我 们 得 到 
OP :OO 一 OP : O,0,, 
于 是 O,P,=O,Pj. 这 样 一 来 ， 点 Pl 和 P; 重合 .: . 
【证 法 2 】 除 了 本 题 条 件 中 所 说 的 两 条 切线 以 外 ， 我 们 再 作 一 条 内 公 切 线 8;8;. 假设 D 
是 它 和 外 公 切 线 4,4; 的 交点 ，M 是 由 点 D 向 连 心 线 O10, 所 作 的 重 线 的 垂 足 (图 235)， 我 





. 图 235 - 
们 来 证 明 : 点 M 既 在 直线 4,8, 上 ， 也 在 直线 4,8, 上 (从 而 本 题 断言 得 证 ). 

以 O,D 为 直径 的 圆通 过 点 4,，B;，M ， 因 为 这 些 点 对 线段 0;D 的 张 角 为 直角 .， 因 为 
D4, 一 DB;， 所 以 人 4;0,D= -DO,B 于 是 <AJMD= LDMB，( 同 一 个 弧 上 的 圆周 角 
相等 ， 所 以 <A4,;0;D== ZA,MD，ADOJBs== 2DHMB))， 故 由 对 称 性 推出 ， 二 4;MDD = 
= 一 2D'MB;， 即 点 4，M ，B, 在 一 直线 上 . 

对 第 二 种 情况 也 可 类 似 地 讨论 . 以 9 为 直径 的 圆通 过 点 4,，B;，M， 因 为 这 些 点 
对 线段 D, 忆 的 张 角 为 直角 .因为 “4 DO,= LO,DB;， 所 以 LA,MO,== “0, MB (因为 
同一 弧 上 的 圆周 角 相 等 ， 故 24 DO,= <4WMO,，~-0,DB8 = <,MB ) 由 此 由 对 称 性 
推出 ， 和 4,MO,= ZB,MO,， 即 点 4,，B,，M 在 一 直线 上 

【证 法 3 】 利 用 下 面 关于 两 圆 的 根 轴 的 性 质 ， 对 两 个 相交 的 圆 所 作 的 两 条 切线 相等 的 点 
在 通过 两 同 交 点 的 直线 上 ( 见 § 48). 

如 像 在 证 法 1 中 那样 ， 我 们 首先 证 明 直 线 A,8, 和 A,B， 在 点 0 交 成 直角 . 以 4,4, 和 
8,8B; 为 直径 的 圆通 过 点 HM ， 因 为 点 杂 对 线段 4,4; 和 8,8,; 所 张 的 角 为 直角 (图 236). 
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图 236 


过 点 D, 所 作 的 两 圆 的 切线 0, 4 和 O48, 彼此 相等 (都 等 于 圆 0, 的 半径 ), 同样 地 ， 切 
线 D,4， 和 O38, 相等. 由 上 面 所 说 的 性 质 推出 : 点 DO 和， 在 通过 以 4, 4， 和 和 B,B, 为 直径 
的 两 个 圆 的 交点 W 的 直线 ( 根 轴 ) 上 .， 这 就 证 明了 点 O,，0O; 和 在 一 直线 上 . 


184 ， 设 nn 是 自然 数 ， 我 们 研究 以 # 为 最 小 公 倍数 的 自然 数 对 (x4，?) (如 果 z 寺 2?, 那么 
我 们 认为 数 对 (x，2) 和 数 对 (p，2) 是 不 同 的 )， 证 明 ， 对 给 定 的 数值 2， 这 种 数 对 的 个 
数 等 于 数 到 的 正 约 数 的 个 数 . 

【证 法 1 】 我 们 把 数 半 分 解 成 标准 分 解 式 ( 见 8 7 ): 

n= pr pr ep , 
其 中 p, ，P;，…，7p, 是 不 同 的 素数 ， 而 4/ ，42，…，4, 是 下 整数 ， 因 为 我 们 只 研究 [4，] 
二 n (记号 [x， 2] 表示 数 和 ?的 最 小 公 倍 数 ， 见 $ 22) 的 自然 数 对 (x，?)， 所 以 数 4 和 
2 分解 为 标准 分 解 式 时 只 能 包含 素数 p; ，P;，…，p,. 

我 们 来 确定 在 数 :和 =" 中 含有 这 些 素数 中 的 任何 一 个 素数 的 指数 是 多 少 ， 例 如 包含 素数 
,的 指数 是 多 少 ， 因 为 pj 在 数 [u，?] 二 4 的 分 解 式 中 的 指数 为 4 ， 所 以 在 w 和 ?的 分 解 式 
中 ，p, 的 指数 都 不 大 于 ww ， 在 数 & 和 "之 中 ， 素 数 户 的 所 有 可能 的 指数 分 配 可 分 成 三 类 : 1) 
在 :和 = 的 分 解 式 中 ， 素 数 Pp, 的 指数 都 为 4 (1 种 可 能 的 情况 )，2) 在 &x 的 分 解 式 中 ， 素 数 
户 的 指数 为 w ， 而 在 "的 分 解 式 中 ， 记 有 较 小 的 指数 ， 即 指数 可 为 0，1，2，，…， 妈 一 1 (4 
种 可 能 的 情况 )，3) 在 数 " 的 分 解 式 中 ， 户 的 指数 为 w ， 而 在 数 z 的 分 解 式 中 , p， 有 较 小 的 
指数 〈 又 有 2 种 可 能 的 情况 )， 这 样 一 来 ， 在 数 上 和 "的 分 解 式 中 ， 素 数 户 的 指数 分 配 总 共 
可 能 有 24, 十 1 种 不 同 的 情况 . . ， 

对 于 包含 在 自然 数 和 和 =” 的 分 解 式 中 的 其 它 素 数 可 进行 类 似 的 讨论 ， 因 为 当 一 个 素数 的 
指数 取 定 以 后 ， 可 以 将 它 和 另 一 个 素数 所 有 可 能 的 乘 索 配合 ， 所 以 在 数 和 ?的 分 解 式 中 ， 
素数 p,，P:，…p, 的 指数 可 能 取 的 方法 的 总 数 等 于 

(20 十 1)(20 十 1)…(24. 十 1). 
于 是 剩 下 的 只 要 证 明 n? 也 有 同样 多 的 约 数 就 行 了 ， 我 们 利用 数 吧 分 解 成 标准 分 解 式 时 
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有 
n= prp2?... pa : : 
的 形式 . 因此 ， 数 到 的 约 数 可 以 包含 素数 户 的 指数 为 0，1，2，…，24 〈 见 8$21) ， 即 素数 
Pi 总 共有 24, 十 1 种 方式 包含 在 数 到 的 不 同 的 约 数 中 ， 因 为 素数 应， 已 ，…， 户 中 的 每 一 个 
的 选取 与 另外 的 素数 无 关 ， 所 以 数 关 的 约 数 的 总 个 数 等 于 / 
C22, 十 1 )(2as + 1)… (24, 十 1 )， 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 
【证 法 2 】 如 果 我 们 证 明了 在 最 小 公 倍数 为 4 的 有 序数 对 4，? 和 % 的 约 数 之 间 有 一 个 
相互 单 值 的 对 应 ， 那 么 本 题 的 断言 就 被 证 明了 ， 
我 们 令 每 一 个 数 对 x，"” 同 数 4 对 应 ，4 满足 关系 式 


u dd 
可 一 万: 《1 》 


数 4 是 整数 ， 因 为 它 可 以 表示 成 4 二 4 . 二 ， 而 w= [u,v ] 能 被 ? 整除 .不 但 如 此 ,而且 数 4 是 


数 于 的 约 数 ， 因 为 于 被 4 除 的 商 等 于 整数 二 .?. 

我 们 利用 这 一 事实 : 如 果 z : 2 一 2 和， 7， 那么 

Uj 0 一 0 TO 一 [TD [us,V]. (2) 

事实 上 ,为 了 求 得 两 个 给 定 的 数 的 最 小 公 倍数 ， 只 需求 出 两 个 尽 可 能 小 的 数 ， 这 两 个 数 
具有 这 样 的 性 质 ， 其 中 的 一 个 数 乘 上 给 定 的 一 个 数 的 乘积 等 于 另 一 个 数 乘 上 另 一 个 给 定 的 数 
的 乘积 ， 因 此 ， 这 两 个 数 的 选取 只 与 给 定 的 两 个 数 的 比 有 关 ， 这 样 一 来 ， 如 果 我 们 将 一 个 数 
对 x, ，2; 变 到 另 一 个 具有 相同 比例 的 数 对 #;，2?，(w .21 二 Wy; ?2;) 时 ， 最 小 公 倍 数 成 比例 
地 变化 ， 这 就 是 我 们 写成 关系 式 (2 ) 的 断言 . 

因为 [wu,2] 二 xn， 那 么 由 关系 式 (1) 和 (2) 得 到 一 系列 相等 的 比 








u:; d=v: n=n: [4d,n]. (3) 
dn n2 | 
2 一 Tan v2 [2 (4) 


这 样 一 来 ， 数 x 的 每 一 个 约 数 4 对 应 于 不 多 于 一 个 的 数 对 4 ，?. 

不 仅 如 此 ， 如 果 4 是 数 如 的 约 数 ， 那 么 由 关系 式 (4) 所 确定 的 数 《 和 ? 是 整数 ， 
为 无 论 是 4nx， 或 是 nn? 都 是 4，7 的 公 倍 数 ， 因 而 能 被 这 两 个 数 的 最 小 公 倍 数 [4,x] 整除 . 这 
样 一 来 ， 选 取 数 1? 的 任何 一 个 约 数 4 后 ， 我 们 由 关系 式 (4 ) 可 得 到 整数 4，2? ,它们 满足 
关系 式 (3) ， 于 是 由 (2) 推出 [xz] 三 24， 于 是 ， 数 到 的 每 一 个 约 数 对 应 于 一 个 且 仅 仅 
一 个 有 序数 对 wx. ， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 和 


185 ， 证 明 ， 在 四 边 形 中 ， 不 能 挑选 出 多 十 ”个 具有 下 述 性 质 的 对 角 线 ， 它 们 之 中 任 
意 两 个 对 角 线 都 有 公共 点 . 

【证 法 1 】 我 们 从 凸 闻 边 形 中 可 挑选 出 4 个 对 角 线 ， 使 这 4 个 对 角 线 中 的 任何 两 个 对 角 
线 都 有 公共 点 (图 237) ， 我 们 约定 ， 如 果 西 * 边 形 的 两 个 顶点 用 我 们 挑选 出 的 4 个 对 角 线 
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中 的 一 个 对 角 线 连接 ， 我 们 把 这 两 个 顶点 叫做 相 邻 的 〈 或 简单 地 叫做 邻 点 ) 如果? 边 形 的 
顶点 有 i 个 邻 点 ， 我 们 把 它 叫 做 i 阶 顶点 ， 假 设 4; 是 i 阶 顶 点 的 个 数 ， 那 么 
0 十 0 十 0 十 .…<7， 

因为 左边 的 和 再 加 上 a 时 便 等 于 w 了 ， 其 中 必 表 示 没 有 任何 邻 
点 的 顶点 的 个 数 ， 也 就 是 说 ，@ 表示 边 形 中 那样 的 顶点 的 个 
数 ， 从 这 些 顶 点 没有 引出 我 们 所 选取 的 对 角 线 . 

如 果 某 一 个 顶点 的 阶 数 等 于 i 2， 那么 ， 在 由 它 引 出 并 被 
选取 的 对 角 线 中 ， 有 两 条 “边缘 的 ”对 角 线 . 在 它们 之 间 包 含 
有 一 条 或 若干 条 “内 部 的 ”被 选 出 的 对 角 线 ， 内 部 的 对 角 线 的 
另 一 个 端点 不 能 和 其 它 任 何 一 个 顶点 用 一 条 被 选 出 的 对 角 线 连 


接 ， 因 为 这 样 的 对 角 线 和 某 一 条 边缘 的 对 角 线 没有 公共 点 ， 因 图 237 
此 ， 当 i 2 时 ， 每 一 个 i 阶 顶点 有 不 少 于 1 一 2 个 1 阶 邻 点 ， 当 然 ，1 阶 顶 点 只 能 有 不 多 于 一 
个 的 高 阶 邻 点 ， 因 此 ，1 阶 顶点 的 个 数 4 满足 不 等 式 


21 a 2a44 二 34; 二-…- 
(3 阶 项 点 有 不 少 于 一 个 的 1 阶 邻 点 ，4 阶 顶 点 有 不 少 于 两 个 的 1 阶 顶点 ， 等 等 ). 
4 条 被 挑选 出 的 对 角 线 共 有 24 个 端点 ， 这 些 端 点 分 布 在 7 边 形 的 顶点 上 ， 且 每 一 个 工 阶 
顶点 用 挑选 出 的 对 角 线 和 7 个 邻 点 相连 ， 因 此 | | 
24 一 0 十 20 十 30 十 404 十 . 
变换 这 个 等 式 并 利用 关于 a, 的 不 等 式 ， 我 们 得 到 
2d 王 (Ci 十 20 十 20: 十 2 十 …) 十 (@ 十 2a; 十 3a; 十 .pp ) 所 
s (01 十 20 十 20; 十 204 十 ) 十 GO 一 2C 十 2 十 Gr 十 G4 十: ) < 272 . 
这 就 证 明了 4 <n. 
对 于 上 面 所 引 的 证 法 我 们 注意 下 面 几 点 . 
1) 上 面 的 证 明 ， 仅仅 利 用 了 对 角 线 是 连接 顶点 的 直线 段 这 一 性 质 ， 所 以 如 果 我 们 研究 
的 不 仅仅 是 对 角 线 . 而 且 还 有 * 边 形 的 边 ， 证 明 完 全 一 样 并 仍然 有 效 , 即 让 明了 下 面 的 断言 : 


在 连接 凸 边 形 的 顶点 所 得 到 的 线段 中 ， 不 能 选取 出 多 于 4 个 的 线段 ， 使 得 它们 之 中 的 任何 
两 个 都 有 公共 点 . 


2) 在 让 明 中 ， 仪 仅 是 在 说 到 由 i 2 阶 顶 点 引出 的 “内 部 的 ”对 角 线 的 另 一 个 端 点 是 
1 阶 的 时 候 利用 了 ?>” 边 形 的 西 人 性 ， 其 它 的 地 方 都 没有 用 到 ?2 边 形 的 凸 性 . 


可 以 证 明 下 面 的 断言 : 在 平面 上 给 定 疡 个 点 ， 如 果 其 中 任何 三 点 都 不 在 一 直线 上 ， 那 么 
在 这 些 点 两 两 彼此 相连 的 线段 中 ,只 能 有 不 多 于 ”个 的 线段 , 使 它们 之 中 的 任意 两 个 都 有 公共 


7 个 点 中 的 任意 三 个 点 都 不 在 一 直线 上 这 个 条 件 是 必需 的 . 如 果 没有 这 个 条 件 ， 那 么 合 
题 不 再 成 立 ， 例 如 ， 对 于 在 一 直线 上 顺序 分 布 的 点 4，B,，C，D,， 线段 48,，AC，4D ,BC 
和 22 使 与 断言 相 违 . 

【证 法 2 】 如 果 在 2 边 形 的 顶点 中 有 1 阶 项 点 (由 它 仅 引 出 一 个 挑选 的 线段 ，， 那 么 去 
授 从 它 引 出 的 线段 ‘图 238). 假 竣 起 初秋 出 的 线段 的 个 数 等 寺 4 , 选 出 的 顶点 一 一 和 选 出 的 线段 的 
端点 重合 一 一 的 个 数 等 于 闫 所 2， 在 去 掉 一 个 线段 后 ， 只 剩 下 乙 =4 一 1 个 选 出 的 线段 ， 而 选 
出 的 顶点 的 个 数 至 少 减少 1 ， 即 等 于 数 m ,<n 一 1. 

如 果 在 有 边 形 的 顶点 中 ， 还 有 1 阶 顶点 ， 邦 么 又 去 掉 由 这 个 顶点 引出 的 一 个 线段 ， 我 们 
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得 到 4, 二 4 一 2 个 选 出 的 线段 和 mr ,<n 一 2 个 选取 的 顶点 ， 继 续 去 掉 由 1 阶 顶点 引出 的 线段 ， 
直到 不 能 再 去 掉 时 为 止 ， 在 去 掉 最 后 一 个 线段 以 后 ， 剩 下 4 一 

”二 4d 一 上 个 所 选取 的 线段 和 mr; <<n 一 个 和 它们 的 端点 重合 的 不 

同 的 顶点 . 

在 我 们 的 x* 边 形 中 ， 不仅 没 有 1 阶 项 点 了 ， 而 且 大 于 2 阶 
的 顶点 也 没有 了 ， 因 为 如 果 从 某 项 点 至 少 引出 3 个 选取 的 线段 ， 
那么 ， 如 同 在 上 面 的 证 法 中 所 表明 的 那样 ， 包 含 在 两 个 边 上 的 
线段 之 间 的 “内 部 的 ”线段 把 这 个 顶点 和 1 阶 项 点 连 起 来 了 ， 
因此 ， 这 些 内 部 的 线段 被 去 掉 了 . 于 是 ， 在 # 边 形 中 剩 下 的 仅 
仅 是 2 阶 顶点 ， 这 意味 着 所 剩 下 的 线段 的 24 i 个 端点 被 d 个 线 。 图 238 
段 一 个 接 一 个 地 连 起 来 了 ， 即 m; 二 di. 

如 果 去 掉 由 1 阶 顶点 引出 的 线段 后 ， 没 有 剩 下 任何 一 个 选取 的 线段 ， 上 面 所 得 到 的 结果 
仍然 成 立 ， 因 为 这 时 4 = 二 0，mi 二 0， 所 以 仍 有 Wt = 4 . . 

由 等 式 和 一 ms 并 考虑 到 上 面 所 导出 的 不 等 式 ， 我 们 得 到 4 一 <z 一 上 ， 即 4<2， 这 就 是 
所 要 证 明 的 . 

【证 法 3 】 当 我 们 试图 选取 最 多 的 两 两 有 公共 点 的 对 角 线 时 ， 所 讨论 的 凸 # 边 形 到 底 是 
什么 形状 是 无 关 紧 要 的 ， 因 为 两 个 对 角 线 是 否 有 公共 点 只 与 它们 的 端点 在 ” 边 形 的 周 界 上 的 
位 置 有 关 ， 一 条 对 角 线 的 端点 是 否 把 另 一 条 对 角 线 的 端点 隔 开 以 及 在 对 角 线 的 端点 中 是 否 有 
重合 的 ， 所 以 ， 我 们 只 要 研究 正 凸 2” 边 形 就 行 了 . 

我 们 将 正 同 4 边 形 的 对 角 线 分 成 组 ， 彼 此 平行 的 对 角 线 属于 同一 组 .如 果 我 们 能 够 证 明 
这 种 组 的 个 数 不 超 过 x» ， 那 么 本 题 的 源 言 就 被 证 明了 ， 因 为 那 时 不 可 能 选取 出 多 于 个 的 不 
同 组 的 对 角 线 ， 而 属于 同一 组 的 对 角 线 是 平行 的 ， 因 而 彼此 没有 公共 点 

于 是 ， 我 们 来 证 明 组 数 不 超过 2， 事 实 上 ， 我 们 任 取 一 条 对 角 线 并 作 它 的 中 垂 线 ， 所 取 
的 对 角 线 将 边 形 的 周 界 分 成 两 段 折线 ， 所 作 的 中 垂 线 是 通过 某 一 个 顶点 或 是 通过 边 形 的 
一 个 边 的 中 点 ， 取 决 于 这 两 段 折 线 所 含有 的 顶点 的 个 数 是 奇数 或 是 偶数 图 239”， 因 为 * 边 
形 有 个 顶点 和 *# 个 边 的 中 点 ， 而 每 一 条 中 重 线 只 能 从 这 27 个 
。 点 中 “选取 ”“ 自 己 的 ”一 对 点 连接 而 成 ， 所 以 不 同 的 中 垂 
线 只 能 有 7 个， 由 于 属于 同一 组 的 所 有 的 对 角 线 垂直 于 同一 条 
中 垂 线 ， 所 以 组 数 不 超 过 4. 

关于 这 个 证 明 必须 注意 到 下 面 的 . 

我 们 证 明了 本 题 的 断言 ， 根 据 这 个 断言 ,不 能 从 上 同 ” 边 形 
中 选取 出 多 于 7 个 的 对 角 线 ， 使 得 这 些 对 角 线 中 的 任何 两 个 对 
角 线 都 有 公共 点 ， 现 在 产生 了 一 个 问题 ， 能 否 正好 选取 出 w 个 
这 样 的 对 角 线 呢 ? 

显然 ， 如 果 z = 3 或 2 一 4， 那 么 正好 选取 出 ?个 对 角 线 是 不 

图 239 可 能 的 ， 因 为 在 三 角形 中 ， 根 本 不 能 作 任何 一 条 对 角 线 ， 而 在 
正方 形 中 ， 只 有 两 条 对 角 线 如果” 之 5， 那 么 总 可 以 选取 出 ?条 彼此 有 公共 点 的 对 角 线 ， 其 
选取 的 方法 的 实质 不 难 由 图 239 来 理解 ， 如 果 不 仅 允许 选取 对 角 线 ， 而 且 也 允许 选取 # 边 形 
的 边 ， 那 么 上 面 所 说 的 方法 仍然 可 以 用 ， 当 然 这 时 已 没有 必要 从 我 们 的 研究 中 除去 三 角形 和 
正方 形 了 ， . 

。 264 。 











在 一 般 的 情况 下 ， 对 于 平面 上 的 任意 # 个 点 ， 如 果 它 们 不 是 凸 # 边 形 的 项 点， 那么 在 这 
些 点 两 两 连 成 的 线段 中 ， 不 能 选取 出 个 两 两 有 公共 点 的 线段 ， 尽 管 我 们 把 一 个 点 和 其 余 所 
有 的 点 连接 起 来 就 可 以 得 到 ”一 1 个 这 样 的 线段 ， 这 种 线段 的 个 数 不 能 再 增加 了 ， 例 如 ,三 个 
点 在 人 48C 的 顶点 上 ， 其 余 的 x 一 3 之 0 个 点 在 通过 三 角形 内 的 弧 3C 上 (图 240 ， 我 们 可 
以 用 下 面 的 方式 来 证 明 这 一 点 . 

从 点 4 只 能 引出 x 一 1 个 线段 ， 对 于 弧 B8C 上 的 x 一 1 个 点 来 
说 ， 由 于 它们 构成 一 个 凸 〈* 一 1) 边 形 的 顶点 ， 所 以 在 它们 两 
两 连 成 的 线段 中 ， 可 以 选取 出 不 多 于 ”一 1 个 所 需要 的 线段 . 如 
果 我 们 选取 从 点 4 引出 的 线段 以 及 任 一 个 由 弧 B3C 上 的 点 两 两 
连 成 的 线段 ， 那 么 它们 的 公共 点 只 可 能 是 由 点 4 引出 的 线段 的 
” 另 一 个 端点 ， 因 此 ， 如 果 由 点 4 仅仅 引出 一 个 所 选取 的 线段 ， 
那么 它 的 另 一 个 端点 必须 属于 所 有 其 它 选 出 的 线段 ， 而 且 我 们 
总 共 得 到 n 一 1 个 选取 的 线段 ， 如 果 我 们 选取 两 个 由 点 4 引出 图 240 
的 线段 和 弧 65C 的 某 一 条 藤 ， 那 么 这 个 弦 和 两 个 线段 必须 构成 三 角形 ， 这 时 再 也 不 能 选 取 任 
何 一 个 线段 而 不 破坏 问题 的 条 件 了 . 








186 .在 棱锥 48CD 内 或 它 的 面 上 给 定 一 个 不 和 顶点 品 重 合 的 点 了 ?， 证 明 , 在 线段 PA， 
PB， PC 中 可 以 找到 这 样 一 个 线段 ， 它 的 长 度 小 于 线段 D4，D8 或 DC 中 某 一 个 线段 的 长 . 
【证 法 1 ] 不 失 一 般 性 ， 我 们 假设 点 了 不 扁 于 楼 锥 的 棱 DA4，DB 和 DC ， 因 为 如 果 点 P 
属于 其 中 某 一 棱 ， 例 如 属于 楼 D4 且 不 和 和 顶点 也 重合 ， 那 么 了 4<DA， 从 而 本 题 断言 成 立 . 
我 们 内 须 证 明 ， 对 任意 的 点 ,在 人 A4PD， 八 8PD， 八 CPD 中 有 一 个 三 角形 在 项 
点 PP 的 顶 角 或 者 为 直角 , 或 者 为 钝 角 事实 上 , 例如 车 八 4PD 是 这 样 的 三 角形 ,那么 D4 
是 它 的 最 大 的 边 ， 因 此 PA<D4 (图 241). 
过 点 了 作 一 平面 垂直 于 线段 PD ， 过 点 P 引 射线 使 和 线段 了 D 所 夹 的 角 为 锐角 . 这 些 射 
线 在 同一 个 半空 间 (所 作 平 面 所 划分 的 且 包 含 顶点 口 的 半空 间 ) 内 ， 因 此 ,如 末 所 有 的 
入 4PD， 八 BPD'， 八 CPD 在 项 点 P 的 项 角 都 是 锐角 ， 那 么 楼 锥 4B8CD 所 有 的 顶点 (这 意 
昧 着 棱锥 本 身 ) 分 布 在 同一 个 半空 间 内 ， 虽 然 根 据 作 法 ， 点 乙 属 于 半空 间 的 边界 .所 得 到 的 
矛盾 证 明了 在 八 4PD， 八 BPD， 八 CPD 中 有 一 个 三 角形 在 顶点 PP 的 项 角 不 是 锐角 . 
【证 法 2 】 由 点 了 作 平 面 48C 的 垂 线 (图 242) .假设 点 Q 是 棱锥 483CD 的 在 这 个 垂 线 








图 241 图 242 
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上 离 平 面 48C 最 远 的 点 .显然 ， 点 Q 属于 界面 48D ，ACD ,BCD 中 的 一 个 界面 .为 了 确 
. 定 起 见 ， 我 们 假设 8 属于 界面 48D .在 平面 48D 上 ,过 点 Q 作 直 线 和 楼 4B 垂直 ， 假 设 R 是 
这 个 重 线 上 离 酚 48 最 远 而 又 属于 八 48DD 的 点 .点 R 属 于 一 条 楼 4 刀 或 8D. 例 如 ,假设 点 R 属 于 棱 AD. 

如 打点 沿 着 平面 或 直线 的 垂 线 作 背 离 平 面 或 直线 的 移动 ， 那 么 这 个 点 和 平面 或 直线 的 任 

一 点 的 距离 增加 ， 因 此 
PA<QA<RALDA. 

每 一 个 不 等 式 可 以 单个 地 变 成 严格 的 等 式 ， 因 为 允许 点 之 间 两 两 重合 ，P=Q，Q=&, 
k=. 但 是 所 有 的 不 等 式 不 可 能 同时 变 成 严格 的 等 式 ， 因 为 根据 本 题 条 件 ， 点 了 不 和 顶 点 
忆 重 合 ， 因 此 ， 至 少 有 一 个 不 等 式 即 使 在 所 有 其 它 的 不 等 式 都 变 成 等 式 的 情况 下 仍 保持 不 等 
号 ， 于 是 P4<-D4 . 

【证 法 3 】 垂 直 于 线段 PD 且 通 过 它 的 中 点 的 平面 把 棱锥 4B8CD 分 成 两 部 分 , 因为 点 P 
和 总 分 布 在 这 平面 的 两 侧 ， 由 此 推出 ， 在 这 个 平面 把 整个 空间 分 成 的 两 个 半空 间 中 ， 都 有 本 
锥 的 顶点 ， 《假若 不 然 ， 如 果 在 一 个 半空 间 中 没有 棱锥 的 顶点 ， 那 么 所 有 的 顶点 连同 棱锥 的 
本 身 都 在 另 一 个 半空 间 内 .但 是 这 时 所 作 的 平面 不 能 把 棱锥 分 成 两 部 分 .) 例如 , 假设 顶点 4 
和 点 了 在 同一 个 半空 间 ， 这 时 PA<DA4A， 因 为 4 是 包含 点 P 的 半空 间 的 内 点 ， 所 以 4 到 点 P 
的 距离 比 到 另 一 个 半空 间 的 任 一 内 点 的 距离 要 近 . @ 


关于 186 题 以 及 上 面 所 做 的 三 种 证 明 可 作 若 干 注 解 ， 

1) 所 有 三 个 证 明 不 仅 证 明了 本 题 的 断言 ， 而 且 还 证 明了 更 广 的 断言 ， 线段 P4，PB，PC 中 的 某 个 
线段 小 于 线段 D4，D 8 ，DC 中 和 它 有 公共 端点 的 线段 

2) 证 法 2 可 以 毫 不 改变 地 运用 到 更 一 般 的 情况 : 楼 不 是 有 三 个 侧面 而 是 有 任意 个 侧面 ， 用 这 种 方法 
可 以 证 明 下 面 的 断言 : 属于 棱锥 但 不 和 棱锥 顶点 $ 重合 的 任意 一 点 (或 者 是 内 点 ， 或 者 属于 侧面 ”到 楼 锥 
底面 某 个 顶点 的 距离 小 于 这 个 顶点 到 3 的 距离 . 

3) 关于 证 法 3 可 以 作出 更 强 的 断言 ， 这 个 证 明 可 以 毫 不 改变 地 运用 到 那 种 情况 ， 代 替 棱 锥 可 取 任 意 
的 多 面体 ， 从 而 可 以 证 明 下 曾 的 定理 : 多 面体 的 任何 一 个 不 和 顶点 了 重合 的 点 到 多 面体 的 一 个 异 于 DD 的 顶 
点 的 距离 小 于 这 个 顶点 到 D 的 距离 ， 如 果 利 用 证 法 1 中 所 作 的 讨论 ， 也 不 难 证 明 这 个 定理 . 

4) ”假设 di <4, <d, 是 不 在 三 楼 锥 的 底面 上 的 楼 的 长 ,而 PP <P; 过 P 是 连接 棱锥 的 任意 一 点 〈 和 不 
在 底面 上 的 项 点 不 重合 ;和 楼 锥 底面 上 的 项 点 所 得 到 的 线段 的 长 ， 附 标 是 这 样 取 的 ， 在 每 一 组 中 ,由 小 附 标 
变 到 大 附 标 时 ， 线 段 的 长 不 减 小 ， 附 标 重合 绝 不 意味 着 对 应 的 线段 有 公共 端点 . 

假设 给 定 长 为 4; ，d，,，4d;,，P,，P,，P， 的 六 个 线段 ， 是 否 可 以 找到 这 样 一 个 三 棱锥 和 它 的 这 样 一 个 
点 ， 使 得 棱 的 长 度 以 及 连接 这 个 点 和 棱锥 底面 的 顶点 所 得 的 线段 的 长 度 等 于 所 给 线段 的 长 度 ? 

186 题 断定 ， 如 果 这 样 的 棱锥 和 点 存在 ， 那 么 

D<d，. 
从 证 法 2 不 难 引 出 一 个 必要 条 件 : 
Pit+ ps <ad,t+a; 

(因为 P4 二 PB8<Q4+ QB8<DA+ DB ， 且 两 个 不 等 式 不 能 同时 变 为 等 式 ). 

应 该 注意 到 ， 和 上 面 的 不 等 式 不 同 的 这 种 类 型 的 不 等 式 ， 例 如 ;<4; 或 记 十 P+ Pxid) 二 4d; 十 4d; ,是 
不 一 定 成 立 的 〈 图 243 所 画 的 是 一 个 被 证 实 的 例子 ， 其 中 每 一 个 线段 旁边 指出 了 它 的 长 度 ，， 这 使 得 我 们 必 
须 小 心地 去 选取 必要 条 件 . 





@ ”这 个 说 法 是 不 对 的 ， 正 确 的 说 法 是 ，“ 因 为 点 ?与 关于 所 作 的 平面 是 对 称 的 ， 而 4 与 P 属于 
同一 半空 间 ， 所 以 4 到 PP 的 距离 比 到 也 的 距离 要 近 .， ”把 人 DD 换 成 “ 任 一 内 点 ”， 结 论 是 不 成 立 
的 . 一 一 校 者 注 
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虽然 如 此 .但 是 需 昌 补充 必要 的 条 件 ， 因为 上 面 所 说 的 两 个 不 等 式 不 足以 能 够 作出 以 4d, ，4d; ，d， 为 
楼 的 三 棱锥 且 在 它 里 面 或 侧面 上 有 一 点 到 棱锥 底面 的 顶点 的 距离 


187 .剧院 的 坐位 排 成 2 排 和 4 列 (我 们 规定 把 纵 
行 的 坐位 叫做 列 ) ， 这样， 整个 剧院 可 容纳 了 9 个 观众 
(p>1, 9 1). 

在 每 - “坐位 上 坐 着 一 个 小 学 生 ， 它们 都 不 一 样 
高 ， 老师 在 每 一 排 中 挑选 个 子 最 矮 的 学 生 ， 在 这 些 最 矮 
的 学 生 中 .个 子 最 高 的 等 于 < 然后， 老师 在 每 一 列 中 
挑选 最 高 的 学 生 ， 他 们 之 中 最 矮 的 等 于 2. 

试 说 明 ， 三 个 关系 式 
,Qa=b, a>b 图 243 
之 中 的 哪 一 个 可 以 表示 数 4 与 9 的 关系 ， 并 和 弄 清 :， 当 剧 院 里 的 小 学 生 调 换 坐 位 时 ， 这 个 关系 
是 否 会 改变 . 

【 解 】 我 们 约定 用 同一 个 字母 来 表示 学 生 本 人 和 他 的 个 高 ( 即 个 高 为 4 的 学 生 用 4 来 表 
示 ， 个 高 为 5 的 学 生 用 6 来 表示 ， 等 等 ) ， 我 们 研究 学 生 a 所 坐 的 一 排 ( 排 a ) 和 学 生 2 所 
坐 在 的 那 一 列 〈 列 2 ) .假设 < 是 坐 在 排 2 和 列 b 的 交点 的 位 子 上 的 学 生 . 

应 该 考虑 到 学 生 4,，2 和 < 不 一 定 是 三 个 不 同 的 孩子 ， 事 实 上 ， 如 果 a 和 2 坐 在 同一 排 ， 
那么 < 和 5 是 同一 个 学 生 的 两 种 表示 法 .如 果 4 和 2 坐 在 同一 列 ， 那 么 < 和 a 表示 同一 个 学 
生 . 如 有 果 4 和 2 是 同一 个 人 ， 那 么 c 也 是 这 个 人 . 

因为 4 和 < 坐 在 同一 排 ， 而 4 是 举 在 这 一 排 的 学 生 中 最 矮 的 ， 所 以 a 不 能 比 c 高 ， 即 “< 
所 c. 此 外 c 和 过 8 (c 和 2 坐 在 同一 列 ,而 5 是 坐 在 这 一 列 的 学 生 中 最 高 的 ) ， 因 此 4<c 六 2?， 
即 不 等 式 4 > 被 排除 了 ， 我 们 证 明 :， 只 要 给 学 生 安 排 适当 的 坐 法 ，% 一 2 和 2&2<2 这 两 种 情况 
都 可 以 实 坝 . 

例如 ， 如 果 在 每 二 列 中 ， 最 高 的 学 生 坐 在 最 后 一 排 ， 那 么 将 得 到 4= 2 的 情况 . 这 时 坐 在 
最 后 一 排 的 学 生 中 最 矮 的 学 生 ， 我 们 有 权 既 可 把 他 叫做 4 也 可 把 他 册 做 b .因为 一 方面 在 最 
后 一 排 中 没有 更 矮 的 学 生 (可 能 有 更 矮 的 学 生 ， 但 他 坐 在 另 一 排 )， 而 另 一 方面 ， 在 他 这 一 
列 中 没有 个 子 更 高 的 学 生 (可 能 有 更 高 的 学 生 ， 但 坐 在 另 一 列 ) ， 因 此 除了 最 后 一 排 以 外 ， 
其 他 每 一 排 中 最 矮 的 学 生 比 他 更 矮 了 .除了 最 后 一 排 以 外 ， 如 果 某 排 中 最 矮 的 学 生 不 是 坐 在 
最 后 一 排 的 学 生 @ 〈 他 也 是 2 ) 所 坐 在 的 那 一 列 ， 那 么 ， 他 可 以 在 他 所 坐 的 那 一 排 和 其 他 人 
换 位 子 ， 而 不 会 破坏 等 式 “一 2. 

2a<2 的 情况 我 们 也 可 得 到 ， 例 如 ， 如 果 和 孩子 开始 的 时 候 就 像 刚才 说 的 那样 坐 ， 然 后 把 坐 
在 最 后 一 排 的 学 生 中 最 矮 的 学 生 ( 即 6， 和 与 他 坐 在 同一 多 的 某 个 学 生 对 换 坐 位 ， 往 前 坐 了 
的 学 生 5 仍然 保持 这 个 “名 字 ”: 在 他 所 坐 的 那 一 列 中 ， 没 有 学 生 比 他 高 (尽管 在 其 他 列 有 
这 样 的 学 生 ) ， 而 在 其 他 的 列 中 ， 最 高 的 学 生 仍然 坐 在 最 后 一 排 ， 另 一 方面 ， 当 老师 在 每 一 
排 挑选 最 矮 学 生 时 ， 除 了 最 后 一 排外 (可 能 还 有 4 新 到 的 一 排 ) ， 所 挑 出 来 的 仍然 是 原来 那 
些 候 子 ， 而 最 后 一 排 最 寿 的 是 在 6 的 坐位 上 的 学 生 . 这 些 孩 子 邦 比 5 矮 ,因而 这 时 得 到 a “9. 

在 说 到 和 我 们 所 选取 的 学 生 举 在 同一 排 或 同一 列 的 “其 他 的 ”学 生 时 ， 我 们 用 到 了 条 件 - 
PT1，9>1， 这 个 条 件 是 必须 的 ， 因 为 如 果 剧 院 的 坐位 放 成 一 排 或 一 列 ， 那 么 上 只 可 能 有 等 
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a<b 








式 4a 一 六 
188 . 证明: 如果 a 是 锐角 ， 那 么 
1 1 ~ 
( 1!+ sina ) (1+ cosa ) 一 5， 
【证 法 1 】 所 要 证 明 的 三 角 不 等 式 的 左边 可 以 表示 为 


} 2 
sina cosa sin2a’ 





1 十 ( 米 ) 


因为 sinacosa 一 -sin2a 如 果 a 是 锐角 ， 那 么 所 有 的 分 和 母 都 是 正 的 ， 因 为 任何 角 的 正 弥 和 
余弦 都 不 大 于 1 ， 第 二 和 第 三 项 不 小 于 1 ， 最 后 一 项 不 小 于 2 .因此 整个 的 和 不 小 于 5. 但 
表达 式 〈 米 ) 不 可 能 等 于 5 ， 因 为 中 间 两 项 不 可 能 同时 等 于 1 (等 式 sinw=1 和 cosw 一 1 只 
对 不 同 的 角 成 立 ) . 因此 ， 和 ( 米 ) 严格 大 于 5 

【证 法 2 】 我们 作 一 个 直角 三 角形 ， 斜 边 上 的 高 为 1 ， 一 个 锐角 为 e 〈 图 244) . 利用 
角 a 的 三 角 函 数 可 将 这 个 三 角形 的 直角 边 和 和 斜 边 表示 成 下 面 








的 形式 + 区 
COSF 
_ 1 1 1 
4 Cos b= sina’ ‘ cosa sna 7 [~~ 
本 题 断 言 我 们 可 从 不 等 式 e 二 8+ec>4 得 到 . 首先 这 个 不 Fi 
等 式 可 由 4 十 b>>c， 而 c 之 2 得 到 ， 因 为 直角 三 角形 斜 边 上 的 
高 不 大 于 以 这 个 斜 边 为 直径 所 作 的 圆 的 半 答 . 图 244 





【证 法 3 】 我 们 证 明 比 较 强 的 断言 ， 即 ， 如 果 a 是 锐角 ， 那 么 





1 1 \. 
(tsma) (1to0m) 3+2V2—5.828.…, 
而 且 等 式 仅 当 a 二 45° 时 成 立 ， 由 证 法 1 知 ， 为 此 只 要 证 明 


1 1 ~、 
Sina + cosa >2V2， 


而 且 等 式 当 a 二 45 "时 成 立 (事实 上 ， 在 表达 式 〈 米 ) 中 ， 当 a 45" 时 ， 第 四 项 达到 最 小 值 
2) . 最 后 一 个 不 等 式 可 以 用 三 种 方法 来 证 明 : 
1 在 证 法 2 的 表示 法 中 ， 所 要 证 明 的 不 等 式 可 以 表示 成 4 二 2>>2wV2 的 形式 . 它 可 由 不 
”等 式 
(4 二 6) ?二 (4? 十 87) 十 24ab 二 0c? 十 2ch. 之 8 
推出 ( 当 导 出 最 后 一 个 等 式 的 时 候 我 们 利用 了 勾 股 定理 (a? 十 扣 二 c*) ， 还 利用 了 直角 三 


角形 的 面积 可 以 写成 两 种 形式 ( 直 吧 二 二 chc) ， 以 及 等 式 h. 一 1 和 不 等 式 c>2.) 等 式 仅 当 
< 一 2p. ， 即 如 果 直 角 三 角形 是 等 腰 的 时 候 成 立 . 

2) 在 图 244 所 画 的 三 角形 中 ， 将 高 左边 的 三 角形 绕 着 原 三 角形 的 直角 顶点 灌 时 针 方 向 
旋转 90*， 我 们 得 到 图 245 所 画 的 图 形 ， 如 果 所 要 证 明 的 断言 是 正确 的 ， 那 么 线段 4 8 的 长 度 
大 于 过 C 点 而 和 原 三 角形 斜 边 成 45 角 的 线段 4 B 的 长 度 ， 因 为 4, 忆 的 长 度 等 于 2 VZ 
这 样 一 来 ， 具 须 证 明 ， 在 通过 点 C 而 其 端点 在 直角 4O 8 的 边 上 的 所 有 线段 中 ,关于 点 己 对 称 
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的 线段 4 8, 是 最 短 的 . 

因为 直角 三 角形 408 的 两 个 直角 边 O4 和 08 是 “平等 的 ”， 所 以 不 失 一 般 性 可 以 假设 
a<45 ， 假设 D, 是 点 8 关于 点 C 的 对 称 点 ， 由 于 关于 点 C 的 对 称 性 ， 所 以 线段 8B， 
和 A,D, 平 行 且 相 等 ， 作 线段 4D 和 它们 平行 有 相等， 于 是 我 们 得 到 平行 四 边 形 84D 8, 和 和 矩 
形 4,4DD,. 

由 矩形 4, 4DD, 我 们 求 得 人 44, D= 人 4 AD， =a, 因 此 8, 4, D=135° 一 4 二 90 .这 样 
一 来 , DB, 是 人 8, 4, DD 中 最 大 的 边 ,由 此 4) 8; 二 DB, = 48 

3) 我 们 利用 下 面 的 性 质 :对 于 任意 的 正 数 x,y, 它 们 的 算 
术 平 均值 a(x, y), 几何 平均 值 gCx, yy 和 平方 平均 值 gx, y) 
之 间 有 不 等 式 

LX, VELAa(r, WLI(X, y), 

且 两 个 不 等 式 仅 当 x= y 时 变 成 等 式 ( 见 § 55,2) 和 4)) . 


1 
sina 





1 - > 
， 7) COSa 我 们 得 到 





设 x 一 








1 1 1 1 、、 1 1 
sina "cosa™ < (si CoOSa ) >2( Sinw， gosa 





一 2 2 一 
SCSIn a, COs w) > g (sina, Cos w) 2/2. 


等 式 仅 当 sin a 二 cos ag， 即 & 二 45° 时 成 立 . 

189 ， 证 明 ， 如 果 三 角形 不 是 钝 角 三 角形 ， 那 么 它 的 中 线 之 和 不 小 于 外 接 圆 半径 的 四 倍 

【证明 】 如 果 公 483C 不 是 钝 角 三 角形 ,那么 它 的 外 心 O 或 者 在 三 角形 内 ,或 者 在 它 的 周 
界 上 ， 因 此 外 心 至 少 扁 于 人 S48,， 信 SBC， 全 SCA(5 是 人 A4BC 的 重心 ) 中 的 一 个 ， 为 了 确 
定 起 见 ， 假 设 外 心 O 属 于 人 S48 (图 246). 

因为 AS485 包 含 AO4B3， 所 以 

3S4+36> 0O4+OB， 

而 且 等 式 仅 当 点 CO 和 3 重合 时 成 立 ， 因 此 和 A 4BC 的 中 线 
m, 二 444 和 z2 二 BE 以 及 外 接 圆 半径 及 满 足 不 等 式 


2 2 ~ 
3 mM, 十 可 m, 之 2 RR, 





或 
m+ m, >3R. : 图 246 
如 果 点 O 和 点 C, 重合 ,那么 显然 有 CO= CGC. 如 果 外 心 O 不 和 点 GC, 重合 ， 那 么 线段 
OC, 的 中 垂 线 e 和 和信 483C 相 交 且 把 与 平行 的 边 4B 和 顶点 C 隔 开 ， 点 C 和 O 属于 直线 所 
限定 的 同一 个 半 平 面 ， 因 此 点 C 到 点 O 的 距离 比 点 C 到 点 O 关于 e 的 对 称 点 C， 的 距离 近 . 
因为 CC =m CO= RR, 所 以 
1 之 民 
而 且 等 式 仅 当 点 DO 和 C 重合 时 成 立 . 
将 所 得 到 的 不 等 式 相 加 便 可 得 到 
Mo 十 mo 十 m. 之 4 R. 
实际 上 等 式 基 不 可 能 成 立 的 ， .因为 外 心 不 可 能 和 两 个 不 同 的 点 ?以 及 C, 都 重合 ,所 以 不 可 能 





» 
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使 两 个 被 加 的 不 等 式 同时 变 为 等 式 . 

关于 本 题 的 条 件 、 断 言 以 及 证 法 我 们 指出 下 面 几 点 . 

1 本 题 中 所 说 的 “三 角形 不 是 钝 角 三 角形 ”这 个 条 件 是 不 能 去 掉 的 .如 果 其 中 的 一 个 
角 那 怕 是 稍微 超过 了 90*， 问 题 的 断言 就 不 再 成 立 了 ， 我 们 来 证 明 这 一 点 . 

我 们 从 任意 给 定 的 钝 角 二 46C >90* 着 手 ， 假 设 D, 是 过 线段 48 的 中 点 C, 所 作 的 垂直 于 
48 的 直线 和 过 点 3 所 作 的 乖 直 于 边 8C 的 直线 的 交点 (图 247) ， 在 边 8C 上 选取 一 点 C, 使 
线段 BC 一 “的 长 度 满足 不 等 式 


因为 8O, 和 4,O 是 包含 在 同一 个 角 的 两 个 边 之 间 的 平 


0 
a+c<2. BO,. i 
0 
如 果 R 是 八 4B8C 的 外 接 辐 半径， 那么 4 A 1! 
R= B80 >A,0~BO0,, | 
} 
1 
i 





行 线 段 ， 而 且 线 段 80, 离 角 的 顶点 比 线段 4,O 近 (根据 Ee 。 
假设 ， “48C 是 钝 角 三 角形 ). “~ 6 
对 人 4B8C 被 中 线 分 成 的 人 4B 4， ， 作 BC,B,,， ， 
八 CBC ,有 三 角 不 等 式 图 247 
_a a ce | C 
m, ~ 十 ， 1116 < 三 十 麻 ， m. “a+ 也， 


我 们 得 到 
mst+m,+m. <2(+c)<4BO, <4R. 
2) ”我 们 证 明 ， 在 不 等 式 ms 十 Wi 十 mm 之 4R 中 ， 只 要 将 系数 4 稍微 放大 一 点 点 ， 那 么 这 
个 不 等 式 不 再 成 立 . 
假设 24 是 等 腰 作 4C 8 的 底 边 48 的 长 , h 是 底 边 上 的 高 4 图 248) . 由 八 44, D(A4, 是 
L.ABC 的 中 线 , DD 是 由 4, 向 48 所 作 垂 线 的 垂 足 ) 求 得 


m, =m, 人 二， m. 二 有 h,， 
mo, 十 ms 十 m.。 <2h 十 3d. 
和 48C 的 外 接 图 半径 R 满足 不 等 式 


及 二 外 
一 了 了 ， 


因为 高 4 小 于 外 接 圆 的 直径 ， 这 样 一 来 ， 





zz 十 ms + m. <( 4+6%】 R. 
假设 和 是 任意 大 于 4 的 正 整数 .将 高 严 国 定 ， 并 选取 
图 248 4 使 
41+64 <4.0 
将 这 个 不 等 式 代 入 到 上 面 所 得 到 的 不 等 式 中 ， 对 于 八 48C 的 中 线 之 和 我 们 得 到 
msm +m, <AR. 
3) ”189 题 说 到 中 线 之 和 不 小 于 外 接 贺 半径 的 4 倍 ， 现 在 证 明 ， 三 角形 的 中 线 和 不 大 于 
@ ”显然 ， 我 们 总 可 以 选取 这 样 的 4 ， 使 得 满足 这 个 不 等 式 , 而 八 48C 扰 锐 角 哇 角形 上 泪 拱 者 往 . 襄 
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外 接 圆 半径 的 4.5 倍 ， 而 且 不 管 三 角形 是 什么 形状 都 成 立 ， 在 等 边 三 角形 的 情况 ， 不 等 式 变 
成 严格 的 等 式 : 它 的 中 线 之 和 等 于 外 接 圆 半径 的 4.5 倍 . 令 人 惊奇 的 是 ， 对 于 非 钝 角 三 角形 ， 
中 线 之 和 包含 在 非常 窗 的 范围 内 ; 

4AR < 十 ms 十 me <A4.5R. 

假设 P 是 八 48C 的 平面 上 的 任意 一 点 ， 我 们 来 研究 点 P 和 和 八 48C 的 顶点 所 连 成 的 线段 
的 长 ， 我 们 用 aCP) 来 表示 它们 的 算术 平均 值 ， 用 4 (P) 来 表示 它们 的 平方 平均 值 ， 我 们 知道 ， 
ZCP)<9q(P) (MS 55, 3)). 

我 们 希望 有 不 等 式 4Cp) >4 6) (S$ 是 八 48C 的 重心 )， 如 果 在 八 48C 的 顶点 处 放 上 单位 
质量 ， 那 么 量 3[9(P) 了 将 等 于 这 个 质点 系 关于 通过 点 已 和 人 人 45C 的 平面 垂直 的 轴 的 惯性 矩 ， 
不 等 式 9(P) >9() 可 如 下 导出 :对 于 通过 三 角形 的 重心 3 的 平行 轴 ， 惯 性 矩 最 小 . 

不 利用 区 数 9(P) 的 物理 意义 ， 也 可 以 证 明 不 等 式 9(P) 之 49 (9) . 

我 们 引入 矢量 ( 见 $51) 

$A=a, SBb= b, SC=e, SP= P ， 
并 利用 
3 十 b 十 c= 一 0 . 
量 9(S) 和 4(P) 可 用 矢量 来 表示 
3[9(9) 平王 3 十 世上 十 ec ， 
309( 忆 ) 了 一 (3a 一 及 ?十 (b 一 功 ? 十 (一 D) 一 
一 (382? 十 b 十 ec 一 2p(3a 十 b 十 c) 十 3B? 一 
三 3[9(93) 了 十 3p? 之 3[9(9) 了 . 
由 所 得 到 的 不 等 式 4(P) >9(9) 得 到 所 要 求 的 不 等 式 


ms 二 ms + 1H = (5) < 9(9) < GO) 一 -人 


人 ”我们 简略 地 说 一 下 四 面体 的 中 线 之 和 不 大 于 它 的 外 接 球面 的 半径 的 16/3 倍 . 可 用 
刚才 对 平面 情形 相应 的 断言 的 证 明 方 法 来 证 明 这 个 断言 . 

在 研究 平面 问题 时 我 们 知道 ， 中 线 之 和 不 小 于 外 接 圆 半径 的 4 倍 仅仅 对 非 钝 角 三 角形 成 
立 ， 和 非 钝 角 三 角形 相应 的 四 面体 的 中 线 之 和 可 以 超过 外 接 球 面 的 半径 多 少 售 呢 ? 

非 钝 角 三 角形 包含 外 接 圆心 〈 在 三 角形 内 或 在 它 的 周 界 上 ) ， 因此， 空间 的 类 比 应 该 认 
.为 四 面体 包含 外 接 球面 的 球 心 (在 四 面体 内 或 在 它 的 表面 上 ) . 我 们 不 加 证 明 地 引述 ， 这 样 
' 的 四 面体 的 中 线 之 和 大 于 外 接 球面 的 半径 的 四 倍 ， 并 且 若 将 倍数 4 稍微 加 大 一 点 ， 断 言 便 不 
再 成 立 了 . 


190 .把 两 个 全 等 的 正三 棱锥 的 底面 粘 在 一 起 ， 在 所 得 到 的 六 面体 中 ， 所 有 的 二 面 角 都 
相等 ， 而 顶点 可 以 分 成 两 类 ， 在 第 一 类 顶点 中 ， 每 一 个 顶点 发 出 三 条 棱 ， 而 在 第 二 类 的 顶点 
中 ， 每 一 个 顶点 发 出 四 条 楼 . 

试 求 ， 连 接 两 个 第 一 类 顶点 的 线段 长 和 连接 两 个 第 二 类 顶点 的 线段 长 的 比 . 

【解法 1 】 设 48CD 和 4BCE 是 全 等 的 正三 楼 锥 ， 它 们 的 底面 是 等 边 三 角形 48C ， 如 
果 将 它们 的 底面 粘 在 一 起 〈 图 249) ， 那 么 所 得 到 的 六 面体 的 顶点 乙 和 成 应 该 在 通过 和 4BC 
的 重心 5 且 和 八 48C 的 平面 垂直 的 直线 上 ， 这 样 一 来 ， 所 得 到 的 六 面体 不 仅 关于 平面 43C 
对 称 , : 栈 县 床 于 平面 4DE 也 对 称 ， 由 对 称 性 推出 :由 顶点 乙 ，E 作 棱 423 的 垂 线 相 等 ， 同 样 
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地 ， 由 顶点 3，C 作 棱 4 乙 的 垂 线 也 相等 ， 假 设 严 是 前 两 个 垂 线 的 垂 足 ，C 是 后 两 个 垂 线 的 
重 是 ， 这 时 ADFE 是 界面 4DB8 和 4B8E 

( 交 线 为 48 ) 的 二 面 角 的 平面 角 ， 

BGC 是 界面 4D8 和 AC D ( 交 线 为 . 

AD) 的 二 面 角 的 平面 角 ， 因为 根据 本 










题 条 件 ， 这 些 角 相等 ， 所 以 八 DFE 和 oh 
和 信 8GC 相似 ， 因 为 它们 是 顶 角 相 等 的 [Ly 
等 腰 三 角形 . EA A 


由 相似 三 角形 的 对 应 边 成 比例 ， 我 
们 得 到 . , 
DE: BC=DF: BG. 加 
上 式 右 端的 线段 是 八 A48D 的 顶点 
如 和 8 到 边 48 和 AD 上 的 高 ,因此 它们 1 249 
它们 的 比 等 于 这 两 个 边 的 反比 ， 即 
DF. BG= AD: AB. 
因为 8C 二 48 ， 所 以 由 比例 等 式 推出 DE=4D ， 即 八 4DE 和 和 八 48C 一 样 ， 也 是 等 边 的 . 
它们 的 边 的 比 等 于 它们 的 高 的 比 : 
D :BC=AS:4AH. 
因为 和 465C 的 重心 5 将 中 线 分 成 2 :1， 所 以 45 : A487==2:3. 因此 ,所 要 求 的 DE 和 BC 的 比 
也 等 于 27 3 
在 上 面 的 解法 中 我 们 假定 满足 本 题 条 件 ， 即 具有 相等 的 二 面 角 的 六 面体 是 存在 的 现 
在 我 们 来 证 明 这 一 点 ， 我 们 取 比 DE : BC 等 于 2/3 (在 解答 中 所 得 到 的 值 ) ， 即 我 们 研 究 这 
样 的 六 面体 ， 它 可 这 样 得 到 ， 从 等 边 三 角形 48C 的 重心 5 作 一 直线 和 三 角形 所 在 的 平 面 垂 
直 ， 在 这 直线 上 取 线 段 $D 和 SE ， 使 它们 都 等 于 48C 的 边 长 的 1/3， 只 要 将 前 面 的 论证 步 
又 反 过 来 重复 一 遍 就 可 证 明 所 有 的 二 面 角 都 相等 的 六 面体 是 存在 的 ， 
根据 六 面体 DA4B3CE 的 作法 
DE: BC=AS: AH. 
因此 ， 八 4DE 和 八 48C 相似 ,又 因为 八 48C 是 等 边 的 ， 所 以 和 它 相似 的 人 4DE 也 是 等 边 
的 ， 且 4D= DE， 但 这 时 等 式 
DF: BG=AD: AB 
的 右边 等 于 2/3， 因 而 左边 也 等 于 2/3， 同 样 地 ， 等 式 
DE: BC=DF: BG 
两 边 都 等 于 2/3， 所 以 等 式 成 立 ， 由 此 我 们 得 出 ， 等 腰 三 角形 DFE 和 BGC 相似 ， 因 而 它们 
的 对 应 角 相 等 ， 所 以 所 作 的 六 面体 所 有 的 二 面 角 都 相等 . 
构 作 二 面 角 都 相等 的 六 面体 的 最 简单 的 方法 之 一 如 下 ， 了 到 等 边 三 角形 4DPE， 先 将 它 绕 
边 DE 朝 一 边 旋 转 120”"， 然 后 再 向 另 一 边 旋转 120”， 并 研究 所 有 三 个 三 角形 所 张 成 的 立体 . 
由 上 易 知 作法 的 正确 性 . 
【解法 2 】 我 们 利用 图 249 中 所 用 的 表示 法 ， 首 先 我 们 注意 到 ， 六 面体 DABCE 关于 平 
面 48C 和 ADE 是 对 称 的 ， 因 此 ， 这 两 个 平面 把 以 43 和 AD 为 楼 的 二 面 角 二 等 分 ， 根据 本 
题 条 件 ， 所 有 的 二 面 角 都 相等 ， 所 以 对 称 平面 48C 和 ADE 中 的 每 一 个 和 平面 4 詹 多 构成 相 
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同 的 角 . 

过 人 B84D 的 平分 线 作 一 平面 和 界面 54D 垂直 ， 当 对 这 个 平面 作 反 射 的 时 候 ，LB84D 
的 边 463 和 4D 从 一 个 变 到 另 一 个 ， 又 因为 以 48 和 4D 为 棱 的 二 面 角 仍然 保持 相等 ， 所 以 
平面 456C 变 到 平面 4DE， 反 之 亦 然 . 因此 ， 直 线 45 作为 它们 的 交 线 仍然 在 原来 的 位 置 上 ， 
且 对 称 的 角 二 8B43 和 人 D45S 相等 ， 如 果 线 段 DE 绕 轴 
45 旋转 90"， 那 么 点 DD 落 到 棱 48 上 ， 点 £ 落 到 楼 4C 
上 .这 样 一 来 ， 六 面体 D48CE 的 对 角 线 DE 等 于 和 
45 生 直 的 直线 被 人 4BC 所 截 得 的 线段 8,5C, 的 长 (图 
250)， 因为 3 是 A48C 的 重心 ， 所 以 线段 45 是 顶点 4 
到 边 BC 的 中 点 的 距离 的 2/3， 因 此 ， 所 要 求 的 比 

DE: BC=B,C, :BC 一 2/3. . 

【解法 3 】 我 们 研究 两 个 三 棱锥 DABC 和 £4BC 图 250 
粘 合 时 所 得 到 的 立体 在 顶点 4 处 的 四 面 角 .， 它 由 四 个 相等 的 面 角 组 成 ， 这 些 面 角 一 个 和 一 个 
相 邻 ， 且 构成 (根据 本 题 条 件 ) 相等 的 二 面 角 、 因 此 ， 六 面体 D4B8CE 在 顶点 4 处 的 四 面 
角 是 正四 面 角 ， 即 是 正四 棱锥 的 顶点 的 空间 角 ， 它 绕 垂 直 轴 旋转 90° 时 ， 又 变 到 自身 . 

因此 ， 如 果 六 面体 的 对 角 线 DE 绕 顶 点 4 的 四 面 角 的 轴 45 旋转 90" 时 , 那么 DE 和 上 
一 解法 中 所 研究 过 的 线段 B/C, 重合 ， 这 样 一 来 ， 所 要 求 的 比 DE : BC 等 于 2/3. 





191 ， 在 毕业 有 舞会 上 ， 每 一 个 小 伙 子 至 少 和 一 个 姑娘 跳舞 , 但 任何 一 个 小 伙 子 都 没有 和 
所 有 的 姑娘 跳舞 ， 而 每 一 个 姑娘 至 少 和 一 个 小 伙 子 跳舞 ， 但 任何 一 个 姑娘 都 没有 和 所 有 的 小 
伙 子 跳舞 . 

证 明 ， 在 所 有 参加 舞会 的 人 中 ， 可 以 找到 这 样 两 个 小 伙 子 和 两 个 姑娘 ， 这 两 个 小 伙 子 中 
的 每 一 个 只 和 这 两 个 姑娘 中 的 一 个 跳 过 舞 ， 而 这 两 个 姑娘 中 的 每 一 个 只 和 这 两 个 小 伙 子 中 的 
一 个 跳 过 舞 . 

【证 法 1 )】 我 们 将 所 有 的 小 伙 子 按 每 一 个 小 伙 子 在 毕业 人 舞会 上 和 多 少 个 姑娘 跳舞 来 分 成 
组 〈 分 在 一 组 的 所 有 小 伙 子 和 同样 多 个 姑娘 跳 过 舞 )， 假设 F, 是 和 最 多 个 数 的 姑娘 跳 过 舞 的 
小 伙 子 之 一 :因为 忆 不 和 所 有 的 姑娘 跳舞 ， 那 么 至 少 可 以 找到 一 个 未 和 忆 跳 过 舞 的 姑娘 忆 ， 
但 因为 每 一 个 姑娘 至 少 和 一 个 小 伙 子 跳舞 ， 所 以 一 定 可 以 找到 一 个 和 五 跳 过 舞 的 小 伙 子 
FE,. 

小 伙 子 Fi 是 这 样 选取 的 ， 未 和 Fs 跳 过 舞 的 姑娘 数 不 小 于 未 和 乙 跳 过 舞 的 姑娘 数 .由 此 
推出 ，&: 未 和 所 有 与 忆 , 跳 过 舞 的 姑娘 跳 过 舞 ， 不 然 的 话 ， 和 忆 : 跳 过 舞 的 姑娘 数 大 于 和 书 跳 
过 舞 的 姑娘 数 ， 因 为 ;和 跳 过 舞 ， 而 有 未 与 她 跳 过 舞 . 于是， 有 这 样 一 个 姑娘 Z， 她 和 
F, 跳 过 舞 但 未 和 , 跳 过 有 舞 . 

小 伙 子 7:，Fi 和 姑娘 ZL，Z， 满足 本 题 所 有 的 要 求 ， 因 为 f ，Z 以 及 F,， L 都 没有 相 
互 跳 过 有 舞 ， 而 F, 和 Zz 跳 过 舞 ，F; 和 ZZ 跳 过 舞 . 

在 上 面 所 作 的 证 明 中 ， 我 们 只 利用 了 一 部 分 条 件 ， 任 何 一 个 小 伙 子 不 和 所 有 的 姑娘 跳舞 
以 及 每 一 个 姑娘 至 少 和 一 个 小 伙 子 跳 过 舞 ， 由 此 立即 推出 另 一 个 证 法 ， 它 只 要 用 到 另 一 部 分 
条 件 ， 任 何 一 个 姑娘 不 和 所 有 的 小 伙 子 跳舞 以 及 每 一 个 小 伙 子 至 少 和 一 个 寻 娘 跳 过 舞 ， 因 为 
在 本 题 条 件 中 ， 小 伙 子 和 姑娘 是 对 称 的 他 们 可 以 “相互 替换 ”)， 这 样 一 来 ， 每 一 个 这 样 的 
证 明 仅 用 到 条 题 条 件 的 一 半 . 
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虽然 全 部 用 到 本 题 条 件 的 证 法 并 不 比 上 面 的 证 法 简短 ,但 是 我 们 还 是 给 出 三 个 这 样 的 证 法 ， 
因为 它们 可 以 表明 191 题 的 推广 以 及 它 和 其 它 问题 的 联系 . 在 8 74 中 叙述 了 一 个 这 样 的 推广 . 
【证 法 2 】 我们 在 毕业 舞会 的 参加 者 当中 ， 选 取 某 一 个 小 伙 子 Fi 以 及 未 和 已 跳 过 舞 的 
姑娘 Z,， 假设 fi 是 和 二 跳 过 舞 的 小 伙 子 ，Z2 是 未 和 跳 过 舞 的 姑娘， 我 们 约定 照 此 进行 
下 去 : 挑 出 小 伙 子 已 《= 2，3，…) 后 ， 再 找 出 未 和 跳 过 舞 的 站 娘 亏 ， 然 后 找 出 和 忆 跳 
过 舞 的 小 伙 子 fi:， 这 个 过 程 一 直 进 行 到 挑 出 来 的 是 前 面 已 挑 过 的 人 之 前 为 止 。 因为 参加 毕 
业 晚 会 的 人 数 是 有 限 的 ， 所 以 这 种 时 刻 或 早 或 迟 一 定 会 到 来 . 
于 是 ， 从 出 席 舞 会 的 人 中 ， 总 可 以 挑选 出 8 个 小 伙 子 和 个 姑娘 并 将 他 们 排 成 这 样 一 
图 ， 使 每 一 个 小 伙 子 在 两 个 姑娘 中 间 ， 他 和 左边 的 姑娘 跳 过 舞 而 没有 和 右边 的 姑娘 跳 过 舞 ， 
剩 下 的 还 要 证 明 : 这 样 的 圆圈 可 以 仅 由 两 个 小 伙 子 和 两 个 姑娘 排 成 . 
假设 * 个 小 伙 子 和 个 姑娘 按 下 面 的 次 序 排 成 一 个 圆圈 : 
Fi, Li, Fa, La, oo, Fe, Le 
“(因为 在 这 种 写法 中 ， 圆 轿 被 “ 断 开 ” 了， 所 以 应 该 指出 ，ZLi 在 的 左边 ， 即 F) 和 ZL; 跳 过 
舞 )， 我 们 证 明 ， 如 果 & 之 2， 那 么 这 样 的 圆圈 可 以 由 更 少 个 数 的 小 伙 子 和 姑娘 组 成 . 
事实 上 ， 如 果 Ff, 和 Zs 跳 过 舞 ， 那 么 只 要 取 
有 ，Z，F，7Z， 
就 行 了 如 果 忆 未 和 Z; 跳 过 有 舞 ， 那 么 
PF, Ls, ee, Fi, L 
满足 所 要 求 的 条 件 ， 这样 一 来 ， 排 成 一 圈 的 小 伙 子 和 姑娘 的 人 数 总 可 以 减少 ， 一 直到 圆圈 上 
只 剩 下 两 个 小 伙 子 和 两 个 姑娘 时 为 止 . 二 
【证 法 3 】 我 们 假设 在 出 席 毕业 舞会 的 小 伙 子 和 姑娘 中 ， 不 能 挑 出 满足 本 题 条 件 的 4 个 
人 ， 我们 将 证 明 这 样 的 假设 将 会 导致 矛盾 ， 即 参加 毕业 舞会 的 人 有 无 限 多 个 ， 本 题 断 言 的 
正确 性 将 由 所 得 到 的 矛盾 推出 . 
假设 是 一 个 姑娘 ，F, 是 和 工 , 跳 过 舞 的 小 伙 子 ，Ls 是 没有 和 到 跳 过 舞 的 姑娘 ，Z， 在 
和 工 ; 跳 过 舞 的 小 伙 子 ， 可 以 断定 ,和 跳 过 舞 , 因为 要 不 然 的 话 ， 和 本 证 法 的 假设 相反 ， 
Z1，F,，Z:，Fz 四 个 人 将 满足 本 题 证 明 中 的 全 部 要 求 ， 于 是 ， 在 挑选 出 来 的 两 个 小 伙 子 和 
两 个 姑娘 中 ,， 仅 只 有 Zz 和 F 没有 相互 跳 过 舞 . 
假设 在 参加 毕业 舞会 的 人 中 我 们 已 挑 出 了 一 组 人 
Li, Fi, Ls, PF, 1 Le, PF, 
其 中 小 伙 子 忆 和 姑娘 二 跳 过 (或 未 跳 过 有 舞 ， 如 果 / <? (或 者 7 >:)， 当 4 一 2 时 ,这 样 的 
组 的 存在 性 已 经 证 明 过 了 .现在 来 证 明 ， 对 挑 出 的 一 组 人 总 可 以 再 增加 一 对 人 Liw， fr， 
使 扩大 的 组 仍 具 有 原来 的 组 的 性 质 ， 因 为 这 样 的 过 程 可 以 无 限 重复 ， 所 以 由 此 可 推出 参加 舞 
会 的 人 数 是 无 穷 的 . 


9 


因为 和 姑娘 乙 ，…， 冯 中 的 每 一 个 跳 过 舞 ， 那 么 至 少 有 一 个 姑娘 到 ， 有 到 未 和 她 跳 
过 舞 ， 姑娘 ,没有 和 和 小伙子 F, ，…， 人 任 可 个 跳 过 舞 ， 因 为 假如 她 和 小 伙 子 z， 跳 
过 钴 ， 那 么 与 假设 相反 ，ZKt，Ff:，Zis:，Fi 四 个 人 具有 全 部 所 要 的 性 质 ， 既 然 Liw 没有 和 
小 伙 子 ££，…，Fi 中 任何 一 个 人 跳 过 舞 ， 所 以 在 舞会 的 参加 者 中 至 少 可 以 找到 一 个 和 
跳 过 舞 的 小 伙 子 Re ， ,不 难看 出 ， 束 和 乙 ，…， 反 跳 过 舞 ， 因 为 譬如 说 他 没有 和 元 跳 过 


舞 ， 那 么 Z，Fi，Lwr，Pfiw 四 个 人 与 假设 相反 而 满足 本 题 全 部 轰 求 。 
于 是 ， 我 们 作出 了 一 个 扩大 了 的 序列 | 
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, Li, Fi, Ls; Py, ee, Le, Fi, Len, Pin, 
它 具 有 同样 的 性 质 : 小 伙 子 中 的 任何 一 个 和 任何 一 个 寻 娘 L (1<i<k+ 1, 1<j< 
< 十 1) 当 />i 时 没有 跳 过 舞 ,而 当 /<i 时 跳 过 舞 . 

所 得 到 的 矛盾 证 明了 本 题 断 言 的 正确 性 

由 所 引 的 证 法 推出 ， 如 果 参 加 舞会 的 人 有 无 穷 多 个 〈 精 确 地 说 ， 如 果 小 伙 子 和 姑娘 各 有 
无 穷 多 个 )， 那 么 本 题 的 断言 不 再 正确 了 . 

【证 法 4 】 由 本 题 条 件 可 知 ， 对 于 每 -个 小 伙 子 ， 可 以 指出 一 个 没 和 他 跳 过 舞 的 姑娘 . 
对 于 任何 两 个 小 伙 子 ， 也 可 能 找到 一 个 姑娘 ， 她 没有 和 这 两 个 小 伙 子 跳 过 舞 . 也 许可 能 对 任 
意 三 个 甚至 更 多 个 数 的 小 伙 子 指出 一 个 姑娘 ， 她 没有 和 他 们 任何 一 个 人 跳 过 舞 ， 无 论 如 
何 ， 存 在 这 样 一 个 最 大 的 数 ， 使 得 对 任意 个 小 伙 子 可 以 找到 一 个 姑娘 ， 她 和 他 们 之 中 任 
何 一 个 人 都 没 跳 过 舞 ， 因 为 每 一 个 姑娘 至 少 和 一 个 小 伙 子 跳 过 舞 ， 所 以 必定 小 于 出 席 毕业 
舞会 的 小 伙 子 的 人 数 . 

因为 数 &+ 1 已 经 不 具有 数 的 性 质 ， 所 以 可 以 挑 出 十 1 个 小 伙 子 

“ 天 ， F,, os Fys, 
所 有 的 姑娘 和 他 们 跳舞 每 一 个 姑娘 和 已 ，F;，…，Fi,, 中 的 某 些 人 跳 过 舞 , 当然 ， 不 是 和 
全 体 小 伙 子 跳舞 )， 如 果 除 去 某 一 个 小 伙 子 不 算 ， 例 如 除去 F, ， 那 么 对 于 剩 下 的 个 小 伙 子 
(根据 数 * 的 定义 ) 可 以 找到 一 个 姑娘 ZL 未 和 这 些 人 跳 过 舞 ， 因 此 在 所 挑选 出 的 t+ 1 个 小 
伙 子 中 ， 和 工 ; 跳 过 舞 的 只 有 天， 依次 除去 ， 已 ， 忆 ，…， 书 。 中 的 一 个 ,进行 类 似 的 讨 
论 ， 我 们 得 到 一 个 有 序 的 姑娘 组 

Li, Li, :*, Ley. 

她 们 之 中 的 每 一 个 人 只 和 所 挑选 出 来 的 * 十 1 个 小 伙 子 中 和 她 具有 同样 编号 的 小 伙 子 跳 过 
舞 . 

因为 4 之 1， 所 以 总 可 以 挑选 出 小 伙 子 F,，Fs 和 姑娘 5 ，Zs， 对 于 他 们 , 这 个 断言 是 正 
确 的 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 

若 仅 作 一 些 最 必要 的 论证 ， 即 证 明志 和 声 的 存在 性 ， 则 本 题 的 证 明 可 稍微 化 简 : 上 面 
所 引 的 证 明 实质 上 证 明了 更 广 的 断言 ， 如 果 在 毕业 舞会 上 ， 每 一 个 姑娘 至 少 和 一 个 小 伙 子 跳 
舞 ,而 对 任何 & 一 1 个 (但 不 大 于 &- 1) 小 伙 子 可 以 找到 一 个 姑娘 未 和 他 们 之 中 任何 一 个 跳 过 
舞 ， 那 么 在 舞会 的 参加 者 中 ， 可 以 找到 个 小 伙 子 和 个 妖 娘 使 这 些小 伙 子 中 的 每 一 个 人 和 
这 些 姑娘 中 的 一 个 且 刚 好 一 个 跳 过 舞 . 


374. 关于 完全 偶 图 


我 们 用 点 来 表示 毕业 舞 会 的 每 一 个 参加 者 ， 并 且 约 定 ， 若 两 个 点 所 对 应 的 小 伙 子 和 姑娘 
彼此 跳 过 舞 ， 就 将 这 两 个 点 用 线 连 起 来 . | 

191 题 的 条 件 所 对 应 的 图 叫 敌 偶 图 ， 因 为 它 的 所 有 顶点 可 以 分 成 这 样 两 组 ( 即 分 成 对 应 于 
姑娘 和 小 伙 子 的 顶点 ) ， 使 得 所 有 的 边 仅仅 是 连接 属于 不 同 组 的 项 点， 可 以 将 图 作 些 补充 ， 
使 得 任何 一 对 属于 不 同 组 的 点 有 边 连接 ， 这 样 一 来 ， 图 的 边 也 可 以 分 成 两 组 ， 属 于 原来 的 图 
的 边 以 及 后 来 补 加 的 边 ， 为 了 使 我 们 方便 地 区 分 这 两 种 类 型 的 边 ， 我 们 将 它们 涂 成 两 种 颜 
色 . 

于 是 可 以 说 ，191 题 化 为 研究 完全 偶 图 ， 它 的 边 被 涂 成 两 种 颜色 ， 而 且 由 本 题 条 件 推出 ， 
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不 管 由 哪 一 个 顶点 发 出 的 边 不 能 都 涂 成 同一 种 颜色 ， 本 题 的 断言 化 为 ， 在 补充 以 后 的 图 中 一 
定 可 以 找到 构成 封闭 的 “四 边 形 ”的 边 ， 而 且 边 的 颜色 是 相间 错开 的 〈 换 句 话 说， 这 个 四 边 
形 的 任何 两 个 相 邻 的 边 所 涂 的 是 不 同 的 颜色 ) . 

不 但 如 此 ， 对 应 于 本 题 条 件 的 完全 偶 图 可 以 用 来 直观 地 证 明 它 的 断言 .我 们 建议 读者 详 
细作 出 这 种 证 明 ， 应 该 注意 到 ， 如 果 将 “和 … 跳 舞 ” 这 句 话 换 成 “不 和 … 跳 舞 ”， 再 将 “不 
和 … 跳 舞 ” 这 和 句 话 换 成 “和 … 跳 舞 ”， 则 本 题 条 件 不 变 ， 如 果 我 们 仍然 用 边 来 连接 那些 在 毕 
业 舞 会 上 相互 跳 过 舞 的 小 伙 子 和 姑娘 所 对 应 的 顶点 ， 那 么 那些 在 第 一 种 情况 下 没有 用 边 连 接 
的 顶点 将 在 第 二 种 情况 下 用 边 连 起 来 ， 反 之 亦 然 ， 与 第 一 个 图 对 偶 的 新 图 也 满足 本 题 的 所 有 
条 件 . 

在 证 明 本 题 时 所 用 的 论证 方法 也 适用 于 所 说 的 图 不 是 完全 偶 图 而 只 是 完全 图 的 情况 (我 
. 们 提醒 一 下 ， 任 何 两 个 顶点 都 有 边 连接 的 图 叫做 完全 图 ) .我 们 建议 读者 独自 去 证 明 这 个 断 
言 的 正确 性 ， 而 我 们 自己 仅 限 于 (为 了 更 直观 ) 把 它 叙述 成 下 面 的 样子 

我 们 假设 ， 有 一 群 人 聚会 ， 其 中 一 部 分 人 彼此 相识 ; 而 有 一 部 分 人 是 第 一 次 相 见 ， 谁 也 
不 和 所 有 的 参加 者 相识 ， 但 与 会 的 每 一 个 人 至 少 和 一 个 人 相识 

这 时 由 这 一 群 中 可 以 分 出 四 个 人 而 且 可 以 把 他 们 排 成 一 个 圆圈 , 使 得 每 一 个 人 只 和 自己 两 个 
相 邻 的 人 中 的 一 个 人 相识 ， 如 果 利 用 191 题 的 证 法 1 的 方法 ， 不 难 证 明 这 个 断言 ， 在 191 题 
的 证 法 4 中 所 进行 的 论证 仍然 有 用 . . 

读者 可 以 独自 证 明 下 面 断 言 的 正确 性 ， 如果 在 某 一 群 人 中 ， 其 中 每 一 个 人 至 少 有 一 个 熟 
人 ， 而 对 于 这 一 群 人 中 的 任何 & (不 是 很 大 的 数 ) 个 人 ,总 有 一 个 人 不 认识 他 们 之 中 的 任何 一 
人 个人， 那么 在 这 一 群 人 中 ， 可 以 挑选 出 2& 个 人 ， 并 可 将 他 们 排 成 这 样 两 排 ， 使 得 仅仅 只 是 
互相 对 面 站 着 的 一 对 人 才 是 彼此 相识 的 . 

现在 我 们 来 解释 一 下 ， 在 无 限 的 完全 图 的 理论 中 ， 对 应 的 问题 将 是 怎样 一 种 情况 . 我 们 
可 用 下 面 的 方式 来 叙述 它 . 

将 具有 无 穷 多 个 顶点 的 完全 图 的 边 涂 成 两 种 颜色 ， 使 得 没有 任何 一 个 顶点 发 出 的 边 都 是 
一 种 颜色 的 .下 面 的 断言 是 否 正 确 ， 在 这 样 的 图 中 ， 总 可 以 找到 一 个 四 边 形 ， 它 的 任何 两 个 
相 邻 的 边 被 涂 成 了 不 同 的 颜色 吗 ? 我 们 举 出 一 个 例子 ， 这 个 例子 表明 ， 这 样 的 四 边 形 并 不 总 
是 存在 的 . 假设 图 的 顶点 可 以 用 全 体 自 然 数 来 编号 ， 从 编号 为 4 的 顶点 到 编号 为 2 的 顶点 的 
边 被 涂 成 红色 ， 如 果 数 a 和 5 中 最 大 的 数 是 偶数 ， 如 果 最 大 的 数 是 奇数 ， 就 将 这 个 边 涂 成 兰 
色 ， 不 难 证 实 ， 所 得 到 的 红 一 兰 图 不 包含 任何 两 个 相 邻 的 边 被 涂 成 不 同 的 颜色 的 四 边 形 . 


192 . 证明:， 对 任意 正 数 4，2，c，4 ， 都 有 不 等 式 
Qa? 十 6? 十 c? ta abc +abd +aca 十 pcd | 
4 上 4 . 
【证 了 明 】 我 们 证 明 ， 右边 立方 根 下 的 表达 式 不 大 于 左边 表达 式 的 立方 ， 我 们 利用 两 个 数 
的 算术 平均 值 和 几何 平均 值 之 间 的 众所周知 的 关系 式 〈 两 数 之 积 不 大 于 它们 的 算术 平均 值 的 
平方 ) ， 两 次 利用 这 个 关系 式 ， 我 们 得 到 


Cpc 十 abdtacd +bcd :1 [ 2 ci+a 2 十 也 ] 
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1 a+b \zetd ctd Vi atb 1 
< [人 ( 邱 一 ) 仿 和 +( 人 所 ~]= 
_artb c+d x a 二 b+c+d <( a+b+i+ci+ad \? CQ 一 pb 十 c 十 
2 “ 2 4 ~ 4 ) “ 4 、 
加 stotetey 
(一 一 一) . 
剩 下 的 还 要 验证 





a 二 b+c+t+d a 十 bp? 十 c? 十 a? 
4 < 1 . 


为 了 证 明 这 个 不 等 式 ， 我 们 来 计算 右边 和 左边 的 平方 差 . (可 见 $55，4) ) : 


CC2 十 到 十 cz 十 好 C 十 DCcTd\2 
4 -( 4 ) 





=[3(0 tb te tad) —2(Dtac tadtbe tbdt cd) ]= 


= 6+ me) +d) +b + D+ D>0. 
于 是 ， 本 题 得 证 . 

在 本 题 的 条 件 中 说 到 了 a，6,, c。4d 是 正 数 , 而 在 上 面 的 证 明 中 没有 明显 地 用 到 这 一 点 ,也 许 
会 觉得 ， 这 个 条 件 简直 是 多 余 的 ， 事 实 上 ， 正 是 由 于 数 4。，b，c，4d 是正 的 ， 我们 才能 利用 
算术 平均 值 和 几何 平均 值 之 间 的 关系 式 ， 如 果 不 假设 数 是 正 的 ， 那 么 关于 两 数 之 积 不 大 于 它 
们 的 算术 平均 值 的 平方 这 一 断言 不 再 成 立 , @ 





@ 虽然 “两 个 实数 的 几何 平均 值 不 大 于 它们 的 算术 平均 值 ”这 个 定理 只 对 正 数 才 有 意义 ， 可 是 “ 两 
实数 之 积 不 大 于 它们 的 算术 平均 值 的 平方 ”这 一 定理 却 是 对 任何 实数 都 成 立 的 ， 不 难 证 明 这 一 点 . 


但 是 我 们 并 不 能 由 此 断定 本 题 的 成 立 不 需 假设 a,56,c,4 是 正 数 .由 于 从 az 二 (3 ) 推出 





0 写 一 < (号 ) .- 写 ， 需 设 c+4> 0， 同 样 +0> 0， 所 以 为 了 使 本 题 不 等 式 成 立 ， 


可 设 2+8>0，c+d>0， 或 zc+c>>0，2+4>0, 或 4 十 4 之 0, 8+c 之 0. 一 一 中 译 者 注 . 
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一 十 三 、 1965 年 一 1974 年 试题 及 解答 


193 . 怎样 的 整数 ay pc 满足 不 等 式 
az? 十 b2 十 cz 十 3 一 08 十 3 十 2c3 
【 解 】 因 为 不 等 式 的 两 边 是 整数 ， 所 以 它 在 而 且 仅 在 下 面 的 情况 下 成 立 :如果 
az 十 0 十 c 十 4<08 十 3 十 25. 
这 个 不 等 式 可 以 变 成 


(a 区) +3 (S11) + e100. 
由 此 看 出 ， 它 当 而 且 仪 当 左 边 的 每 一 个 平方 等 于 0 时 成 立 不 然 的 话 , 平 方 和 是 正 的 )、 因 此 
a—b=0, -1=0, c-1=0. 


这 样 一 来 ， 原 不 等 式 只 可 能 有 唯一 的 一 组 解 
4a=1, b=2, c=1. 


194. 在 圆 内 或 圆 上 任 取 8 个 点 . 证 明 ， 在 这 8 个 点 中 ， 必 有 两 个 点 的 距离 小 于 圆 的 半 
径 . 

【证 法 1 】 在 所 取 的 8 个 点 中 至 少 有 7 个 点 不 和 圆心 重合 ， 这 7 个 点 中 的 每 一 个 点 确定 
一 个 圆 的 半径 ， 如 果 不 是 所 有 的 半径 都 不 同 ， 那 么 不 和 圆心 重合 的 某 两 个 点 在 同一 个 半径 
上 .， 因此， 它们 之 间 的 距离 小 于 圆 的 半径 . 

我 们 假设 所 有 7 个 不 和 圆心 重合 的 点 在 7 个 不 同 的 半径 上 .这 些 半 径 至 少 构成 7 个 圆心 


角 , 因此 , 在 它们 之 中 可 以 找到 这 样 两 个 半径 , 它们 之 间 的 来 角 小 于 于 360*， 即 小 于 60°. 我 们 用 4 


和 B 来 表示 8 个 给 定点 中 的 那样 两 个 点 ， 它 们 所 确定 的 半径 之 间 的 夹 角 小 于 60° (图 251). 
因为 <40B <<60°, 所 以 在 和 AOB 中 有 更 大 的 角 . 但 在 
每 一 个 三 角形 中 ， 大 角 所 对 的 边 大 ， 因 此 ,在 和 人 408 中 ,有 
一 个 边 大 于 边 48B. 这 样 一 来 ， 边 48 小 于 边 40 , OB 中 的 人 
某 一 个 ， 但 由 于 40 和 O8 中 最 大 的 不 超过 图 的 半径 ， 所 以 A 
4 有 小 于 圆 的 半径 . 
于 是 ， 在 8 个 任意 取 的 点 中 总 可 以 找到 两 个 点 ， 它 们 之 0 
间 的 距离 小 于 圆 的 半径 . 
【证 法 2 】 作 这 个 圆 的 内 接 正 六 边 形 ， 通 过 它 的 项 点 的 
半径 和 连接 两 个 相 邻 半径 的 中 点 所 得 的 线段 把 圆 分 成 7 个 区 
域 “图 252)， 每 一 个 区 域内 接 于 一 个 其 直径 等 于 原来 的 圆 的 半 图 251  . 
径 的 圆 . 事实 上 , 正中 的 区 域内 接 于 和 原来 的 圆 同心 而 半径 小 一 倍 的 圆 ， 而 其 余 区 域 的 顶 
点 在 以 原来 的 圆 的 内 接 正 六 边 形 的 边 为 直径 的 圆 上 . 加 Ck 
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现在 我 们 来 研究 8 个 给 定 的 点 .在 圆 被 分 成 的 7 个 区 域 
中 ， 必 有 这 样 一 个 区 域 ， 这 个 区 域 至 少 有 2 个 给 定点 ， 而 且 
其 中 有 一 个 点 在 包含 它们 的 区 域 的 外 接 圆 内 ， 或 者 这 两 个 点 
同 在 大 圆 的 一 条 半径 上 ， 因 为 假若 所 有 在 同一 区 域 的 两 个 点 
都 不 满足 上 述 条 件 ， 那 么 给 定点 最 多 只 有 7 个 ， 这样 一 来 ， 
这 两 个 点 之 间 的 距离 小 于 通过 区 域 顶点 的 圆 的 直径 ， 即 小 于 
原来 的 圆 的 半径 ， 


关于 194 题 和 它 的 两 个 证 法 可 以 作 两 点 注解 . 

1) 不 难看 出 ， 不 能 用 给 定 7 个 点 来 代替 8 个 点 ， 因 为 圆心 和 贺 
内 接 正 六 边 形 的 顶点 便 可 构成 7 个 点 的 例子 ， 它 们 具有 这 样 的 性 质 : 

图 252 在 这 7 个 点 中 ， 任 意 两 点 之 间 的 距离 不 小 于 圆 的 半径 . 由 证 法 1 看 出 ， 

和 本 题 断言 相 矛 盾 的 其 它 分 布 〈 当 给 定点 的 个 数 等 于 7 时 ) 是 不 存在 的 . 

2) 假设 4 表示 这 个 圆 的 内 接 正 ” 边 形 的 边 长 . 根据 本 题 所 证 明 的 断言 ， 在 圆 内 给 定 的 8 个 点 中 ， 总 
可 以 找到 这 样 两 个 点 ， 它 们 之 间 的 距离 小 于 a， 我 们 来 证 明 ， 从 8 个 给 定 的 点 中 ， 总 可 以 挑选 出 这 样 两 
个 点 ， 它 们 之 间 的 距离 不 大 于 w， 本 题 断 言 在 这 方面 不 能 再 作 进一步 的 改进 了 , 因为 “一 个 点 在 圆心 ， 其 
余 7 个 点 在 圆 内 接 正七 边 形 的 顶点 上 所 构成 的 8 个 点 ”这 个 例子 便 表明 了 这 一 点 . 

论证 的 步骤 在 很 多 方面 类 似 于 证 法 2 中 的 论证 ， 但 在 某 些 方面 正好 和 它 相 反 ，_As 

我 们 用 下 面 的 方法 把 圆 分 成 8 个 区 域 ， 先 作 一 圆 内 接 正 七 边 
形 ， 它 的 最 大 的 对 角 线 交 成 一 个 小 的 七 边 形 ， 再 将 大 的 正七 边 形 
的 顶点 和 与 它 在 同一 半径 上 的 小 七 边 形 的 顶点 连 成 线段 .于 是 我 
们 将 圆 分 成 了 8 个 区 域 ， 正 中 间 的 是 小 七 边 形 ， 其 它 7 个 区 域 是 
由 小 七 边 形 的 边 ， 我 们 所 作 的 两 个 相 邻 的 线段 以 及 它们 之 间 的 贺 
弧 所 围 成 的 (图 253). 

我 们 断言 ， 若 在 8 个 区 域 中 ， 某 一 个 区 域 包含 有 8 个 给 定点 
中 的 2 个 点 (这 两 个 点 可 以 在 区 域 的 边界 上 ) ,那么 ， 这 两 个 点 之 
间 的 距离 不 大 于 w， 若 点 属于 小 七 边 形 ， 断 言 显然 是 对 的 ， 因 为 
小 七 边 形 的 最 大 的 对 角 线 的 两 个 端点 是 相距 最 远 的 两 个 点 ， 然 而 A A, 
这 个 对 角 线 小 于 大 七 边 形 的 边 长 (为 了 证 实 这 一 点 ， 只 要 研究 图 图 253 
253 中 的 人 441454 就行 了 ， 在 人 4,444; 中 ，B,B; 是 小 七 边 形 的 最 大 对 角 线 ，414,= a 是 大 七 边 形 的 边 ). 

现在 我 们 来 研究 属于 “被 截 的 扇形 ”4,448;8, 的 点 . 首先 我 们 注意 到 , 414; = 48 (和 4 水 = 4B) .这 
可 如 下 导出 ， 四 边 形 AiA,BiAd; 是 于 形 ， 因为 它 的 对 边 平行 且 AAi= AAs= &. 对 角 线 4B 把 萎 形 AAsBiA, 
分 成 两 个 等 腰 三 角形 4.4B, 和 4444B。 人 444B, 和 A448B 所 对 的 贺 弧 小 于 圆周 的 计 等 于 圆周 的 子 ) ,于 
是 AA4sB1/ 和 44;B, 都 小 于 60”. 因此 ， 等 腰 三 角形 A,4;B1 和 AA,B; 的 底 边 4 已 小 于 它们 的 腰 AAs= a;. 

显然 ，“ 被 截 的 扇形 ”的 两 个 相距 最 远 的 点 应 该 在 它 的 边界 上 (为 了 确定 起 见 ， 我 们 所 有 的 讨论 都 是 
对 曲线 四 边 形 4 4:B,B) 来 进行 的 ) ， 最 长 的 线段 的 端点 不 能 和 曲线 四 边 形 边界 上 直线 部 分 的 内 点 〈 即 线段 
4B;，BiB,，B141 的 内 点 〉 重合 ， 因 为 边界 上 直线 部 分 的 任 一 内 点 到 另 一 个 给 定点 的 距离 总 是 小 于 这 个 边 
界线 段 的 某 一 个 端点 到 这 个 给 定点 的 距离 ， 在 连接 “被 截 的 扇形 ”的 两 个 点 的 线段 中 , 最 大 的 线段 的 端点 
不 能 和 弧 4,4; 的 内 点 重合 ， 因 为 圆 的 任意 一 点 〈 不 同 于 圆心 ) 到 弧 上 的 点 的 距离 当 这 点 是 弧 的 某 一 端点 时 
达到 最 大 ， 于 是 连接 “被 截 的 扁 形 ”4,4:82B, 的 点 所 得 到 的 最 大 线段 的 端点 只 可 能 是 四 个 点 4 4z, Bz, Bi 
中 的 某 两 个 点 ， 然 而 正 象 我 们 所 看 到 的 ， 这 些 点 所 连 成 的 最 大 线段 的 长 等 于 4 

现在 我 们 来 研究 分 布 在 圆 内 的 8 个 给 定点 ， 如 果 它 们 属于 小 七 边 形 ， 那 么 它们 任何 两 点 之 间 的 距离 者 
小 于 @， 如 果 不 是 所 有 的 8 个 点 都 属于 小 七 边 形 ， 我 们 绕 着 圆心 来 转动 8 个 区 域 的 边界 所 构成 的 “网 ”， 
使 得 8 个 给 定点 中 的 某 一 个 点 落 在 两 个 相 邻 区 域 的 分 界线 上 ， 这 时 ， 在 每 一 个 区 域 的 内 部 和 边界 上 可 能 
8 个 给 定点 中 的 车 干 个 点 (也 可 能 没有 任何 一 个 点 ). 对 所 有 8 个 区 域 来 说 , 属于 各 个 区 域 (内 部 和 边界 上 ) 
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的 点 的 个 数 之 和 不 小 于 9 ， 因 为 在 边界 上 的 点 我 们 至 少 算 了 两 次 ， 因 此 ， 在 8 个 区 域 中 ， 一 定 有 这 样 一 个 
区 域 ， 它 至 少 包含 8 个 给 定点 中 的 2 个 点 ， 根 据 上 面 的 证 明 ， 这 两 个 点 之 间 的 距离 不 大 于 a,. 于 是 问题 的 
断言 被 证 明了 . 


195. 设 正四 棱 台 的 下 底面 的 外 接 圆 半径 小 于 侧面 的 外 接 圆 半径 . 

证 明 :， 沿 楼 台 表 面 连接 棱 人 台 的 空间 对 角 线 的 两 个 端点 的 路 径 中 ， 最 短 的 路 径 只 通过 棱 台 
的 侧面 而 不 经 过 底面 . 

【 证明】 我 们 研究 具有 下 底面 48CD 和 上 底面 £FGH 的 正四 棱 台 (图 254) . 因为 这 样 
的 棱 台 关于 通过 两 底 中 心 的 轴 是 对 称 的 〈 当 旋转 的 角度 
为 90 "的 倍数 时 ， 棱 台 43CDEFGH 变 到 自身 ) ， 所 以 
我 们 无 论 研究 哪 一 条 空间 对 角 线 都 是 一 样 的 .如 果 选 取 
空间 对 角 线 4G ， 那 么 可 以 断定 ， 册 项 点 4 沿 棱 人 台 表 面 
走 到 顶点 G 的 每 一 条 路 径 应 该 和 空间 六 边 形 BCDH EF 
相交 ， 因 为 六 边 形 8C DHEF 的 任意 一 点 可 以 用 位 于 
棱 台 表面 的 直线 段 和 顶点 4 与 G 连接 起 来 , 且 连 接任 意 
两 点 的 直线 段 比 以 这 两 点 为 端点 的 折线 要 短 ， 所 以 从 项 
点 4 沿 楼 人 台 表 面 走 到 顶点 G 的 最 短路 径 只 可 能 是 由 两 
个 直线 段 组 成 的 折线 ， 这 两 个 线段 可 以 或 者 通过 侧面 和 图 254 
上 底 ， 或 者 通过 下 底 和 侧面 ， 或 者 通过 两 个 侧面 ， 因 为 正四 棱 台 关于 平面 4EGC 是 对 称 的 ， 
所 以 说 到 侧面 时 ， 可 以 不 必 确 切 地 说 明 是 哪 一 个 侧面 . 

在 所 有 三 种 情形 ， 最 短 的 路 径 通过 楼 台 的 两 个 相 邻 的 面 : 或 者 通过 一 个 侧面 和 一 个 底 
面 ， 或 者 通过 两 个 相 邻 的 侧面 ， 如 果 把 两 个 相 邻 的 面 绕 它们 的 公共 棱 捧 成 一 个 平面 ， 那 么 从 
顶点 4 到 G 的 路 径 变 成 一 平面 折线 ， 而 最 短 的 路 径 在 捧 开 的 平面 上 变 成 连接 点 4 和 G 的 直 
线段 ， 我 们 来 查 明 ， 在 上 面 所 列举 的 三 种 情形 中 ， 在 哪 一 种 情况 下 ， 在 摊 开 的 平面 上 连接 项 
点 4 和 G 的 直线 段 是 最 短 的 . 

楼 台 的 侧面 45FE 是 一 等 腰 梯 形 , 其 下 底 48 的 两 个 底 角 大 于 45° (上 底 EF 的 两 个 底 角 
小 于 135”). 事实 上 ， 如 果 P 和 Q 是 顶点 巨 在 下 底面 和 楼 48B 上 的 投影 ,那么 人 4PQ 是 等 腰 
直角 三 角形 ， 又 因为 8Q > PQ = 4Q ， 所 以 在 A4EQ 中 ,大 直角 边 所 对 的 <E4Q 大 于 4 

由 本 题 条 件 推出 ，a = 人 4F8 <45". 事 实 上 ,在 下 底面 的 外 接 圆 中 , 弦 4B3 所 系 的 弧 为 
90*. 因此 ， 它 所 对 的 圆周 角 为 45" (和 135°). 因为 根据 本 题 条件 , 校 台 4BCDEAFG 的 侧面 
的 外 接 圆 半径 大 于 下 底面 的 外 接 圆 的 半径 ， 所 以 在 梯形 4BFE 的 外 接 圆 中 ， 弱 48 所 对 的 贺 
周 角 小 于 45"， 因此 “4FEB8<<45 . 

我 们 对 于 上 面 所 列举 的 所 有 三 种 情形 ， 画 出 相应 的 楼台 的 两 个 相 邻 面 的 捧 开 图 (图 255) 
在 所 有 三 种 情形 中 ， 连 接 空 间 对 角 线 的 端点 的 直线 段 都 和 两 个 相 邻 面 的 公共 棱 相 交 (在 图 255 
中 ， 这 个 线段 用 粗 黑 线 表示 ). 事实 上 ， 对 于 所 有 三 种 情形 ， 在 摊 开 图 中 可 以 找到 一 个 是 四 边 
形 ， 而 这 个 西 四 边 形 的 一 个 对 角 线 是 两 个 相 邻 面 的 公共 棱 ， 另 一 个 对 角 线 是 连接 空间 对 角 线 
的 端点 的 直线 段 ， 这 个 四 边 形 的 一 组 对 边 用 虚线 表示 .， 四边形 的 凸 性 只 需 对 情形 a) 和 c) 论 
证 就 行 了 ， 事 实 上 , 在 图 255.2) 所 画 的 四 边 形 4FG' EE 中 ， 人 AEF <135° ,而 LFEG' 二 45" 
在 图 255c) 中 ， 人 AFB <45, 而 人 BFG”<135.. | 

剩 下 的 只 需 证 明 ， 连 接 空 间 对 角 线 的 端点 且 在 楼 台 表面 上 的 所 有 路 径 中 最 短 的 公 图 255. c) 
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所 画 的 路 径 4G“， 事实 上 ， 图 255. 0) 所 画 的 线段 4 G 比 图 255. <) 所 画 的 线段 4G' 长 ， 因 
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图 255 . 
为 两 个 线段 在 水 平 直线 (两 个 相 邻 面 的 公共 棱 在 这 直线 上 ) 上 的 投影 相等 ， 而 线段 4GC 在 竖 
直线 上 的 投影 大 〈 下 底 大 于 上 底 ). 于 是 ， 剩 下 还 要 证 明 4G' > 4G (图 255. 4) 和 c) .A4FG- 
和 和 A^4FG* 有 两 条 边 对 应 相等 ，4G' 和 4G” 分 别 是 它们 的 第 三 边 ， 因 此 ， 大 边 是 大 角 对 的 边 . 
这 样 一 来 ， 只 需 证 明 








ZAFG’ > 了 4FG 
假设 6 三 上 4FE. 这 时 所 要 证 明 的 不 等 式 具 有 形式 
90°+ £6>2a+8p. 
它 实际 上 是 成 立 的 ， 因 为 根据 早先 所 证 明 的 ，a <<45*. 


196. 是 否 存在 这 样 的 空间 五 边 形 ， 它 所 有 
的 边 都 相等 ， 而 且 任意 两 个 相 邻 的 边 的 夹 角 都 是 
直角 ? 

【 解 】 满足 本 题 条 件 的 空间 五 边 形 43CDE 
是 否 存 在 与 它 的 边 等 于 多 长 是 没有 关系 的 ， 因 此 
从 单位 正方 形 48CO 入 手 总 是 方便 的 ,我们 来 探 
究 五 边 形 的 顶点 D 和 EE 可 能 分 布 在 什么 位 置 上 
(图 256) . 

因为 <83CD=90",CD = 1 ,所 以 顶点 如 属 
于 通过 点 C 且 和 线段 BC 垂直 的 平面 y ， 而 且 分 
布 在 这 个 平面 上 的 以 点 C 为 圆心 的 单位 圆 上 . 五 
边 形 483CDE (如 果 它 存在 的 话 ) 的 所 有 的 对 角 
线 都 相等 ， 因 为 每 一 个 对 角 线 都 是 直角 边 为 1 的 
等 腰 直 角 三 角形 的 斜 边 〈 这 样 一 来 ， 每 一 个 对 角 
线 的 长 等 于 WY 2 ). 这 样 一 来 ，4D= AC, 在 平面 
Y 上 以 点 避 ' 为 闹 心 作 的 单位 图 通过 点 :C 因为 这 图 256 
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个 圆 是 平面 y 上 到 点 4 的 距离 等 于 线段 4C 的 长 的 点 的 轨迹 因此， 点 刀 只 可 能 是 两 个 单 
位 圆 (圆心 在 点 C 和 O) 的 两 个 交点 之 一 . 假设 点 D 是 这 两 个 交点 中 的 任 一 个 (这 两 个 交点 
关于 平面 48C 是 对 称 的 , 如果 空 间 五 边 形 存在 的 话 ， 那么 在 作 图 的 这 一 阶段 ， 空 间 五 边 形 可 
以 选取 关于 半 面 4BC 对 称 的 两 种 形式 中 的 一 种 )， 为 了 更 简单 地 确定 点 人 的 位 置 ,可 以 在 平 
面 y 上 以 线段 CO 为 边 长 向 任意 一 侧 作 等 边 三 角形 ,点 D 和 异 于 顶点 C 和 O 的 第 三 个 顶点 重 
心 

用 类 似 的 方法 可 以 确定 点 的 位 置 。 过 点 4 作 平 面 a 和 线段 854 垂直 ,在 线段 4O 的 两 
侧 作 等 边 三 角形 O 忆 4 和 OE:4. 点 5 只 可 能 是 项 点 E, 和 ;中 的 某 一 个 . 在 这 里 我 们 不 得 不 
考虑 到 两 种 可 能 性 ， 因 为 点 DD 的 位 置 选 定 以 后 , 空 空间 五 边 形 关于 平面 ABC 已 经 不 是 对 称 的 
了 . 

我 们 证 明 :， 所作 的 空间 五 边 形 不 具有 所 要 求 的 性 质 , 因为 线段 DE, 和 DE: 中 的 任何 一 个 都 
不 具有 单位 长 . 借助 不 太 复杂 的 计算 不 难 证 实 这 一 点 . 假设 VV 是 由 点 5 到 平面 y 的 垂 线 的 垂 
足 . 直角 三 角形 DV,E, 和 DEE; 的 直角 边 DV, 和 VE, 等 于 少 ， 而 646s 一 V 3. 因此 由 勾 股 
定理 有 


已 =V/ 于 + 本 村- = 六 <1， 


= /二 +3 = 本 >1 

这 样 一 来， 不 能 作出 一 个 空间 五 边 形 ， 它 所 有 的 边 相等 ， 而 任意 两 个 相 邻 边 之 间 的 夹 角 
为 直角 . 

如 果 修 改 某 些 条 件 ， 例 如 ， 不 要 求 
五 边 形 所 有 的 边 都 相等 ， 而 改 为 要 求 四 
个 边 相 等 (任意 两 个 相 邻 的 边 之 间 的 夹 
角 仍 要 求 是 直角 ) ,这 样 的 空间 五 边 形 是 
可 以 作出 来 的 . 图 257 表 明 ， 这 样 的 五 边 。 

形 的 顶点 应 该 在 立方 体 的 顶点 中 选取 . 图 257 图 258 

如 果 只 要 求 邻 边 之 间 的 夹 角 中 四 个 角 是 直角 ， 空 间 五 边 形 也 可 以 作出 . 在 图 258 中 画 出 了 
由 正三 棱柱 的 棱 构 成 的 这 样 的 五 边 形 . 

如 果 在 原 题 的 条 件 中 说 的 不 是 空间 五 边 形 ， 而 是 更 多 边 数 的 空间 多 边 形 ， 那 么 对 原 题 可 
以 给 出 肯定 的 回答 .由 立方 体 的 棱 不 难 作出 边 相 等 且 任 意 两 邻 边 之 间 的 夹 角 为 直角 的 空间 六 
边 形 和 八 边 形 ， 具 有 所 要 求 的 性 质 的 空间 七 边 形 可 用 下 面 的 方法 作出 ， 取 一 等 腰 梯 形 ， 其 上 
底 和 两 腰 等 于 1 ， 下 底 等 于 V 了， 以 上 底 为 一 边 作 一 单位 正方 形 ， 以 下 底 为 斜 边 作 等 腰 直 角 
三 角形 ， 再 去 掉 梯形 的 两 底 ， 将 正方 形 的 平面 和 梯形 的 平面 配置 成 直角 ， 将 直角 三 角形 的 平 
面 对 梯 形 的 平面 倾斜 一 个 角 说 ， 使 直角 边 和 与 它 相 邻 的 梯形 的 腰 之 间 的 夹 角 为 直角 . 不 难 验 证 ， 
所 得 到 的 七 边 形 满足 问题 的 所 有 条 件 . 在 作 边 数 大 于 8 的 类 似 的 空间 多 边 形 时 不 会 遇 到 任何 
困难 . 

和 196 题 有 直接 关系 的 是 另 一 个 问题 : 是 否 存在 这 样 一 个 空间 五 边 形 ， 它 的 所 有 的 边 都 相 
等 ， 而 且 任 意 两 个 邻 边 之 间 的 夹 角 也 相等 〈 不 一 定 是 90")? 不 难 证 明 ， 这 样 的 多 边 形 具 有 两 
个 〈 两 个 都 是 平面 的 ): 正 凸 五 边 形 和 由 它 的 对 角 线 构成 的 星 形 五 边 形 . 邻 边 之 间 的 夹 角 人 允许 
取 值 108" 和 36 . 
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197. 证 明 ， 如 果 2 是 任意 自然 数 ， 那 么 将 数 
(5 十 V26》 
写成 十 进 制 小 数 时 ， 小 数 部 分 开头 的 2 个 数字 是 相同 的 . 
【证 明 】 我 们 证 明 ， 将 数 〈5 + V 26) "写成 十 进 制 小 数 时 ， 小 数 点 以 后 的 前 2 个 数字 或 
者 都 是 0 ， 或 者 都 是 9 ， 也 就 是 说 ， 我 们 所 研究 的 数 和 整数 的 差异 小 于 10 .为 此 只 要 证 明 
《45 十 MVM26) 十 (5 一 M 267 
是 整数 以 及 
、 15-V 亚 | < 十 
就 行 了 ， 后 一 个 不 等 式 不 难 用 直接 计算 来 验证 ,5.1 一 26.01>26， 央 此 
5 < 26 <5.1. 


假设 p(x) = 二 (5 十 x)" 这 时 所 要 证 明 的 断言 可 叙述 成 ， p(y 26) 十 p( 一 V 26〉 是 整数 . 
它 是 正确 的 ， 因 为 在 和 pCx) 十 p( 一 x) 中 ,x 的 奇 次 客 的 项 相互 消 掉 了 而 只 剩 下 x 的 偶 次 客 
的 项 ， 因 此 ， 当 x 二 VY 26 时， 带 有 整 系数 的 多 项 式 p(x) 十 p (一 x) 的 值 是 整数 . 

因为 数 5 一 vy 26 是 负 的 ， 所 以 从 前 面 的 证 明 推 出 ， 当 是 奇数 时 ， 小 数 点 以 后 的 前 # 个 
数字 是 0， 而 当 是 偶数 时 ， 小 数 点 以 后 的 前 x 个 数字 是 9. ， 

从 所 引 的 证 明 不 难 引出 下 面 的 断言 ， 如 果 ”充分 大 ， 那 么 在 数 〈5 十 VY 26) 的 十 进 制 展 
开 式 中 ， 小 数 点 后 相同 的 数字 不 少 于 2 十 工 个 . 我 们 指出 ,发 生 这 种 情况 的 第 一 个 2 是 n= 二 234. 


198， 是 否 存 在 这 样 两 个 无 穷 的 非 负 整 数 集合 4 和 8, 使 得 任 一 非 负 整数 可 以 用 唯一 的 
方法 表示 成 两 项 之 和 的 形式 ， 其 中 一 项 属于 集合 4 ， 而 另 一 项 属于 集合 8? 
【 解 】 我 们 证 明 具 有 了 所 要 求 的 性 质 的 非 负 整数 集合 4 和 8 是 存在 的 . 为 此 只 需 作 出 一 个 





这 种 集合 的 例子 网 够 了 . 

我 们 约定 所 有 非 负 整数 的 数位 由 个 位 开始 从 低位 到 高 位 进行 编号 ， 我 们 认为 偶数 位 的 数 
字 为 零 的 所 有 非 负 整数 属于 集合 4， 奇 数位 的 数字 为 零 的 所 有 非 负 整数 属于 集合 3， 根据 定 
义 ， 数 0 同时 属于 集合 4 和 8， 因为 在 0 中 没有 任何 一 位 数字 不 为 0. 

一 个 属于 集合 4, 另 一 个 属于 集合 8 的 两 个 数 之 和 表示 一 个 整数 ， 它 的 所 有 的 数字 或 者 
与 属于 4 的 被 加 项 的 数字 重合 ， 或 者 与 属于 集合 8 的 被 加 项 的 数 子 重合 , 因为 奇数 位 的 数字 
与 属于 4 的 被 加 项 的 数字 重合 ， 而 偶数 位 的 数字 与 属于 8 的 被 加 项 的 数字 重合 . 因此 ， 对 任 
一 非 负 整数 ， 若 将 它 所 有 偶数 位 的 数字 改 为 零 ， 我 们 得 到 它 的 属于 集合 4 的 “组 成 部 分 ”, 再 
将 这 个 数 所 有 奇数 位 的 数字 改 为 零 ， 我 们 又 得 到 它 的 属于 集合 8 的 “组 成 部 分 ”两 个 组 成 部 
分 之 和 等 于 原来 的 数 . 集合 4 与 3 的 其 它 两 个 元 素 之 和 不 可 能 等 于 这 个 数 , 因为 这 两 个 元 素 
与 所 研究 的 数 的 组 成 部 分 至 少 有 一 个 数字 不 同 ， 因 此 它们 的 和 等 于 另 一 个 数 

例如 ， 如 果 取 数 1967， 那 么 它 的 属于 集合 4 的 组 成 部 分 等 于 907, 属于 集合 8 的 组 成 部 
分 等 于 1060， 两 个 组 成 部 分 之 和 等 于 原 数 ，907 十 1060 二 1967. 

集合 4 和 8 是 无 穷 的 ， 因 为 有 无 穷 多 个 偶数 位 和 无 穷 多 个 奇数 位 . 


199， 某 整数 集合 既 含 有 正 整 数 ， 也 含有 负 整 数 ， 而 且 如 果 a 和 4 是 它 的 元 素 ， 那么 2a 
和 a 十 6 也 是 它 的 元 素 . 证明: 这 个 集合 包含 它 的 任意 两 个 元 素 之 其. 
【 证明】 首先 我 们 应 该 证 明 ， 如 果 数 c 是 所 研究 的 集合 的 元 素 ， 而 2 是 自然 数 ,那么 zc 
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也 属于 这 个 集合 为 了 证 明 这 一 点 ， 我 们 对 ”利用 完全 数学 归纳 法 ， 数 c< 的 本 身 是 属于 这 个 
集合 的 ， 根 据 本 题 条 件 ， 数 2c 也 属于 这 个 集合 ， 因 此 ， 只 需 证 明 ， 如 果 ”> 1，,nzc 属 于 这 
个 集合 ， 那 么 (x 十 1)c 也 属于 这 个 集合 . 但 是 (2+1)= 王 2c 十 ,根据 本 题 条 件 ， 集 合 的 两 元 
素 之 和 属于 这 个 集合 因此， 对 于 集合 的 任 一 元 素 < 和 任意 的 自然 数 ”乘积 nc 属于 所 研究 
的 集合 . 

假设 a 0 是 这 个 集合 的 最 小 正 数 ，& < 0 是 这 个 集合 的 最 小 负数 ， 即 绝对 值 最 小 的 负 
数 〔 关 于 这 样 的 数 的 存在 性 匈 § 3). 因为 一 方面 , 它们 的 和 < 十 2 属于 这 个 集合 ， 且 满足 不 
等 式 





b<a+b<a, 
而 另 一 方面 ， 这 个 集合 不 含有 小 于 a 的 正 数 和 大 于 5 的 负数 ， 所 以 和 a 十 5 只 能 等 于 0. 
此 ， 数 0 属于 所 研究 的 集合 ， 且 2 一 一 4. 由 此 推出 ,集合 包含 元 素 a 的 所 有 整数 倍 ， 因 为 对 
任意 的 自然 数 2， 数 na, 0 , 22 属于 这 个 集合 . 

我 们 断定 ， 除 了 元 素 “的 整数 倍 以 外 ， 所 研究 的 集合 不 包含 其 它 的 元 素 ， 我们 假设 这 个 
断言 不 对 .假设 包含 在 数 < 的 两 个 连续 的 整数 倍 ga 和 (gq + 1)2 之 间 的 元 素 x 属于 这 个 集合 . 
这 样 的 元 素 可 以 表示 成 下 面 的 形式 

X= gat+r (0<r<a). 
但 这 时 数 

r+ 二 XxX 二 (一 gq)a 
也 应 该 属于 集合 ， 因 为 它 等 于 集合 的 两 个 元 素 之 和 .， 这 个 数 满足 不 等 式 0 之 + 过 4a， 这 和 元 
素 “的 取 法 矛盾 (注意 ，a 是 这 个 集合 的 最 小 正 数 ). 

本 题 断 言 可 如 下 推出 : 集合 的 所 有 元 素 是 元 素 a 的 整数 倍 ， 因 此 这 个 集合 的 任意 两 个 元 
素 之 差 也 是 元 素 4 的 整数 倍 ， 因 而 属于 所 研究 的 集合 . 


200.， 某 凸 多 边 形 被 它 的 不 相交 的 对 角 线 划分 成 三 角形 . 多边 形 所 有 的 顶点 都 是 奇数 个 
这 样 的 三 角形 的 顶点 . 证明: 多 边 形 的 边 数 能 被 3 整除 . 
【 注 了 在 本 题 条 件 中 , 要 求 多 边 形 是 凸 的 ， 其 实 这 个 条 件 并 不 是 本 质 的 ， 在 下 面 的 证 明 中 并 没有 用 到 这 一 点 . 
我 们 在 本 题 条 件 中 加 上 多 边 形 的 凸 性 这 个 条 件 ， 主 要 是 为 了 使 奥林匹克 的 参加 者 不 必 去 寻求 下 面 那个 十 分 
复杂 的 问题 的 管 案 ， 每 一 个 多 边 形 可 以 用 不 相交 的 对 角 线 划分 成 三 角形 吗 ? 答案 是 肯定 的 ， 但 要 证 明 这 一 
点 并 不 简单 . 
如 果 代 茜 “ 用 不 相交 的 对 角 线 来 划分 n 边 形 ” 而 研究 “将 边 形 划 分 为 互 不 复 盖 的 三 角形 ， 这 些 三 角 
形 的 项 点 和 wn 边 形 的 顶点 重合 ”， 问 题 的 实质 并 没有 改变 .唯一 的 变化 是 在 这 样 叙述 本 题 的 时 候 ， 增 加 了 
4 三 3 的 情况 ， 而 且 当 ww 二 3 时 ， 复 盖 给 定 的 nn 边 形 的 三 角形 的 集合 由 一 个 元 素 一 一 三 角形 本 身 一 一 组 成 . 
显然 ， 当 二 3 时 ， 本 题 断 言 成 立 . 
现在 我 们 着 手 来 证 明 200 题 ， 


【证 明 】 在 不 相交 的 对 角 线 中 ， 每 一 条 对 角 线 把 原来 的 多 边 形 分 成 两 个 多 边 形 ， 我 们 来 
确定 这 样 的 “ 子 多 边 形 ”的 边 的 最 少 边 数 等 于 多 少 ， 我 们 断定 最 少 边 数 等 于 3 ， 这 就 是 说 ， 
在 我 们 所 引 的 对 角 线 中 ， 有 这 样 一 条 对 角 线 ， 它 从 多 边 形 中 切 去 一 个 三 角形 ， 事 实 上 ， 如 果 
“ 子 多 边 形 ”的 最 少 边 数 等 于 上 > 3 ， 并 且 是 由 对 角 线 4,4i 切 得 的 子 多 边 形 4 4 … hi 
那么 ， 由 于 在 本 题 条 件 中 说 到 将 二 边 形 划 分 成 三 角形 ， 所 以 可 以 找到 这 样 的 对 角 线 4.4， 它 
是 连接 t 边 形 A442… 4x-, 汪 的 某 两 个 顶点 而 成 的 , 并且 从 这 个 & 边 形 中 切 得 了 一 个 边 数 更 少 
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的 多 边 形 ， 因 此 ，4>3 不 可 能 是 “ 子 多 边 形 ”的 最 少 边 数 ， 

在 我 们 所 研究 的 子 多 边 形 中 ， 还 有 边 数 大 于 3 的 多 边 形 ， 因 为 不 然 的 话 ， 对 角 线 把 多 边 
形 分 成 两 个 三 角形 ， 而 对 角 线 的 端点 是 偶数 个 三 角形 的 项 点， 这 和 本 题 条 件 相 违 ， 

在 原 多 边 形 被 所 引 的 对 角 线 切 得 的 子 多 边 形 中 , 没有 四 边 形 ， 因 为 它 的 一 条 对 角 线 应 该 把 
它 分 成 两 个 三 角形 ， 而 且 对 角 线 的 端点 是 两 个 三 角形 的 顶点， 这 又 与 本 题 条 件 相 违 . 

这 样 一 来 ， 在 子 多 边 形 中 ， 有 边 数 大 于 3 但 不 小 于 5 的 多 边 形 . 例 如， 假设 在 所 有 异 于 
三 角形 的 子 多 边 形 中 ， 由 对 角 线 4,41 切 得 的 子 多 边 形 4, 4.… 44-, A 具有 最 少 的 边 数 . 由 
上 面 的 讨论 可 知 kh>>5. 

因为 在 将 原 多 边 形 划分 成 三 角形 时 ， 子 多 边 形 4, 4;… 44-144 也 被 划分 成 三 角形 , 在 这 
些 三 角形 中 包含 有 三 角形 4, 4,4:， 并 且 因 为 是 异 于 三 角形 的 子 多 边 形 的 最 少 边 数 ， 了 所 以 


， 无论 是 对 角 线 4,4, 或 是 对 角 线 4,4x 都 不 可 能 切 得 边 数 大 于 3 (但 小 于 和 的 子 多 边 形 . 因此 


i<3 和 一 i 十 1 之 3. 考虑 到 有 &>>5， 所 以 后 一 个 不 等 式 可 变 为 
0<k—5<i~3<0, 


由 此 得 到 t 王 5，; 一 3. 


于 是 ， 在 将 原 多 边 形 划分 成 三 角形 时 ， 总 可 以 找到 一 条 对 角 线 ， 它 从 多 边 形 中 切 去 一 个 
五 边 形 ， 这 个 五 边 形 被 另外 两 条 对 角 线 划分 成 这 样 的 三 个 三 角形 ， 它 们 之 中 的 任意 两 个 三 角 
形 和 对 角 线 一 一 五 边 形 和 原 多 边 形 的 剩 下 部 分 的 边界 一 一 有 公共 
项 点 〈 图 259 )， 当 从 原 多 边 形 切 去 五 边 形 的 时 候 ， 边 数 减少 了 3. 

多 边 形 的 剩 下 部 分 被 原先 引 的 对 角 线 所 作 的 划分 满足 本 题 的 所 有 As 
条 件 ， 事 实 上 ， 原 多 边 形 的 所 有 顶点 是 奇数 个 三 角形 的 顶点 ， 切 
去 五 边 形 后 ， 属 于 给 定 顶点 的 三 角形 的 个 数 发 生变 化 〈 减 小 2 个 ) 
的 ， 只 有 两 个 项 点， 这 两 个 顶点 是 和 切口 重合 的 对 角 线 的 端点 . 
因此 ， 对 多 边 形 的 剩 下 部 分 来 说 ， 所 有 的 顶点 仍然 是 奇数 个 三 角 


形 的 项 点 . hn ”~ 
继续 从 剩 下 的 多 边 形 中 切 去 五 边 形 ， 每 一 次 都 使 边 数 减少 3. 

这 个 过 程 一 直 进行 到 剩 下 的 部 分 不 能 再 引 任何 对 角 线 ， 即 为 三 角 图 ”259 

形 时 为 止 . : 


因此 ， 原 来 的 多 边 形 的 边 数 能 被 3 整除 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 
从 证 明 中 可 以 看 出 ， 如 采 n 能 被 3 整除 ， 那 么 凸 # 边 形 确实 能 用 不 相交 的 对 角 线 将 它 划 
分 成 这 样 的 三 角形 ， 使 原 多 边 形 的 每 一 个 项 点 是 奇数 个 三 角形 的 顶点 . 


201. 证 明 : 在 所 有 的 凸 四 边 形 中 ， 仅 仅 只 有 平行 四 边 形 具有 这 样 的 性 质 :, 对 所 有 顶点 
来 说 ， 每 个 顶点 到 不 通过 它 的 两 边 的 距离 之 和 相等 . - 

【证 法 1 ] 首先 我 们 证 明 下 面 的 引 理 : 

假设 在 不 大 于 平角 的 角 内 给 定 两 个 点 .每 一 个 点 到 角 的 两 边 距离 之 和 当 且 仅 当 这 两 点 所 
确定 的 直线 和 这 个 角 的 平分 线 垂直 时 相等. | 

假设 了 是 不 大 于 平角 的 和 408 内 的 点 ，4 和 8 是 过 点 了 P 和 人 408 的 平分 线 垂 直 的 
直线 和 和 A088 的 边 的 交点 (图 260 ). 我 们 用 t 表示 线段 4 和 08 的 长 ， 用 4 和 45 表示 点 
P 到 直线 Oh4 和 和 08 的 距离 ， 因 为 人 408 的 面积 等 于 A4OP 和 和 AZ3OP 的 面积 之 和 ， 所 
以 入 40O8 的 面积 的 两 倍 可 表示 成 at 十 bt 二 (4 十 5)t， 这 时 线段 48 上 的 任意 一 点 了 到 
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和 408 的 边 的 距离 之 和 

(P, LAOB)=a+b 
都 等 于 点 4 到 边 08 的 距离 ， 但 射线 O4 上 所 有 的 点 到 角 的 边 08 的 距离 各 不 相同 ， 因 此 ， 
点 了 到 人 408 的 两 边 距离 之 和 等 于 点 Q 到 408 的 两 边 距 离 之 和 当 而 且 仅 当 通 过 点 P 和 
Q 所 作 的 和 <408B 的 平分 线 的 垂 线 和 射线 OA4 相交 于 同一 点 ， 即 线段 PQ 和 4O8 的 平分 
线 垂直 ， 于 是 ， 引 理 得 证 





A 


图 260 图 261 

现在 回 到 本 题 断 言 的 证 明 . 设 483CD 是 满足 本 题 条 件 的 是 四 边 形 ( 即 这 样 的 四 边 形 ， 
它 的 每 一 个 顶点 到 不 通过 它 的 两 边 的 距离 之 和 对 于 所 有 四 个 项 点 都 相等 )， 在 图 261 中 , 我 们 
故意 把 483CD 画 成 不 是 平行 四 边 形 ， 因 为 只 有 当 本 题 断 言 被 证 明了 以 后 , 我 们 才能 说 4BCD 
是 平行 四 边 形 . 

过 点 C 作 一 直线 和 ~ 84D 的 平分 线 垂直 ， 设 这 条 直线 与 直线 4B 和 4D 分别 相 交 于 
点 ££ 和 .过 点 五 作 一 直线 平行 于 4D ， 它 和 直线 DC 相交 于 点 G. 过 点 严 作 一 直线 平 
行 于 483， 它 和 直线 BC 相交 于 点 如 ， 人 CBE 和 人 和 人 CHF 相似 (同样 地 , 人 CGE 和 A 和 ACDF 
相似 )， 因 为 边 C83 和 C 厂 在 一 直线 上 ， 边 CE 和 CF 也 在 一 直线 上 ， 而 BE WFH( 边 CG 
和 CD 以 及 边 CE 和 CF 在 一 直线 上 ， 而 EG WFD).， 由 此 推出 ， 四 边 形 CB8EG 和 CHFD 
相似 ， 于 是 ZCB8G = <CHD， 从 而 直线 8G 和 D 厂 平行 . 

根据 上 面 所 证 明 的 引 理 ，(C，ZLDAB)==(E£，LDAB); 因为 EG WH 4D， 所 以 CE， 
LDAB) 二 (G， 人 LADC), 而 根据 本 题 条 件 ，(C， 人 LDAB)= 二 (B83， 人 ADC), 因 此, (G6,， 
4A4DC)= 二 (8， 人 《ADC). 根据 引 理 ， 这 意味 着 线段 BC 垂直 于 了 上 4DC 的 平分 线 ， 类 似 
地 可 以 证 明 ， 线 段 太 了 垂直 于 人 和 4BC 的 平分 线 . 但 因为 G8 W HD， 所 以 人 《ABC 的 平分 
线 和 人 ADC 的 平分 线 平行 ， 因 此 ， 如 取 一 直线 平行 于 和 48C 和 人 和 ADC 的 平分 线 ， 则 
人 DCB 关于 此 直线 对 称 的 角 之 二 夹 边 分 别 与 < DAB 之 二 夹 边 平行 ,于 是 DCB = 人 DA48B. 
这 样 一 来 ， 在 四 边 形 48CD 中 ， 顶 角 和 4 和 人 C 相等 ， 类 似 地 可 以 证 明 其 它 两 个 顶 角 相等 
因此 ， 四 边 形 483CD 是 平行 四 边 形 . 

不 难看 而， 在 平行 四 边 形 中 ， 任 一 顶点 到 不 通过 它 的 两 边 距 离 之 和 等 于 其 它 任 何 一 个 项 
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点 的 类 似 的 和 . 
【证 法 2 】 如 果 代 替 “ 四 边 形 的 顶点 到 不 通过 它 的 两 边 距 离 之 和 ”， 我 们 来 研究 项 点 到 
四 边 形 的 所 有 四 个 边 的 距离 之 和 ， 本 题 断言 不 变 ， 因 为 项 点 到 通过 它 的 两 边 距离 之 和 等 于 
假设 n 是 垂直 于 半 平 面 的 边界 家 线 的 单位 矢量 (矢量 n 的 方向 指向 半 平 面 的 内 部 ), 4 和 
.8 是 属于 半 平 面 的 点 ，4a 和 6 是 点 4 和 B 到 边界 直线 的 距离 (图 262). 线段 < 和 2 的 长 度 
之 差 可 以 表示 成 数量 积 


2 一 0 一 yn 





的 形式 ， 其 中 ， = 4 启 . 


~ 





, a ， 
图 262 图 263 

假设 n,;，n;，n;，n, 是 分 别 垂 直 于 满足 本 题 条 件 的 四 边 形 各 边 的 单位 矢量 (所 有 的 矢 
量 指向 四 边 形 的 内 部 )， 而 a 和 是 与 四 边 形 的 两 个 相 邻 边 重合 的 矢量 〈 图 263 )， 因 为 矢量 
a 的 始点 到 四 边 形 各 边 的 距离 之 和 等 于 矢量 a 的 终点 到 四 边 形 各 边 的 距离 之 和 ， 所 以 这 两 个 
和 数 之 差 ， 即 矢量 a 的 始点 与 终点 到 四 边 形 各 边 的 距离 之 差 的 和 ,等 于 0. 正 像 上 面 所 说 
的 ， 在 矢量 表示 法 中 ， 这 可 以 写成 下 面 的 形式 

ani;, 十 any 十 an 十 any 一 3(n, 十 hn 十 ny 十 ni) 一 0. 
对 于 矢量 b 也 有 类 似 的 等 式 
bn, 十 n， 十 ny 十 ny) 一 (0. 
于 是 矢量 m 十 n; 十 n; 十 ns 和 两 个 不 平行 的 矢量 a 和 了 垂直 ， 这 只 有 当 
n, 十 my 十 ny， 十 ny 一 0 

时 才 有 可 能 . 

后 一 个 等 式 意味 着 把 矢量 n,，n;，n;，n, 一 个 接 一 个 地 放 时 ， 我 们 得 到 一 个 封闭 的 四 
边 形 ， 因 为 它 的 所 有 边 的 长 都 等 于 1 ， 所 以 ， 所 得 到 的 四 边 形 是 菱形 且 对 边 平行 ， 因 此 ， 由 
于 原来 四 边 形 的 边 和 矢量 n;，n;，n;，ns 垂直 ， 所 以 也 两 两 平行 . 

这 样 一 来 ， 原 来 的 四 边 形 是 平行 四 边 形 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 

在 201 题 中 ， 说 到 四 边 形 的 凸 性 ， 我 们 证 明 ， 凸 性 的 要 求 是 多 余 的 ， 因 为 对 于 非 凸 的 四 
边 形 ， 本 题 条 件 是 不 可 能 实现 的 . 假设 48CD 是 四 边 形 ， 其 顶 角 <C 大 于 平角 ， 过 点 C 作 
一 直线 和 人 DA48 的 平分 线 垂直 ， 这 个 直线 至 少将 四 边 形 的 一 个 顶点 (例如 项 点 8， 如 图 
264 所 示 ) 和 顶点 4 隔 开 ， 因 为 和 DCB 不 是 凸 的 ， 因 而 四 边 形 的 所 有 顶点 不 可 能 在 所 作 的 
直线 的 同一 侧 ， 利用 证 法 1 的 引 理 中 所 用 的 记号 ， 可 以 写 出 不 等 式 (C，~D4B8) < (8， 
LZDAB)， 因 为 不 等 式 的 右边 是 项 点 8 到 人 < DAB 的 边 4D 的 距离 (点 B 到 边 48 的 距离 


* 287 ， 








等 于 0)， 它 小 于 点 8 到 边 4D ，CD 的 距离 之 和 ， 所 以 顶点 8 和 C 不 满足 201 题 的 条 件 . 


Dn 





图 264 


202， 证 明 ， 不 存在 这 样 的 自然 数列 ， 它 的 项 不 都 相等 ， 而 且 从 第 二 项 开始 , 每 一 项 者 
等 于 它 的 前 一 项 和 后 一 项 的 调和 平均 值 ( 数 过 4 和 -叫做 数 a 和 6b 的 调和 平均 值 )、。 


【证 明 】 首先 我 们 注意 到 ， 如 果 疡 是 数 <。，2 的 调和 平均 值 ， 那 么 1/# 是 1/a，172 的 算 
术 平 均值 事实 上 ， 因 为 k==2ab/ (a 二 , 所 以 1/4 一 (1a 十 1%)/2. 这 使 得 我 们 可 以 把 
原 题 的 断言 叙述 成 下 面 的 形式 ， 证 明 ， 不 存在 这 样 的 形 如 1/x 的 无 穷 数列 ， 其 中 x 是 自然 
数 ， 在 这 个 数列 中 ， 不 是 所 有 的 项 都 相等 ， 而 且 从 第 二 项 开始 ， 每 一 项 都 等 于 它 的 前 一 项 和 
后 一 项 的 算术 平均 值 . ， . 

换 句 话说 ， 我 们 断定 ， 从 自然 数 的 倒数 中 不 能 构造 一 个 无 穷 的 等 差 数 列 ， 如 果 它 的 所 有 
的 项 不 彼此 相等 的 话 ， 这 一 断言 的 正确 性 可 如 下 推出 ， 所 有 的 自然 数 的 倒数 包含 在 区 间 [ 0 ， 
也 内 ， 且 不 可 能 是 具有 非 零 的 公差 的 无 穷 等 差 数 列 的 项 ， 因 为 这 个 数列 的 项 的 绝对 值 应 该 
无 限 地 上 升 . 

本 题 中 所 说 的 条 件 “ 在 无 穷 数 列 中 ， 不 是 所 有 的 项 都 相等 ”是 重要 的 ， 只 要 去 掉 这 个 条 
件 ， 例 如 无 穷 序列 1 ，1 ，…， 1 ，… 便 可 作为 与 本 题 断言 相反 的 例子 . 

如 果 用 整数 来 代 莹 本 题 所 说 的 自然 数 ， 那 么 本 题 断 言 仍然 成 立 ， 这 时 ， 在 上 面 所 作 的 证 
明 中 唯一 不 同 的 仅仅 是 将 区 间 C0 ，1) 换 成 区 间 [ 一 1 ， 17. 

如 果 说 的 是 无 穷 的 有 理 数 列 或 者 有 限 的 〈 随 便 多 长 》 自然 数列 ， 本 题 断言 不 再 成 立 。 在 


第 一 种 情形 中 ， 无 穷 的 有 理 数列 1 ， 冯 ， 言 ，…， 证 ，… 可 以 作为 一 个 反例 ， 在 第 二 种 情 
形 中 ， 有 限 的 自然 数列 





可 以 作为 一 个 反例 


203 ， 在 平面 上 给 定 一 直线 ， 半 径 为 n 厘 米 〈x 是 整数 ) 的 圆 以 及 在 圆 内 的 4# 个 长 为 
1 厘米 的 线段 ， 证 明 ， 在 给 定 的 圆 内 可 以 作 一 条 和 给 定 直线 平行 或 垂直 的 弦 ， 它 至 少 和 两 个 
给 定 的 线段 相交 . 

【证 明 】 将 4x 个 线段 中 的 每 一 个 线段 投影 到 给 定 的 直线 (以 后 我 们 规定 把 它 叫做 水 平 
线 ) 上 和 与 它 垂 直 的 直线 〈 竖 直线 ) 上 ， 假 设 a;, ，4，,，…，a4 是 44 个 线段 在 水 平 线 土 的 
投影 的 长 度 ，2&;，b;，…，b4 是 这 些 线段 在 竖 直 线 上 的 投影 的 长 度 ， 本 题 原来 的 断言 与 下 


288 、 





面 的 命题 等 价 ， 在 给 定 的 线段 或 者 对 水 平 线 的 投影 ， 或 者 对 竖 直 线 的 投影 中 ， 至 少 有 两 个 投 
影 有 公共 点 . 

我 们 研究 第 ; 个 线段 ， 它 可 以 表示 为 具有 水 平 直角 边 上 和 坚 让 直角 边 志 的 直角 三 角形 的 
斜 边 (图 265) (在 特殊 情况 下 ， 一 个 直角 边 吕 以 变 成 一 
点 ). 因为 在 非 赔 化 的 三 角形 中 ， 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ， 
所 以 4 十 5 之 1， 此外， 必须 考虑 到 当 被 投影 的 线段 的 
本 身 是 水 平 的 或 坚 直 的 ， 那 么 或 者 4 一 1， 或 者 4 一 1. 
因此 ， 对 任何 一 个 线段 有 不 等 式 外 -~ 

Qi b>1. 
将 这 些 不 等 式 对 所 有 的 线段 (从 1 到 42) 求 和 ， 我 
们 得 到 - 
Sa So 4n. 9 

如 果 任 何 两 个 线段 在 水 平 线 上 的 投影 都 没有 公共 点 ， 几 265 
那么 所 有 的 线段 的 水 平 投影 不 能 把 半径 为 的 给 定 圆 在 水 平 线 上 的 投影 〈 这 个 投影 的 长 度 为 
22) 盖 住 ， 因 此 ， 我 们 所 作 的 这 个 假设 将 导致 不 等 式 

Sa< 2n. 

如 果 任何 两 个 线段 在 竖 直线 上 的 投影 也 没有 公共 点 ， 那 么 所 有 的 线段 的 竖 直 投影 不 能 把 
半径 为 x 的 给 定 圆 在 竖 直 线 上 的 投影 〈 这 个 投影 的 长 度 也 为 22) 盖 住 .因此 

5b,< 2n. 

这 样 一 来 ， 如 果 本 题 断言 不 成 立 ， 那 么 

Sa+ 5b<4n, 
但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 如 象 上 面 所 证 明 的 ， 所 得 到 的 不 等 式 与 本 题 条 件 相 违 . 


204 .我 们 用 任意 的 方法 将 x 个 黑 球 和 个 白 球 排 成 一 排 ， 计 算 在 每 一 个 这 样 的 排列 
中 ， 球 的 颜色 改变 的 次 数 ， 证 明 : 颜色 改变 的 次 数 为 x 一 的 排 法 和 颜色 改变 的 次 数 为 十 
的 排 法 是 一 样 多 的 (0 之 < nn). 

【证 明 】@ 我 们 来 计算 ， 有 多 少 种 方法 可 以 将 “个 白 球 和 x 个 黑 球 排 成 一 排 ,使 颜色 改 
变 的 次 数 等 于 v， 必 须 区 分 两 种 情况 ，v 是 奇数 的 情况 和 wv 是 偶数 的 情况 

第 一 种 情况 ， 假 设 在 排 成 的 一 排 中 ， 颜 色 改 变 的 次 数 等 于 奇数 v 三 24 十 1. 我 们 在 两 个 
相 邻 的 不 同 颜色 的 球 之 间 划 一 小 线 〈 称 之 为 边界 线 ) ,并 把 两 根 相 邻 的 边界 线 之 间 的 同色 球 叫 
做 线段 (这 一 排 堪 右 两 端 最 边 上 的 边界 线 的 左边 和 右边 的 同色 球 也 叫 线段 ). 由 白 球 组 成 的 线 
段 叫做 白 线段 ， 由 黑 球 组 成 的 叫做 黑 线 段 ， 由 于 球 的 颜色 改变 的 次 数 等 于 24 十 1 ， 所 以 边界 
线 的 个 数 也 等 于 24 十 1 ， 于 是 线段 的 个 数 等 于 2a 十 2。 而 且 这 整个 一 排 是 由 a 十 1 个 白 线 段 
和 a 十 1 个 黑 线 段 组 成 的 ， 因 为 这 些 线段 是 黑白 相间 的 ， 如 果 把 所 有 的 白 线 段 挪 到 一 起 〈 线 
段 右 边 的 边界 线 随 同一 块 挪 动 ， 如果 所 得 到 的 一 排 的 最 右 端 有 边界 线 ， 则 把 它 去 掉 ) ,于 是 便 
得 到 由 个 白 球 组 成 的 且 被 2 个 边界 线 隔 开 的 一 排 ， 为 了 得 到 这 一 排 ， 只 要 将 这 个 白 球 排 
成 一 排 ， 在 ?一 1 个 可 划 边 界线 的 位 置 上 划 上 a 个 边界 线 就 行 了 ， 类 似 的 断言 对 于 黑 球 也 是 
成 立 的 ， 即 ， 把 a 十 1 个 黑 线 段 挪 到 一 起 (边界 线 按 上 面 的 办 法 处 理 ) ,我 们 得 到 由 ?个 黑 球 
组 成 的 且 被 a 个 边界 线 隔 开 的 一 排 ， 为 了 得 到 它 ， 只 要 将 x 个 黑 球 排 成 一 排 后 ， 在 nm 一 1 个 

人 @ 本 解答 系 由 中 详 者 据 原 文政 写 的 





* 289 ， 





位 置 上 划 上 ea 个 边界 线 就 行 了 (在 图 266 中, 上面 两 排 对 应 于 2 = 6 ，v = 了 7， 因此 a = 3). 


n=6, vs7, 0:3 N=:6, V4, a:2 
ole elole elo 0 olelole cols ® el0O 0 oole e@ elo 
ololooolo 。 els elele coloooolco eseleeoes 
ooojoloo elselees oolololoo elele olele 
Oo0olelole ojo ole ee eloco olelole elojelo cje 
a) b) 
266 





因此 ， 由 zz 个 白 球 和 4 个 黑 球 所 排 成 的 一 排 得 到 两 个 由 一 1 个 元 素 中 取出 a 个 元 素 的 
组 合 ( 即 在 x 一 1 个 位 置 上 划 上 a 个 边界 线 ). 但 是 由 不 同 的 排 法 所 得 到 的 所 有 组 合 对 并 不 是 
都 不 相同 的 ， 在 两 个 排 法 中 ， 若 白 线段 和 黑 线段 的 长 度 都 分 别 相 同 ， 不 过 一 种 排 法 是 以 白 线 
段 开 始 ， 而 另 一 种 排 法 是 以 黑 线 段 开 始 ， 那 么 由 这 两 种 排 法 得 到 同样 的 一 对 组 合 . 

反之 ， 对 于 任何 一 对 由 x 一 1 个 元 素 中 取出 a 个 元 素 的 组 合 ， 可 以 得 到 把 % 个 白 球 入 
个 黑 球 分 成 十 1 个 线段 的 一 种 分 法 ， 把 它们 相 疗 地 排 成 一 排 ， 我 们 便 得 到 有 个 白 球 入 个 
黑 球 排 成 的 一 排 ， 且 球 的 颜色 改变 的 次 数 等 于 v= 二 24 十 1. 对 于 同一 对 组 合 ， 我 们 可 以 得 到 
两 种 排 法 ， 一 种 以 黑 线段 开始 ， 另 一 种 以 白 线 段 开 始 . 

这 样 一 来 ， 球 的 颜色 改变 次 数 为 v 二 24 十 1 的 排 法 的 个 数 是 从 一 1 个 元 素 中 取出 a 个 
元 素 的 一 对 组 合 的 个 数 的 两 倍 ， 即 等 于 

2(C )” 

如 果 本 题 条 件 中 所 说 的 数 n 一 是 奇数 ， 那 么 x 二 也 是 奇数 ， 因 为 x 二 二 (4y 一 k) 十 2k. 
将 上 面 的 讨论 用 到 由 zr 个 白 球 和 个 黑 球 排 成 的 且 颜 色 改 变 的 次 数 为 x 一 的 排 法 和 由 
n 个 白 球 和 xn 个 黑 球 排 成 的 但 颜色 改变 的 次 数 为 n 十 的 排 法 .于 是 前 一 种 排 法 的 个 数 等 于 

2 (Ct_1)7, 
这 里 的 a 满足 关系 式 % 一 k= 二 24 十 1 ， 而 后 一 种 排 法 的 个 数 等 于 
2 (Ct_; ) 2 
这 里 的 5 满足 关系 式 # 十 ==25 十 1. 由 于 4 十 5 二 4 一 1 以 及 二 项 式 系数 的 性 质 Ct:== Cx 下 见 
8 5), 所 以 | 
CC 
由 此 推出 所 要 证 明 的 断言 . 

于 是 ， 当 一 是 奇数 时 ， 本 题 断言 成 立 . 

第 二 种 情况 . 假 没 wv 是 偶数 (v =22). 如 同 前 一 种 情况 那样 ， 我 们 来 研究 边界 线 把 x 个 
白 球 和 x 个 黑 球 的 一 排 分 成 的 同色 线段 ， 这 一 次 ， 线 段 的 个 数 等 于 24 二 1 . 如 果 这 一 排 是 以 
白 线段 开始 ， 那 么 它 由 a 性 1 个 白 线段 和 a 个 黑 线 段 组 成 ， 以 黑 线 段 开 始 的 排 法 可 以 不 研 
究 ,， "因为 它 总 可 以 化 到 前 一 种 情形 (以 白 线段 开始 的 排 法 ) ,只 要 把 所 有 的 白 球 涂 成 黑 球 ， 把 
虚 球 涂 成 白 球 就 行 了 .把 所 有 a 十 1 个 白 线段 挪 到 一 起 ， 所 有 a 个 黑 线 段 也 挪 到 一 起 ， 我 们 
得 到 两 个 “半截” 的 排队 . # 个 白 球 的 一 排 被 a 个 边界 线 隔 开 ， 这 4 个 边界 线 可 以 划 在 4 一 1 
个 位 给 上 ，z 个 黑 球 的 一 排 被 4 一 1. 个 边界 线 隔 开 ,这 4 一 1 个 边界 线 可 以 划 在 7 一 1 个 位 置 
上 在 图 266. 5 中， 上 面 两 排 对 应 于 n 二 6,，v 二 4， 因此 a= 2). 
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对 于 是 偶数 的 情况 也 同样 可 以 断定 ， 由 个 白 球 和 个 黑 球 排 成 的 一 排 ， 其 颜色 改变 
次 数 为 v 二 24 的 排 法 个 数 等 于 组 合 对 一 一 其 中 一 个 是 由 一 1 个 元 素 中 取 a 个 元 素 的 组 合 ， 
一 个 是 册子 一 工 个 元 素 中 取 a 一 1 个 元 素 的 组 合 一 一 的 个 数 ， 在 这 一 次 ， 把 x 个 白 球 和 个 
黑 球 组 成 的 一 排 分 成 线段 时 ， 其 分 法 和 组 合 对 的 个 数 是 一 一 对 应 的 ， 因 为 第 一 个 线段 的 颜色 
不 能 用 两 种 办 法 来 选取 ， 例 如 ， 如 果 白 线段 的 个 数 比 黑 线 段 的 个 数 多 1 个 ， 那 么 这 一 排 应 该 
从 白 线 段 开始 . 

于 是 ， 由 个 白 球 和 x 个 黑 球 排 成 的 队 ， 其 颜色 改变 的 次 数 等 于 v= 二 24 的 排 法 的 个 数 
等 于 











2C CT ， 
其 中 的 系数 2 是 这 样 得 来 的 ， 因 为 白 球 的 集合 和 黑 球 的 集合 是 “平等 的 ” (到 底 是 由 娜 一 个 
集合 的 元 素 构 成 a 十 1 个 线段 和 由 哪 一 个 集合 的 元 素 构 成 a 个 线段 是 一 样 的 ). 
如 果 n 一 k= 二 2a， 那 么 4 十 k 也 是 偶数 , 设 2 十 上 =22. 因此 , 颜色 改变 的 次 数 为 nn 十 8 的 
排 法 的 个 数 等 于 
2 Cr Co-! 
因为 2 十 2 一 2， 所 以 由 上 面 提 到 的 二 项 式 系数 的 性 质 有 
Ci 一 CA ， Co 了 一 Coy， 
这 就 证 明 了 本 题 断 言 对 于 v 是 偶数 的 情况 也 成 立 . 


205 ,假设 > 是 整数 ， 证 明 ， 如 果 
2 十 2wW2822? 十 ] 
是 整数 ， 那 么 它 是 完全 平方 . 
【证 明 】 假设 m= 2 十 2 V28n? 十 1 是 整数 ， 这 时 
14284 二 1) 二 (mm 一 2) 二 mi 一 4m 十 4， 
由 此 看 出 ，m? 是 侦 数 ， 因 而 mr 也 是 偶数 ， 设 m= 二 2m, ， 我 们 得 到 
2822 一 7 一 270 
又 因为 mj 也 是 偶数 ,， 设 m= 二 2mj 二 4k， 那 么 
7n7 二 有 一 不. (1) 
我 们 将 上 和 一 1 分解 成 标准 分 解 式 (8 7) | 
k—1=7g7F es ga:. (2) 
因为 和 一 1 是 互 素 的 (823) ,所 以 或 者 qo 为 0 ,或 者 Bo 为 0, 且 Pj; 中 的 任何 一 个 都 不 
和 9, 中 的 任 一 个 相同 ， 由 (1 ) 推 出 , 数 除 7 以 外 的 素 因 子 只 能 是 六 或 9: 
7 一 7 ”pr pr ge qe. . (3) 
将 C2) ,43) 代 入 (1)， 我 们 得 到 
7 0 pFrl ee. p27’ gf Te:. 92 一 7 tbo pri pr' gf ge, 
根据 标准 分 解 式 的 唯一 性 (§ 7) ， 有 
co 十 D 一 2M 十 1 a=2yi, i221; p=26,;,， J 之 1. 
这 磋 一 来 、 除 7 以 外 ， 包 含 在 数 和 一 1 的 分 解 式 中 的 素数 的 指数 都 是 偶数 ， 且 或 者 wo 一 
二 ?Ys 二 1,r 二 0， 或 者 ww 二 0，Bo 一 27Ys 十 1， 在 第 一 种 情况 ,一 1 是 完全 平方 ， 而 等 
于 7 乘 以 一 个 完全 平方 ， 在 第 二 种 情况 ， 正 好 相反 : 
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a) k=7A’, ,8) k= 42， 
有 一 1 一 了 3?， 有 一 1 一 7B?， 
其 中 4 和 8 是 某 个 整数 . 
由 情况 5) 可 得 到 m 二 4 二 (24)’， 因 此 本 题 断 言 成 立 ， 我 们 来 证 明 情 况 e) 是 不 可 能 
的 . 设 8 二 7B8, 二 r+， 其 中 7 二 0,1,…, 6.， 这 时 
74—1=kEk—1=(7B+r)=49Bi+14Br+i+r’, 
由 此 推出 r=7c 一 1, 这 里 < 是 整数 ， 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 r? 二 0,1,4,9,16,25,36, 所 以 x? 
的 每 一 个 数 都 不 具有 上 面 所 说 的 形式 . 
自然 产生 一 个 问题 ， 是 否 存在 2 寺 0 使 闫 = 2 十 2 V28z 十 1 为 整数 ? 回答 是 肯定 的 . 把 
二 项 式 (127 十 24W 28) “的 展开 式 中 的 偶数 项 和 奇数 项 放 在 一 起 : | 
(127 十 24W 28)*= a + ni 28. 
不 难看 出 
(127 —24 28) “= a — nw 28. 
将 上 二 式 左 右 两 边 相 乘 ， 得 到 
af— 28n8= (127’—247. 28) 一 (16129 一 16128) “= 1. 
由 此 得 出 
M 一 2 十 2W287H2 十 1 一 2 十 24w 
是 整数 这样 一 来 ， 我 们 得 到 无 穷 多 个 满足 本 题 条 件 的 数 . 
还 可 指出 ， 方 程 
Xx’—28y’= 1 
叫做 贝尔 C(Pe11) 方 程 . 这 个 方程 的 正 整数 解 正 好 就 是 按 上 面 所 说 的 办 法 求 出 的 数 对 (ax， 
Ap) . 解决 这 个 问题 的 关键 是 等 式 127 +24V 38= (8 二 3wW 了 )2 (在 数论 的 教 本 中 可 以 找到 详 
细 的 叙述 . ) . | 


“206 ; 证 明 ， 如 果 a,b,c 是 三 角形 的 边 长 ，a, 8,Y 是 它们 所 对 的 角 ， 且 
a(l ~—2cC0sa)+b(1~2c0s8)+ce(l1—2c0sy)= 0,， 
那么 三 角形 是 等 边 三 角形 . 
【证 明 】 假 设 R 是 外 接 圆 半径 . 根据 正 弘 定理 a =2 Rsing ,b==2RSinB ,c= 二 2Rsiny , 那 
么 本 题 条 件 中 所 说 的 等 式 可 以 变 为 
sing (1 —2cCosa)+ sing (1 ~2c0s8)+ siny (1 一 2cosy) 一 0， 
或 者 
sina + sing + siny = sin2a + sin28 + sin27y. C1) 
因为 a, 6, 7 是 三 角形 的 角 ， 所 以 a 十 B+y=x 和 2a 十 28 二 2y 二 92x. 利用 这 个 关系 
式 ， 将 等 式 (1 ) 的 左右 两 边 分 别 变换 


sing + sinf 十 siny = (sina + sing )+ sin [x —(a + 
= (sinag + sinp) + sin(g+ 有 8) 二 


=2sin Fh cose Th +2sin® yb cose +p8 
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=2sin 和 二 6( cos Feteoss6)= 





=4sin( 于 一 学 ) COS cosh =4cosF cosf cosy, 


sin2w 十 Sin26 + sin2y = (sin2a + sin2p) + sin2y= 
=2sin(a+pB)cos(a— BB)+ sin2y= 
=2siny cos(a — 8)+2siny cosy= 


=2siny (SosCa 一 JB) 十 cosy | 一 


一 2sin7y cosa 一 CCB) 一 cos(Ca 十 + = 


=4sina sinpgsiny. 
将 角 a, 6,7 中 的 每 一 个 表示 成 半角 的 二 倍 的 形式 ， 得 到 


。 。 。 a DY a pb 
4sinasinBsiny =4 XxX8sin 7 sin 了 Sin 5 COS 2 COS 5 COS 





因为 全 ， 号 ， 坟 是 锐角 ， 所 以 cos 绊 cos 人 cos 考 二 0 且 等 式 (1) 变 成 


工 一 sinasinCsinX 
可 一 Sin7 sins sin-y. (2) 


我 们 把 关系 式 ( 2 ) 看 作 是 任 一 个 半角 的 正弦 的 方程 ,例如 ,看 作 是 关于 sin 疼 的 方程 .为 
此 ， 将 关系 式 (2 ) 的 右边 用 下 面 的 方式 变换 ; 
sing sinsin = 去 (sos < Fe —cose 二 6)sin 池 一 





2 


一 (cos< 了 Sin 性 )sin 子 ， 
我 们 看 到 ， 我 们 所 选取 的 半角 的 正弦 满足 二 次 方程 

sin? 才 一 cos 芭 了 Csin 考 二 于 一 0. (3) 
这 个 方程 的 根 应 该 是 实数 ， 因 此 它 的 判别 式 


co se apB.. 








为 非 负 的 ， 人 不 人 |， 所 以 方程 ( 3 ) 的 判别 式 只 能 等 于 0: 


cos’2 56= 1 ， 





由 此 得 出 a 二 86， 这 意味 着 方程 (3 ) 有 重 根 
sin 闻 一方 


» 


它 对 应 着 yY 二 /3， 于 是 “一 6 一 z/3. 这 样 一 来 ， 所 研究 的 三 角形 是 等 角 的 ,从 而 是 等 边 的 ， 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 
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不 难看 出 ， 对 任意 的 三 角形 ， 半 角 正 弦 的 乘积 满足 不 等 式 
也 


sn sin Sn 


事实 上 ， 如 果 
Bi YX 


.YY : 
Sin 3- Sin -3 sin 5 =7, 


那么 sin 志 满 足 二 次 方程 











sin? 广 一 cos 避 了 sin 广 十 2p=0， . 
它 的 判别 式 
Cos ee) —8p 
应 该 是 非 负 的 ， 因 此 
cos: < >82, 


由 此 推出 p< 去 《比较 11 题 证 法 3 和 $43. 2)). 
这 样 一 来 ， 半 角 的 正弦 的 乘积 当 三 角形 是 等 边 的 时 候 达 到 最 大 值 ， 


207 ， 在 象棋 盘 的 所 有 方 格 上 放 上 小 立方 体 . 小 立方 体 的 界面 和 象棋 盘 的 方 格 全 等 将 
所 有 的 立方 体 的 一 面 涂 成 黑色 .， 要求 转动 这 些 立 方 体 使 得 所 有 的 黑色 面 都 朝 上 . 证 明 : 这 个 
要 求 可 以 这 样 做 到 ， 如 果 不 许 个 别 转动 单个 的 立方 体 ， 而 只 许 将 一 行 或 一 列 的 所 有 立方 体 一 
起 转动 . 

【证 明 】 我 们 利用 通常 的 象棋 记号 并 用 a, 5，c,… ,来 表示 坚 直 的 列 ， 用 1, 2,…,， 8 
来 表示 水 平 的 行 。 例 如 立方 体 al 放 在 第 一 行 最 左边 的 位 置 上 ， 等 等 . 

任何 一 个 立方 体 的 黑 面 可 以 朝向 六 个 方向 中 的 一 个 :“ 左 ”,“ 右 ”, “上”, “下 ”, “前 ”, “后 ”. 
例如 ， 对 于 立方 体 妇 来 说 , 它 的 黑 面向 “ 左 ”， 那 么 它 的 黑 面 和 立方 体 2 相 邻 , 若 向 " 右 ”， 
则 和 c2 相 邻 , 车 向 “前 ”， 则 和 83 相 邻 , 若 向 “后 ”， 则 和 红 相 邻 . 

我 们 的 目的 是 要 把 所 有 的 立方 体 的 黑 面 都 转 到 向 “上 ”. 

首先 我 们 来 看 立方 体 al .转动 <“ 列 和 工行， 可 使 cl 的 黑 面向 “前 ”. 这 时 任意 转动 a 
列 ，a 列 的 立方 体 朝 “前 ”的 面 总 是 不 变 的 . 因此 ， 转动 < 列 和 2 行 ， 可 以 使 2 的 黑 面向 
“前 ”， 然 后 转动 4 列 (立方 体 d1 和 42 的 黑 面 这 时 将 仍然 保持 向 “前 ”! ) 和 3 行 ， 使 立 
方 体 23 的 黑 面向 “前 ”， 等 等 . 

当 芯 方 体 a1 一 a8 的 黑 面 者 向 “前 ”时 ， 我 们 转动 1 一 8 行 , 使 它们 都 向 “上 ”， 然 后 再 
转动 a 列 ， 使 它们 都 向 “ 左 ”. 此 后 a 列 不 再 转动 了 ， 当 转动 其 它 的 列 和 行 时 ，a4 列 所 有 立 
六 体 站 时而 的 王 轩 及 不 政权 

对 列 8，c，…， 的 立方 体 同样 处 理 . 

. 汉 所 有 的 立方 体 的 轩 面 者 间 “ 左 ” 时 , 我们 再 将 a 到 h 所 有 的 列 转 动 90” ,从 而 使 所 有 的 
黑 面 都 向 “上 ” 
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208 ， 在 平面 上 的 〈 自 不 相交 的 ) ” 边 形 中 ， 锐 角 最 多 有 多 少 个 ? 
【 解 】 假 设 是 x 边 形 中 锐角 的 个 数 . 因为 任何 一 个 锐角 都 小 于 90", 所 以 n 边 形 的 锐角 
之 和 小 于 kx 90". 对 于 z 边 形 其 它 的 角 ， 我 们 只 知道 它们 之 中 的 每 一 个 都 小 于 360" ， 这 样 一 
来 ，n 边 形 的 所 有 内 角 之 和 小 于 
kx 90°+ (n—hA X360°=nxX 360°— EX 270°. 
另 一 方面 ， 我 们 知道 上 边 形 的 内 和 角 之 和 等 于 (2 一 2) x 180*， 因 此 
(2 一 2) x 180°< nx 360°— Ex 270°, 





由 此 得 出 
3k<2n+4. 
因为 这 个 不 等 式 的 左右 两 边 都 是 整数 ， 所 以 
3k<2N+3, 
由 此 得 出 
2n 
P< -全 十 1 
于 是 ， 我 们 得 到 ; 平面 x 边 形 可 以 包含 有 不 多 于 
[每 |+1 





个 锐 内 角 (记号 [ ] 表示 整数 部 分 ， 即 不 超过 给 定数 的 最 大 整数 ) . 
我 们 来 证 明 ， 所 得 到 的 对 于 锐角 个 数 的 估计 式 是 精确 的 ， 可 以 作出 一 个 平面 x 边 形 ， 它 


的 锐 内 角 的 个 数 等 于 | -经 -|+ 1 





首先 我 们 研究 ”能 被 3 整除 的 情况 (z 一 3r)， 这 时 | - 刍 - |+1=27+1. 


我 们 来 研究 圆 的 一 个 扇形 ， 其 张 开 的 角度 为 860" 假设 已 是 它 的 顶点 ， 4 和 8 是 圆 弧 的 两 
个 端点 ， 将 弧 48 用 点 Ci,， Cz，…， Cz,_2 分 成 27 一 1 等 分 .我 们 用 8, 来 表示 AC2 PC， 的 
重心 (一 1，2，…，7 一 上) ， 通过 点 S, 作 一 直线 和 线段 PC2 -平行 (图 267). 假设 站 -是 所 





267 


作 的 直线 和 线段 CsCz-1 (点 Co 和 4 重合 ) 的 延长 线 的 交点 . 用 刀 : 表 示 过 点 8 且 和 线段 
PCz 平 行 的 直线 和 线段 CzCzwi (点 Cz,-: 和 8 重合 ) 的 延长 线 的 交点 . 现在 我 们 研究 下 面 的 
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多 边 形 ==PAD151D2D352D4… Dz 1S DaDariSi'' Dz, D2-z2B (图 268). 在 这 个 多 边 





图 268 
形 中 ， 有 37 个 顶点 和 2zr 十 1 个 锐角 ， 这 些 锐角 的 顶点 是 己 ， A， Dj, 站 "yy D;,_2，, B. 事实 
上， 人 APB8 一 60"，LPAD, 作 为 等 腰 三 角形 的 底 角 是 锐角 ， 和 4D15,= 人 PC14= 人 PAD,， 
因为 和 <A4D,5, 和 PC,4 的 两 组 边 分 别 平行 . 同 理 可 证 多 边 形 三 其 它 的 那些 顶 角 也 是 锐角 . 


现在 我 们 研究 当 # 被 3 除 余 1 的 情况 ， 即 zx 一 3r 十 1， 这 时 | 名- ]+1=2r 十 1. 由 上 可 


知 ， 我 们 可 以 作出 一 个 37 边 形 ， 它 的 锐 内 角 有 27 十 1 个 . 我 们 研究 原来 所 作 的 多 边 形 ， 我 
们 在 边 4P 的 中 垂 线 上 取 一 点 Q， 使 点 Q@ 在 APAC, 内 ， 这 时 LQAC,< 之 LPAC,，LQPB< 
和 4PB， 因 为 <PAC, 和 人 APB 是 锐角 ， 所 以 LQAC, 和 LQPB 是 锐角 . 因此 , 当 用 折线 
4QP 代 替 多 边 形 荆 的 边 4P 时 ， 所 得 到 的 多 边 形 5 有 37 十 1 个 顶点 和 27 十 1 个 锐 内 角 (图 
269). 

最 后 ， 我 们 研究 当 = 被 3 除 余 2 的 情况 ， 
即 z=3z 十 ?3， 我们 又 来 研究 3r 边 形 5s， 将 边 
PA 和 PB 分 成 三 等 分 . 设 Q, 和 Qs 是 靠近 顶 
点 己 的 分 点 ， 且 分 别 在 边 4P 和 P38 上 ， 而 P， 
是 顶点 书 关 于 直线 QQ: 的 对 称 点 ， 这 时 用 折 
线 4Q)P,Q:B3 来 代替 多 边 形 荆 的 边 4P，PB， 
所 得 到 的 多 边 形 ”有 3r 十 ?个 顶点 和 2r 十 2 二 图 269 











| 多 |+ 工 个 锐 内 角 ， 因为 <83QzP 二 <P1Q14= 二 60"， 所 以 是 锐角 (图 270). 


我 们 让 读者 独自 去 证 明 ， 我 们 所 作 的 多 边 形 Z， 5 ;3” 是 自 不 相交 的 . 也 
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209.， 从 罗 托 @ 中 抽出 五 个 号 码 牌 ， 其 中 
至 少 有 两 个 是 连续 的 整数 〈 即 彼此 相差 数 1 ) 
的 概率 是 多 少 ?@ 

【 解 】 设 是 所 要 求 的 概率 ，& 是 从 前 90 
个 自然 数 中 取出 5 个 自然 数 ， 使 其 中 任何 两 个 
数 之 差 大 于 1 的 方法 的 总 个 数 . 因为 从 90 个 数 
中 取出 5 个 数 可 有 C5 和 种 方法 ， 所 以 





p=1 一 让 图 270 
于 是 假若 我 们 求 出 了 数 &， 那 么 原 题 便 解 决 了 . 
我 们 来 研究 5 个 编号 ， 它 们 之 中 任何 两 个 都 不 是 连续 的 ， 
1<a<b<c<d<e< 90. 
这 时 ， 所 有 的 数 
a, b—1, c—2, 4—3, e—4 
， 都 不 相同 且 仅 能 从 1 到 86 的 范围 内 取 值 . 反之 ， 任 何 一 组 数 
. 1<a’ <b <e’ <d’ <e <86 
都 可 以 和 五 个 编号 
a’,，b 二 1, Cc 十 2，d’ 十 3，e’ 十 4 : 
相对 应 ， 它 们 之 中 的 每 一 个 数 都 包含 在 1 到 90 的 范围 内 ， 且 数 a，8’ 十 1，c 十 2，d’ 十 3， 
e 十 4 之 中 任何 两 个 数 都 不 是 连续 的 自然 数 . 因此 ， 数 等 于 由 前 86 个 自然 数 中 取出 5 个 数 
的 方法 个 数 ， 即 
k=Ci. 
这 样 一 来 ， 
p=-1- 人 E 芋 1 一 -如 又 姜文 隐 及 让- 一 0.2… 





210.， 给 定 ”个 点 ， 其 中 任何 三 点 都 不 在 一 直线 上 . 将 这 些 点 两 两 连接 成 线段 .将 其 中 
若干 线段 涂 成 红 的 ， 若 干线 段 涂 成 兰 的 ， 和 使 得 从 任何 一 点 走 到 另外 任何 一 点 ， 仅 仅 只 要 沿 着 
涂 了 颜色 的 线段 走 就 行 了 ， 而 且 这 种 路 径 是 唯一 的 . 证 明 : 在 这 些 线段 中 ， 没 有 涂 色 的 线段 
可 以 涂 成 红 的 或 兰 的 ， 使 得 以 给 定点 为 项 点 的 任 一 三 角形 的 红 边 有 奇数 个 . 

【证 明 】 我 们 规定 已 经 涂 色 的 线段 不 得 再 改 涂 成 其 它 颜色 ， 假 设 48 是 一 线段 ， 其 端点 
和 给 定 的 了 个 点 中 的 两 个 点 相 重 合 ， 且 它 还 没有 涂 色 . 根据 本 题 条 件 ， 有 一 条 且 仅 有 一 条 折 
线 从 4 到 8， 且 这 个 折线 的 每 一 段 都 是 涂 了 凑 色 的 .我们 用 Vs 来 表示 这 个 折线 ， 我 们 将 线 
段 48 

涂 成 兰 色 ， 如 果 折 线 了 se 有 奇数 个 兰 色 线 段 ， 

涂 成 红色 ， 如 果 折 线 了 4 是 偶数 个 兰 色 线 段 
(我 们 注意 ，“ 选 色 规则 ”在 线段 48 已 经 涂 色 的 情况 下 仍然 有 效 . ) 

人 @ 罗 托 ， 一 种 赌博 ， 由 和 袋 中 取出 有 号 码 的 牌子 置 于 本 人 于 中 纸板 上 的 相同 号 码 上 ， 以 先 摆 满 纸牌 号 

码 者 为 胜 ， 亦 用 作 教 育 性 游戏 ,但 号 码 牌 改 为 图 画 . 一 一 中 译 者 注 . 

@@ 罗 托 的 号 码 牌 的 编号 是 从 1 到 90 ， 一 一 俄 译 者 注 . 
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我 们 证 明 ， 选 色 规则 满足 本 题 条 件 ， 假 设 48C 是 任何 一 个 三 角形 ， 它 的 顶点 和 三 个 给 
定 的 点 重合 . 

首先 ,对 于 顶点 4, 8, C 可 以 添加 这 样 一 个 点 D， 
从 点 DD 沿 着 原来 涂 了 色 的 线段 走 到 点 4, B,C 的 折线 


(点 万 可 能 和 和 A 48C 的 一 个 顶点 重合 ， 例 如 和 顶点 4 
重合 ， 在 这 种 情况 下 ， 折 线 Vs4 由 唯一 的 一 个 点 组 成 )， 
事实 上 ， 我 们 来 研究 从 点 4 到 5 的 原来 涂 色 的 折线 V4. 
从 顶点 C 出 发 沿 着 折线 re, 往 顶 点 4 走 ,我 们 早晚 总 会 图 271 
到 达 折 线 了 的 某 一 个 点 D，( 如 果 顶 点 C 属于 折线 Vs， 那么 D 二 C. 当然 点 万 也 可 能 和 
点 4 或 点 8 重合 . ) 不 难看 出 ,所 得 到 的 点 刀具 有 上 面 所 说 的 性 质 (图 271) 

假设 x 是 折线 es 和 Vos 中 兰 色 线段 的 个 数 ,y 是 折线 Fos 和 Foc 中 兰 色 线 段 的 个 数 ，z 是 
折线 roc 和 Vo4 中 兰 色 线段 的 个 数 . 这 时 根据 选 色 规则 ， 在 线段 48，BC，4C 中 , 涂 成 兰 色 
的 个 数 和 x,y,z 中 奇数 的 个 数 相同 ， 

因为 和 xz 十 y 十 z 是 偶数 在 计算 和 数 时 ， 折 线 Vo4, Vos, Yoc 的 兰 色 线 段 都 算 了 两 
次 ), 所 以 A 4BC 的 边 涂 成 兰 色 的 有 偶数 个 ， 这 就 证 明了 本 题 的 断言 








211 .一 条 直线 和 三 角形 48C 的 边 48 交 于 点 C1,， 和 边 4C 交 于 点 8;,， 和 边 8C 的 延 
长 线 交 于 点 4 假设 Ci 起 点 Ci 关于 边 
48 的 中 点 的 对 称 点 , 8, 是 点 B, 关 于 边 
4C 的 中 点 的 对 称 点 ， 4; 是 直线 8,C， 
和 BC 的 交点 ， 证明; 

sin(/ BAC)' sin( /CAB) 一 

= BC: BiC,. 

【证 阴 】 过 顶点 4 作 和 AB8C 的 高 . 

设 B/, Bf ,Cl, Ci 是 由 点 B, Bj, CGC,C; 
5 4 所 作 的 垂直 于 这 个 高 的 垂 线 的 冬 足 ， 连 

图 272 接 边 4B 和 4C 的 中 点 的 线段 和 边 BC 
平行 ， 故 与 BC 上 的 高 垂直 ， 设 中 点 连 线 与 高 相交 于 F (图 272)， 线段 81C! 和 BC; 关于 点 
F' 是 对 称 的 ， 因 而 相等 〈 且 指向 相反 ). 

LB1B1C1 和 BihC， 以 及 LCsCsBs 和 LCzhsB 的 夹 边 是 平行 的 ， 因 此 角 的 正 纺 相等 : 











A 8 








. _ ， _ B/C! 
Sn(ZBAC)=Sn(Z BBC) -BE ， 
1 1 
了 / 
sin( /CAB) = sin( /CIC,B) = a - 
2 


由 于 B81C! 二 CIBl， 所 以 
sin(/ BAC)' sin( /CA3B) = BC B,C,, 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 
在 所 作 的 证 明 中 ， 任 何 一 个 地 方 也 没有 用 到 8, 和 8,，C, 和 Cs; 属于 和信 4BC 的 相应 的 边 ， 
而 仅仅 只 要 它们 在 高 上 的 投影 关于 点 F 是 对 称 的 . 
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此 外 ， 可 以 去 掉 直线 B:C: 和 8C 相交 这 个 条 件 ， 因 为 这 可 由 直线 8,C; 和 BC 相交 推出 . 
事实 上 ， 在 上 面 所 作 的 证 明 中 ， 直 线 BC 和 BC 相交 意味 着 Bf 和 Ci 不 重合 ， 因 而 点 Bs C2 
不 重合 ， 这 样 一 来 ， 直 线 B.C; 和 BC 不 平行 . 


212 ， 在 平面 上 给 定 22 个 点 ， 其 中 任何 三 点 都 不 在 一 直线 上 . 证 明 ; 它们 可 以 这 样 分 成 
对 ， 使 得 连接 每 一 对 的 两 个 点 所 得 到 的 线段 至 少 交 于 5 个 点 . 

【证 明 】 我 们 利用 如 下 事实 : 如 果 在 平面 上 给 定 了 5 个 点 ， 其 中 任意 三 点 都 不 在 一 直线 
上 上， 那么 从 这 5 个 点 中 总 可 以 挑选 出 4 个 点 ， 这 4 个 点 能 构成 一 凸 四 边 形 

事实 上 ， 如 果 5 个 给 定点 的 西 包 具 有 五 边 形 的 形状 ， 那 么 任意 四 个 给 定点 都 可 构成 一 个 
了 凸 四 边 形 . 

如 果 5 个 给 定点 的 凸 包 具 有 四 边 形 的 形状 ( 它 的 内 部 还 有 一 个 给 定点 ) ,那么 我 们 就 取 这 
四 个 “外 面 的 ”点 ， 显 然 ， 我 们 得 到 一 个 凸 四 边 形 ， 它 和 给 定点 的 凸 包 重 合 ， 

如 果 5 个 给 定点 的 凸 包 具 有 三 角形 的 形状 ， 那 么 通过 位 
于 三 角形 内 的 两 个 给 定点 作 直线 (图 273)， 这 条 直线 和 三 角 
形 的 两 边 相交 于 内 点 ， 因 为 如 果 它 通过 三 角形 的 某 一 顶点 ， 
那么 这 三 个 给 定点 便 在 一 直线 上 了 ， 与 本 题 条件 相 违 . 

将 三 角形 内 的 两 点 和 第 三 边 的 端点 彼此 连接 起 来 ， 我 们 
得 到 一 个 凸 四 边 形 . | 

现在 我 们 来 证 明 212 题 . 

首先 我 们 指出 ， 如 果 4 个 点 是 凸 四 边 形 的 项 点， 那么 这 
个 四 边 形 的 对 角 线 是 以 给 定点 为 端点 的 两 个 相交 的 线段 . 图 273 . - 

其 次 ， 我 们 作 一 直线 w， 它 和 给 定点 中 任意 一 对 点 所 确定 的 直线 都 不 平行 ， 这 样 的 直线 
是 存在 的 ， 因 为 从 有 限 多 个 点 中 只 能 取出 有 限 多 个 点 对 ， 因 而 它们 只 能 确定 有 限 条 直线 ， 开 
始 的 时 候 ， 我 们 使 所 有 22 个 点 都 在 直线 e (或 与 它 平 行 的 直线 ) 的 同一 人 出， 然后 将 这 条 直线 往 
给 定点 平行 移动 ， 用 这 种 方法 依次 作出 直线 ee es, er 使 得 这 些 直线 不 通过 任何 给 定点 ， 而 
且 在 e 和 e: 之 间 有 5 个 给 定点 ， 在 e 和 e;,e; 和 6 ,el 和 6; 之 间 各 有 4 个 给 定点 , 在 e; 的 另 一 
侧 有 5 个 给 定点 . 

在 位 于 ”和 ez: 之 间 的 5 个 给 定点 中 ， 可 以 挑选 出 4 个 点 ， 它 们 可 构成 一 凸 四 边 形 ， 因 此 





”它们 是 两 个 相交 线段 的 端点 ， 此 外 ， 还 剩 下 一 个 点 ， 将 剩 下 的 这 个 点 和 位 于 e 与 “之 间 的 4 


个 给 定点 算 作 一 起 ， 我 们 又 可 以 从 这 5 个 点 中 挑选 出 两 个 相交 线段 的 4 个 端点 ， 每 次 将 剩 下 
的 点 和 后 面 的 点 算 作 一 起 ， 我 们 就 可 以 作 相 交 的 线段 .只 要 给 定点 没有 取 完 ， 这 个 过 程 就 可 
以 继续 做 下 去 . : 

总 共 我 们 可 以 作 5 对 线段 .根据 作法 ， 每 一 对 线段 都 是 相交 的 ， 且 任何 两 个 线段 都 没有 
公共 端点 ， 所 有 的 交点 都 是 不 同 的 ， 因 为 在 两 个 相交 线段 的 4 个 端点 中 ， 至 少 有 3 个 点 在 两 
条 相 邻 的 直线 之 间 ， 因 此 ， 至 少 有 一 个 线段 的 两 个 端点 都 落 在 这 两 条 平行 的 直线 之 间 ， 于 是 
这 个 线段 所 有 的 内 点 《包括 交点 在 内 ) 也 在 这 两 条 平行 直线 之 间 ， 这 样 一 来 ， 所 有 线段 对 的 
交点 都 被 这 些 直线 彼此 隔 开 了 . 四 

于 是 ， 本 题 断言 获 证 . 

原 题 可 作 如 下 的 推广 : 

假设 在 平面 上 给 定 了 42 十 1 个 点 ， 其 中 任意 3 点 都 不 在 一 直线 上 . 


- 
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证 明 ， 它们 可 以 分 成 这 样 的 对 〈 当 然 会 剩 下 一 个 点 ) ,使 得 连接 每 一 对 的 两 个 点 的 线段 至 





213 .有 30 个 贮 钱 匣 ， 每 一 个 贮 钱 座 只 能 用 一 把 钥匙 打开 ， 而 且 这 把 钥匙 不 能 打开 其 它 
任何 一 个 贮 钱 功 ， 把 这 些 钥匙 搅 混 以 后 ， 随 意 地 放 入 锁 上 了 的 贮 钱 匣 ， 每 个 贮 钱 匣 放 一 把 钥 
匙 ， 然 后 揪 开 两 个 贮 钱 匣 ， 在 此 之 后 ， 不 许 再 摄 锁 试问， 能 够 打开 其 它 所 有 贮 钱 匣 的 概率 
是 多 少 ? 《打开 或 援 开 某 一 贮 钱 匣 后 ， 可 以 利用 放 在 它 里 面 的 钥匙 去 打开 它 所 能 打开 的 贮 钱 
匣 . ) 
【 解 ] 我 们 证 明 ， 如 果 在 n 个 贮 钱 亩 中 随意 放 入 一 把 钥匙 〈 每 一 个 贮 钱 匣 可 以 用 一 把 县 
只 能 用 一 把 钥匙 打开 ) 上 且 有 两 个 贮 钱 匣 被 援 开 了 ， 那 么 用 放 入 的 铀 匙 能 够 打开 其 余 钱 匣 的 概 
率 是 2/n. | 

假设 户 是 当 贮 钱 匣 的 个 数 等 于 二 时 所 要 求 的 概率 . 显然 p; 二 1 . 我 们 证 明 : 车 # 之 2, 则 





Patri iP 、 (1 ) 
由 此 将 得 出 
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且 本 题 所 要 求 的 概率 po 二 1/15. 

我们 将 2 十 工 个 贮 钱 牙 放 成 一 排 ， 且 在 每 一 个 贮 钱 匣 中 随意 放 入 一 把 钥匙 ， 所 得 到 的 钥 
匙 的 排列 〈 贮 钱 匣 的 编号 仍然 不 变 ) 用 E 表 示 . 假设 > 是 放 有 第 = 十 工 个 贮 钱 匣 的 钥匙 的 贮 
钱 茵 的 编号 ，* 是 其 钥匙 放 在 第 2 + 1 个 贮 钱 匣 中 的 贮 钱 匠 的 编号 . 显然 , 有 下 面 两 种 情况 : 
或 者 两 个 数 + 和 * 都 等 于 十 1 〈 最 后 一 个 贮 钱 匣 的 钥匙 放 在 最 后 一 个 贮 钱 匣 中 ) ,或 者 两 个 
数 > 和 > 都 小 于 2 二 1. 

在 第 一 种 情形 (r =* 王 妈 十 1), 从 我 们 的 研究 中 去 掉 最 后 一 个 喧 钱 匣 时 ， 我们 在 前 x 个 
贮 钱 匣 中 得 到 前 = 个 贮 钱 区 的 钥匙 的 某 一 个 排列 5,. 在 第 二 种 情形 ， 我 们 将 十 1 把 钥匙 的 
排列 EE 和 排列 已 相 比较 ， 已 和 三 不 同 的 仅仅 是 在 第 了 个 贮 钱 匣 中 放 的 是 第 * 个 贮 钱 匣 的 钥 
是 [而 原先 放 在 第 + 个 贮 钱 匣 中 的 第 (x 十 1 ) 个 贮 钱 匣 的 钥匙 现在 放 在 第 (x 十 1 ) 个 贮 钱 车 
的 “自身 ”内 J 

于 是 ， 每 一 个 排列 都 和 一 个 完全 确定 的 排列 5 相对 应 . 反之 ,如 果 知 道 了 排列 £,， 那 
么 E, 只 能 从 EE 这样 得 到 ;或 者 是 从 第 + 个 和 第 (x + 1 ) 个 贮 钱 匣 中 (1 入 > 六 2) 取出 钥匙 并 
交换 它们 的 位 置 后 得 到 的 ， 或 者 是 从 我 们 的 研究 中 去 掉 第 n 十 1 个 贮 钱 匣 一 一 这 时 在 它 里 面 
放 的 是 它 “ 自 己 的 ”钥匙 一 一 之 后 得 到 的 . 因此， 前 “把 钥匙 的 一 个 排列 5 对 应 于 nn 十 1 
个 贮 钱 区 的 钥匙 的 x 十 工 个 不 同 的 排列 . 

不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 认为 前 两 个 贮 钱 匣 被 播 开 了 .， 此后， 无论 是 在 排 人 询 E 的 情况 下 ， 
或 是 在 排列 5 的 情况 下 ,在 开 到 第 rx 个 贮 钱 匣 之 前 ， 我 们 可 以 打开 的 贮 钱 区 是 相同 的 ， 当 打 
开 第 ~ 个 贮 钱 匣 时 ， 在 钥匙 排列 为 三 的 情况 下 ， 我 们 可 以 打开 第 二 十 1 个 贮 钱 匣 ， 然 后 可 以 
打开 编号 为 的 贮 钱 匣 ;而 在 钥匙 排列 为 5 的 情况 下 , 放 在 第 7 个 贮 钱 区 的 钥匙 可 以 打开 第 
s 个 贮 钱 匣 .因此 ， 在 两 种 排列 的 情况 下 ， 我 们 往 后 又 可 以 打开 相同 的 贮 钱 匣 . 

这 样 一 来 ， 在 排列 为 £ 的 情况 下 ， 可 以 打开 所 有 x 十 1 个 钱 匣 当 且 仪 当 在 那 种 情况 下 : 
如 果 对 于 和 它 相 对 应 的 排列 5, 可 以 打开 前 ”个 贮 钱 匣 而 在 第 2 十 1 个 贮 钱 匣 中 放 入 的 不 是 
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开 它 的 锁 的 钥匙 (要 不 然 的 话 ， 不 能 打开 第 十 1 个 贮 钱 时). 
因此 ，z 把 钥匙 的 每 一 个 排列 对 应 于 十 1 把 钥匙 的 x 十 1 个 排列 ， 而 可 以 打开 所 有 钱 
车 的 排列 仅 对 应 于 十 1 把 钥匙 的 了 个 排列 ， 这 正好 证 明了 关系 式 (1). 


214. 证 明 ， 任意 三 角形 的 边 长 <,b,c 满 足 不 等 式 
dB 一 5c) 十 pc 一 0? 二 ca 一 8 十 40pc 二 0 十 了 十 c 
【证 法 1 】 所 要 证 明 的 不 等 式 的 左边 的 第 三 和 第 四 被 加 项 可 以 变 成 
cla— bb) 4abc= ce(at 6b)”, 
然后 从 左边 的 每 一 项 减 去 右边 相应 的 被 加 项 ， 我 们 得 到 


a[ (bo) a]+2 [ec 一 一 如 + (Cet) — o] 一 


= 一 Lp8 一 CC 一 0)(00 一 Cc 十 4a) 十 (一 42 一 bc 一 4 十 D) 士 
十 c(CZ 十 一 c)(Ca 十 户 十 c) 一 
一 (ZC 十 0 一 c)(cp 一 ic 一 人 一 bc 十 ap 一 0 十 ic 十 pc 十 ec 一 


一 (十 0 一 c) [ee 一半] = 


一 (EC 十 D 一 Cc)(CEC 一 二 c)( 一 4 十 2 二 cc). 
最 后 一 个 等 式 右边 的 三 个 因 式 都 是 正 的 ， 因为 非 赔 化 的 三 角形 的 任意 两 边 之 和 大 于 第 三 边 . 
因而 本 题 断 言 被 证 明 了 . 


关于 题目 的 本 身 以 及 上 面 所 作 的 证 明 ，. 我 们 想 作 两 点 注解 . 
1) 本 题 断言 可 以 叙述 成 下 面 的 形式 ， 长 为 4a, 5, c 的 线段 可 以 构成 三 角形 的 必要 条 件 是 不 等 式 
a(b—c):+ bic—ma):+c(a—b)’+4abc > 轨 9 十 入 十 6c 
成 立 . 
不 难看 出 ， 对 于 正 数 a, b,c, 这 个 条 件 不 仅 是 必要 的 ， 而 且 是 充分 的 .事实 上 , 如 果 不 等 式 成 立 ,那么 
(aa 十 0 一 c)(a 一 +c)( 一 2 十 DO 二 co)2>0. 

因此 ， 或 者 所 有 三 个 因 式 为 正 ， 或 者 两 个 因 式 为 负 ， 另 一 个 因 式 为 正如 果 所 有 三 个 因 式 为 正 ， 那 么 存在 
一 个 边 长 为 a, 5,c 的 三 角形 , 假设 两 个 因 式 为 负 ， 另 一 个 因 式 为 正 ， 例 如 ， 我 们 假设 前 两 个 因 式 为 负 . 这 
时 它们 的 和 等 于 24， 也 应 该 为 负 ， 由 此 得 a < 0 ， 这 是 不 可 能 的 . 

2) 如 果 三 角形 晓 化 成 一 直线 上 的 两 个 线段 ， 一 个 线段 的 起 点 和 另 一 个 线段 的 终点 重合 ， 那 么 所 证 明 
的 不 等 式 变 成 等 式 . 


【证 法 2 】 所 要 证 明 的 不 等 式 的 左右 两 边 之 差 经 过 不 太 复 杂 的 变换 后 可 以 变 成 
a bt oa) EB nD eat be er 2abe. C1) 
如 果 三 角形 的 边 a,5,c 所 对 的 角 用 a ,6 ,Y 来 表示 , 并 利用 余弦 定理 , 那么 所 得 到 的 表达 式 可 
以 写成 
2abc (Cosa + cosB + cosy— 1). 
我 们 利用 关系 式 a 十 8 十 yY = 有 来 变换 上 式 圆 括 弧 中 的 项 : 








coswe +cos6+cosy 一 1 一 2cos& 了 cosa 了 了 2sin 才 一 
一 x y a p_i ay 
=2cos(3 和 jcos 5 2sin “9 
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oy 一 «$46)-= 
一 2S1m 5 COS 5 COS 了 一 
4sin 5 sin 5 sin SE 





所 得 到 的 表达 式 是 正 的 ， 因 为 a/2，p/2， y/2 是 锐角 ， 从 而 它们 的 正弦 是 正 的 ， 于 是 本 题 断 
言 获 证 ， 


215 ， 某 班 有 相同 个 数 的 男 学 生 和 女 学 生 (全 班 总 人 数 不 少 于 4 人 ). 他 们 以 各 种 不 同 的 
顺序 排 成 一 排 ， 看 看 能 和 否 将 这 一 排 分 成 两 部 分 ， 使 得 在 每 一 部 分 中 ， 男 学 生 和 女 学 生 各 占 一 
半 . 假设 < 是 不 能 这 样 分 的 排 法 的 个 数 ，2 是 可 以 用 唯一 的 方法 将 这 一 排 分 成 男女 各 占 一 半 
的 两 部 分 的 排 法 的 个 数 . 证 明 ， 2 =24. 

【证 明 】 我 们 说 全 班 排 成 的 一 排 是 4 型 的 ， 如果 它 不 能 分 成 这 样 两 部 分 ， 使 得 每 一 部 分 
中 男生 和 女生 各 占 一 半 ， 如 果 这 样 的 分 法 是 可 能 的 ， 且 只 有 一 种 方法 这 样 分 ， 我 们 就 说 排 成 
的 一 排 是 8 型 的 . 

假设 了 是 排 在 第 一 个 的 学 生 , 如 果 X 是 女生 , 那么 就 用 X 来 表示 所 有 的 女生 , 而 所 有 的 
男生 用 Y 来 表示 . 如 果 X 是 男生 ， 那 么 就 用 X 来 表示 所 有 的 男生 ,而 用 了 来 表示 所 有 的 女 
生 . 因为 全 班 有 个 男生 入 个 女生 ,所 以 任何 一 种 全 班 的 排队 都 可 以 用 字母 XX 和 六 的 一 个 序列 来 
表示 ,而 且 这 个 序列 总 是 以 子 开 始 且 含 有 个 字母 和 个 字母 YY (以 后 我 们 只 研究 这 样 的 
序列 ， 为 简单 起 见 ， 我 们 把 它们 叫做 词 ). 每 一 个 词 对 应 着 全 班 的 两 种 排 法 ;一 种 排 法 是 XX 表 
示 男 生 ， 另 一 种 排 法 是 表示 女生 . 

如 果 词 属于 4 型， 那么 无 论 将 这 个 词 从 哪儿 (除了 最 后 一 个 字母 ) 截 断 ， 在 缩短 了 的 词 
中 ,字母 六 至 少 要 比 了 多 1 个 .事实 上 ,因为 缩短 了 的 词 以 开始 , 当 词 长 加 长 时 , 和 六 
的 个 数 一 个 一 个 地 改变 ， 所 以 要 想 了 比 区 多 ,只 有 当下 和 了 的 个 数 在 某 一 个 缩短 了 的 词 中 
变 成 一 样 多 了 之 后 才 有 可 能 ， 但 是 我 们 所 研究 的 词 是 4 型 的 ， 所 以 这 是 不 可 能 

某 词 当 而 且 仅 当 它 可 以 分 成 两 个 比较 短 的 4 型 词 时 是 属于 8 型 的 . 第 一 个 “ 子 词 ”以 Y 
开始 ， 第 二 个 “ 子 词 ” 以 邓 或 者 了 开始 . 如 果 第 二 个 4 型 的 子 词 以 Y 开始, 那么 如 果 在 这 个 
子 词 中 ， 用 Y 来 代替 节 ,用 XY 来 代替 Y， 我 们 又 得 到 4 型 的 词 . 因此 , 所 有 的 8 型 词 可 以 分 
成 对 ， 在 这 一 对 词 中 ， 它 们 的 第 一 个 子 词 是 一 样 的 ， 而 第 二 个 子 词 是 这 样 的 ， 用 上 面 所 说 的 
交换 字母 的 方法 ， 可 以 从 一 个 词 的 第 二 个 子 词 得 到 另 一 个 词 的 第 二 个 子 词 ， 这 样 一 来 ， 如 果 
我 们 能 在 每 一 个 4 型 词 和 两 个 4 型 子 词 都 是 以 字母 < 开始 的 8 型 词 之 间 建 立 起 一 一 对 应 的 
关系 ， 那 么 本 题 就 被 证 明了. 

所 要 求 的 对 应 关系 可 以 这 样 得 到 ， 将 8 型 词 的 第 二 部 分 开头 的 字母 X (第 二 部 分 的 本 身 
是 缩短 的 4 型 词 ， 放 到 整个 间 的 最 前 面 去 . 

我 们 来 证 明 ， 所 得 到 的 词 是 属于 4 型 的 . 事实 上 ， 如 同上 面 所 表明 的 那样 ， 把 原来 的 8 
型 词 的 第 一 部 分 (缩短 的 4 型 词 ) 从 任意 一 个 字母 (除了 最 后 一 个 字母 外 ) 截断 ， 所 得 到 的 新 
的 ( 短 ) 词 所 包含 的 基 至 少 要 比 了 多 1 个 .把 原 词 的 4 型 的 第 二 部 分 开头 的 字母 X 放 到 原 词 
第 一 个 字母 X 的 前 面 之 后 ,将 这 个 词 从 任何 一 个 字母 一 一 从 第 二 个 字母 开始 到 第 一 部 分 景 后 
一 个 字母 前 为 止 一 截断 ， 在 所 得 到 的 短 词 中 ,XX 的 个 数 至 少 要 比 了 多 2 个 ， 原 词 第 一 部 分 


,302， f 














的 最 后 一 个 字母 在 新 词 中 所 占 的 位 置 是 原来 的 8 型 词 第 二 个 4 型 部 分 的 第 一 个 字母 的 位 置 
将 新 词 从 原 词 第 一 个 4 型 部 分 的 最 后 一 个 字母 处 截断 ， 我 们 得 到 一 个 短 词 ， 它 所 包含 的 X 比 
7 要 多 1 个 ， 将 新 词 从 原 词 第 二 个 4 型 部 分 的 第 二 个 字母 开始 的 任何 一 个 字母 处 截断 ， 在 所 
得 到 的 短 词 中 ，X 和 了 的 关系 与 将 原来 的 8 型 词 从 同一 字母 处 截断 所 得 到 的 短 词 中 XX 和 YY 的 
关系 是 一 样 的. 因此 ， 在 任何 一 个 短 词 中 ，X 都 比 Y 多 .只 有 从 最 后 一 个 字母 本 身 截断 时 ， 
才 会 出 现 “平衡”. 

反之 ， 在 任何 一 个 4 型 词 中 ， 除 了 第 一 个 字母 外 ， 还 应 该 有 这 样 一 个 字母 ， 当 把 原 词 从 
这 个 字母 处 截断 时 ， 在 所 得 到 的 短 词 中 , X 比 了 多 1 个 8 (经 过 第 一 个 字母 以 后 ， 显 然 我 们 得 
到 X 多 1 个 的 “优势 ”)， 在 这 个 字母 后 面 写 上 六 ， 而 划 去 原 词 的 第 一 个 字母 X. 所 得 到 的 新 
词 还 是 以 X 开 始 的， 因为 如 果 原 词 的 第 二 个 字母 是 Y， 那 么 将 原 词 从 第 二 个 字母 处 截断 ， 我 
们 便 得 到 一 种 分 法 ， 它 将 4 型 词 分 成 两 部 分 -每 一 部 分 里 的 XX 和 YY 的 个 数 都 一 样 多 (根据 本 
题 条 件 ， 原 词 不 少 于 4 个 字母 ) ， 而 这 是 不 可 能 的 ， 划 去 原 词 第 一 个 字母 以 后 ， 在 所 有 右 端 
不 超过 所 加 上 的 字母 X 的 短 词 中 ， 字 母 X 和 了 的 个 数 之 差 减 小 了 1 个 . 对 于 右 端 为 加 写 的 字 
侠 X 前 一 个 字母 的 短 词 ， 这 个 差 在 划 去 第 一 个 字母 之 前 等 于 1， 因此 ， 在 划 去 第 一 个 字母 
XX 之 后 ， 对 这 个 短 词 来 说 ,，X 的 个 数 和 Y 的 个 数 之 差 将 等 于 0， 因 此， 将 所 得 到 的 词 从 这 个 
字母 (而 不 是 前 面 的 字母 ， 处 截断 ， 我 们 便 将 它 分 成 了 两 部 分 ， 在 每 一 部 分 中 ， 字母 X 和 Y 
各 占 一 半 ， 且 每 一 部 分 都 以 X 开 头 ， 在 任何 一 个 右 端的 字母 不 在 加 写 的 字母 X 的 左边 的 短 词 
中 , 式 都 比 Y 多， 因为 在 这 个 短 词 中 ， 基 和 YY 的 关系 与 从 原 词 所 得 到 的 同样 长 的 短 词 中 多 和 
Y 的 关系 是 一 样 的 .而 且 由 于 我 们 对 加 写字 母 X 的 前 一 个 字母 的 取 法 ， 在 每 一 个 右 端 在 这 个 
字母 之 前 的 短 词 中 , X 和 YY 的 个 数 是 不 一 样 的 . 

于 是 在 4 型 词 和 两 个 4 型 部 分 都 以 xX 开头 的 型 词 之 间 建 立 了 一 一 对 应 关系 . 

从 而 本 题 断言 获 证 . 


216 ， 沿 着 某 边 长 为 10 公 里 的 正方 形 领 土 的 边界 ， 有 两 条 平行 的 公路 ， 在 这 块 领土 上 ， 
设 有 4 个 观察 哨所 . 现在 要 修 若 干 段 小 路 ， 这 些小 路 平行 于 正方 形 的 边 ， 而 且 从 每 一 个 观察 
哨所 可 以 骑 自 行车 到 达 每 一 条 公路 〈 公 路 上 禁止 骑 自 行车 ) . 证 明 : 不 管 哨所 设 在 什么 地 
方 ， 总 可 以 这 样 修 路 ， 使 所 修 的 路 的 总 长 不 超过 25 公 里 〈 当 观察 哨所 成 某 一 种 分 布 的 时 候 ， 
所 要 修 的 小 路 的 总 长 不 能 再 少 了 ) . 

【证 明 】 我 们 假设 公路 是 沿 着 领土 北面 的 和 南面 的 边界 修 的 . 观察 所 这 样 来 表示 : 当 从 
西 往 东 走 时 ， 顺 次 遇 到 的 哨所 是 4,，4;， 4;，4s， 假设 4a, az, a;, @4 是 对 应 的 哨所 到 领土 的 
西边 界 的 距离 . 数 4j, 4s, 4a3, as 中 可 以 有 相等 的 .一 般 地 ,它们 满足 不 等 式 4 <as 才 a 所 4. 

如 果 a 一 ar 芝 5 公 里 ， 那 么 在 哨所 4; 和 4, 之 间 从 北面 的 公路 到 南面 的 公路 修筑 一 条 小 
路 ， 如 果 &s= 二 a;， 那 么 就 沿 着 通过 这 两 个 哨所 的 子午 线 修 路 . 然后 对 所 有 的 哨所 从 西 到 东 或 
从 东 到 西 修 路 把 哨所 和 所 修筑 的 路 连接 起 来 (图 274. 4a) ， 连 接 北边 公路 和 南面 公路 的 路 的 长 
为 10 公 里 ， 因 为 @ 一 4 之 10 公 里 ， 所 以 从 哨所 A, 和 4s 到 这 条 南北 通路 所 修 的 小 路 其 总 长 不 
超过 10 公 里 . 根据 假设 ， 哨 所 4, 和 4; 到 南北 通路 所 修 的 小 路 其 长 度 不 超过 5 公里 . 这 样 一 
来 ， 在 这 种 情况 下 ， 所 修 的 路 的 总 长 不 超过 25 公 里 . 

如 果 a;s 一 4 之 5 公里 ， 那 么 我 们 在 哨所 4, 和 4, 之 间 ，4; 和 4, 之 间 ， 和 修一 条 从 北 到 南 
的 通路 ， 如 果 &1 二 a;， 或 者 4 二 41， 那么 相应 地 使 所 修 的 路 通过 两 个 哨所 所 在 的 子午 线 . 如 
””@ 这 样 的 字母 可 能 不 止 一 个 ， 我 们 应 该 取 最 左面 的 .一 一 中 译 者 注 . 
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图 274 


果 只 要 有 一 个 等 式 不 成 立 ， 我 们 就 修 从 西 到 东 或 从 东 到 西 的 路 把 这 两 个 哨所 和 它们 之 间 的 南 
北 通路 连接 起 来 〈 图 274. 5)， 在 这 种 情况 下 ， 所 修 的 路 的 总 长 为 

20 二 a 一 Qj 十 dy 一 扎 一 20 十 (QQ 一 41) 一 (4 一 42) 之 20 十 10 下 5 二 25 公 里 . 
这 样 一 来 ， 即 使 在 4a; 一 4; 之 5 公里 的 情况 下 ， 所 修 的 路 的 总 长 也 不 超过 25 公 里 . 

我 们 来 证 明 ， 如 果 所 修 的 路 的 总 长 减少 ， 那 么 当 哨所 成 某 一 种 分 布 时 ， 便 会 不 够 了 ， 例 
如 ， 假 若 哨 所 分 布 在 领土 的 边界 上 的 西南 角 往 北 ， 西 北角 往 东 ， 东 北角 往 南 ， 东 南 角 往 西 均 
为 2.5 公 里 的 地 方 . 哨所 按 上 面 所 说 的 顺序 表示 为 4 ，42，4v，45. 

最 短 的 筑 路 方案 可 以 由 不 多 于 两 个 的 互 不 连通 的 〈 即 单独 的 ) 部 分 组 成 ， 因 为 如 果 包 含 
有 不 少 于 三 个 的 互 不 连通 的 部 分 ， 那 么 从 北 到 南 的 路 的 总 长 不 少 于 30 公 里 . 

如 果 修 路 方案 由 两 个 互 不 连通 的 部 分 组 成 ， 那 么 从 北 到 南 的 路 的 总 长 为 20 公 里 . 而 在 这 
个 筑 路 方案 中 ， 每 一 个 连通 的 部 分 要 包含 不 少 于 2 个 的 哨所 .如 果 从 哨所 4 出 发 沿 着 所 修 
的 路 可 以 走 到 哨所 4; 或 4， 那么 在 所 修 的 路 中 ， 从 西 到 东 (或 从 东 到 西 ) 的 路 的 各 段 之 和 
不 小 于 7.5 公 里 ， 类 似 的 断言 对 从 哨所 4, 可 以 走 到 哨所 4 的 情况 也 是 正确 的 .如 果 从 哨所 
4, 沿 着 所 修 的 路 只 能 到 达 哨 所 4,， 从 哨所 4, 沿 着 所 修 的 路 只 能 到 达 哨 所 4,， 那 么 筑 路 方案 
至 少 含有 从 西 到 东 ， 长 为 2.5 公 里 的 两 段 . 1 

最 后 @, 假设 筑 路 方案 是 连通 的 , 从 任何 一 个 哨所 可 以 走 到 其 它 任何 一 个 哨所 . 于 是 从 4， 
沿 着 所 修 的 路 可 以 走 到 4,， 从 4 可 以 走 到 4;， 我 们 用 4,4, 表 示 从 4, 到 4; 的 路 ,用 4;4; 表 
示 从 4: 到 4; 的 路 .如 果 A414, 和 44; 没 有 公共 点 (图 275. a) ， 那 么 4 4 和 444;: 的 “ 竖 直 
的 ”路 的 长 度 都 不 得 小 于 7.5 公 里 .而 对 整个 连通 的 路 来 说 ， 由 4, 到 44 的 路 在 水 平方 向 上 的 
各 段 的 长 度 不 小 于 10 公 里 ， 于 是 在 这 种 情况 下 ， 所 修 的 路 的 总 长 不 小 于 25 公 里 . 

如 果 A41,4, 和 4,4; 有 公共 点 ,但 只 有 一 个 公共 点 的 话 ， 我 们 还 是 可 以 像 上 面 那样 来 证 明 
所 修 的 路 的 总 长 不 少 于 25 公 里 . 

如 果 4,4; 和 4s,4; 有 一 个 以 上 的 公共 点 ， 那 么 它们 有 一 段 路 是 重合 的 ， 因 为 为 了 使 得 所 
修 的 路 最 短 ， 在 任何 两 个 公共 点 之 间 只 要 修一 段 路 就 行 了 . 这 时 我 们 可 以 来 考虑 4 4 和 4， 
4:， 它们 之 间 是 没有 公 点 的 (图 275. 5). 仿照 上 面 的 论证 便 可 证 明 所 修 的 路 的 总 长 不 少 于 25 
公里 . 

至 此 ， 本 题 结论 完全 获 证 . 








@ 以 下 的 叙述 ， 中 译 者 有 所 改动 . 
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217 ， 对 怎样 的 自然 数 x 和 各 ， 二 项 式 系数 
Cl, Ct, Ct 
成 等 差 数 列 ? 
【 解 】 根 据 本 题 条 件 ， 两 个 相 邻 的 二 项 式 系数 之 差 C!-' 一 C; 和 Cs 一 C**!' 相 等 . 因此 , 这 
两 个 差 的 差 等 于 0: 
Cr-i—2C*+Ctt/= 0. C1) 
我 们 假设 一 1 之 0 和 十 1 之 nx， 即 
1<h<n—1. (2 ) 
如 果 等 式 ( 工 成 立 〈 且 仅 在 这 种 情况 下 ! ) ， 那 么 三 个 二 项 式 系数 构成 等 差 数 列 ， 
将 等 式 ( 1 ) 的 两 边 乘 以 数 (E+T1)! (x 一 十 1)1/n! (因为 我 们 假定 不 等 式 (2 ) 成 立 ， 所 
以 这 个 数 是 存在 的 并 且 是 正 的 ) ， 我 们 得 到 
ECE 十 1) 一 2 (8 十 1)(C2z 一 有 1) 十 (2 一 站 (2 一 t1) 一 0 
这 样 一 来 ， 等 式 (1 ) 当 而 且 仅 当 
1 一 4nk+ 4k’—n—2=0 (3) 
时 成 立 . 
因为 这 时 
7 一 (2 一 24) 一 2 
是 整数 ， 且 比 某 一 个 其 它 的 整数 的 平方 小 2 ， 所 以 # 可 以 表示 成 
7 一 2 一 2 
的 形式 ， 其 中 是 满足 关系 式 w= 二 n 一 2k (或 wx 一 2 一 妇 的 自然 数 ， 由 此 得 出 


hl 


2 2 





由 后 一 个 关系 式 看 出 & 取 整数 值 . 
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为 了 使 数 2 取 正 值 ，x 应 该 满足 不 等 式 z 之 2， 但 当 x 三 2 时 ， 值 和 名 不 满足 不 等 式 
(2). 
如 果 w 这 3， 那么 . 





nu 
2 ~ 


刀 二 C2 一 1 之 1 且 为 一 


又 因为 锯 十 包 二 nn 和 名 < 之 包 , 所 以 的 两 个 值 都 满足 不 等 式 (2). 

于 是 ， 从 三 个 二 项 式 系数 C+-'，Ck，Ck+! 纽 成 等 差 数 列 的 必要 充分 条 件 出 发 我 们 得 到 
了 和 原 题 断言 等 价 的 断言 :- 当 w 之 2 时 ， 岂 表达 式 4= 二 uw 一 2 和 二 Ci 一 1 或 二 C2 一 1 
所 确定 的 数 对 ”有 满足 关系 式 ( 3 ). : 

关于 上 面 所 作 的 解答 必须 指出 下 面 几 点 : 

1) 当 xz=2 时 所 得 到 的 值 上 = 0 和 &= 2 可 以 认为 是 允许 的 ， 如 果 规 定 当 上 二 0 或 
>> nn 时， 二 项 式 系数 C! 变 成 0 ， 这 时 本 题 条 件 中 所 说 的 二 项 式 系数 或 者 是 等 差 数列 0, 1,2， 
或 者 是 等 差 数 列 2, 1.0. 

2) 与 217 题 相关 , 自然 产生 一 个 问题 : 四 个 以 及 更 多 的 连续 的 二 项 式 系 数 能 否 构 成 等 差 数 
列 ? 不 难看 出 ， 这 个 问题 的 答案 是 否定 的 ， 事实 上 ， 在 这样 的 等 差 数 列 中 ， 第 一 ， 第 二 和 第 
三 个 二 项 式 系 数 以 及 第 二 ， 第 三 和 第 四 个 二 项 式 系 数 构 成 由 三 项 组 成 的 等 差 数 列 .但 是 , 正 象 
从 上 面 的 解法 中 推出 的 ， 对 应 于 给 定 的 值 x 的 两 个 k 值 所 得 到 的 三 个 二 项 式 系 数 的 组 ， 它 们 
关于 (1 十 x)" 的 展开 式 的 中 项 是 对 称 分 布 的 ， 因 此 ， 由 三 个 二 项 式 系 数组 成 的 等 差 数 列 ， 
一 个 是 上 升 的 ， 另 一 个 是 下 降 的 .这 样 一 来 ， 四 个 连续 的 二 项 式 系数 不 可 能 是 同一 个 等 差 数 
列 的 连续 的 项 . 

3) 等 差 数 列 可 以 定义 作 这 样 的 数列 ， 它 的 相 邻 两 项 之 差 所 构成 的 序列 是 由 同一 个 数 重 
复 而 成 的 ， 类 似 地 还 可 以 定义 序列 我们 把 它 叫 做 二 阶 等 差 数 列 ) , 它 的 相 邻 两 项 之 差 构成 通 
常 的 等 差 数列 一 阶 的 ”). 在 一 般 的 情况 下 ,我 们 把 序列 叫做 《 阶 (二 1 ) 等 差 数 列 , 如 果 
它 的 相 邻 两 项 之 差 构 成 一 1 阶 等 差 数列 . 

四 个 连续 的 二 项 式 系 数 能 否 构成 二 阶 等 差 数列 呢 ? 这 个 问题 和 原来 的 问题 是 相似 的 ， 并 
可 以 化 为 在 x 和 允许 取 值 的 范围 内 求解 > 和 的 三 次 方程 .但 是 下 面 简单 的 讨论 可 以 得 到 
新 问题 的 无 穷 多 个 解答 ， 而 不 必 借 助 于 三 次 不 定 方程 .如 果 数 ”是 奇数 ， 四 形 吉 2w 的 
数 ， 那 么 中 间 两 个 二 项 式 系 数 相等 ， 在 它们 之 前 的 一 个 二 项 式 系 数 和 在 它们 之 后 的 一 个 二 
式 系 数 相等 ， 因 此 ， 二 项 式 系 数 

CH, Chrr, Cat , C2 
的 差 等 于 a, 0 ,一 a, 构 成 等 差 数 列 ， 这 个 简单 的 说 明 使 得 不 难 在 wn 各 人 允许 取 值 的 范围 内 求 
解 联系 2 和 的 三 次 方程 ， 这 个 方程 的 左边 的 多 项 式 可 以 分 解 成 一 次 因 式 和 二 次 因 式 的 乘 
庚 ， 以 后 的 求解 容易 进行 到 底 . 





218 ， 在 平面 上 画 一 个 圆 ， 半 径 为 x ， 圆 心 在 直角 坐标 系 的 原点 ， 假 设 6 Cr ) 是 和 所 画 
的 圆 最近 而 又 有 整数 坐标 的 点 到 圆 的 距离 . 证 明 :， 如 果 圆 的 半径 > 取得 充分 大 的 时 候 ， 便 可 
使 距离 4(r) 充 分 小 即 当 -> 一 ww 时 ,6 (7) 一 0. 

(平面 上 的 点 到 圆 的 距离 定义 如 下 :， 通过 给 定 的 点 和 圆心 作 一 条 直线 ， 此 直线 和 圆 有 两 
个 交点 ， 给 定点 到 离 它 最 近 的 交点 的 距离 就 叫做 该 点 到 圆 的 距离 .) 

【证 法 1 我 们 提醒 一 下 ， 具 有 整数 坐标 的 点 在 平面 上 构成 整 点 网 ( 见 $ 67); 而 这 些 点 
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的 本 身 叫 做 整 点 ， 

本 题 断言 在 于 ， 对 任何 一 个 正 数 p， 可 以 指出 这 样 
一 个 数 R， 使 得 对 所 有 的 + > R， 可 以 找到 一 个 整 点 ， 
它 到 圆心 在 坐标 原点 ,半径 为 > 的 圆 的 距离 6 (x) < p. 

我 们 从 和 y 轴 平 行 的 直线 中 挑选 出 那样 的 直线 ， 它 
和 半径 为 > 的 圆 有 公共 点 ， 且 到 坐标 原点 〇 的 距离 取 最 
大 的 整数 (图 276). 如 果 w 是 这 条 直线 到 yy 轴 的 距离 ， 那 
名 . 





xsr<<x 十 1 (uu 是 整数 ). (C1) 
直线 和 圆 的 交点 包含 在 属于 这 个 直线 上 的 整 点 图 276 
(uv) 和 (u,v 十 1) 之 间 ， 这 些 整 点 满足 不 等 式 
UU 二 vr 二 (vw 二 1)? (vv 是 整数 ). (2) 
将 直线 上 在 圆 外 的 与 圆 最 近 的 整 点 4 和 坐标 原点 O 连接 起 来 . 假设 4 是 线段 O4 和 圆 的 
交点 ， 这 时 
fr 和 44= 一 04 一 > 一 VC 十 1 一 7 一 
2U ?十 (十 17) 一 m 


Ma 二 十 1) 干 7 
_ 2v 十 1 一 (一 xl 一 2 27 十 1 
w zs 十 人 十 1) 十 7 27 
因为 由 于 不 等 式 (2 ) 的 前 一 半 ， 所 以 分 子 中 所 丢掉 的 项 是 非 负 的 ， 由 于 不 等 式 (2 ) 的 后 一 
半 ， 所 以 分 母 中 平方 根 号 下 的 量 大 于 六 . 
~ 和 > 之 间 的 关系 可 以 从 不 等 式 (1) 和 (2) 求 得 ， 
< VT7 二 一 一 Or 十 人 二 MT Cr 十 r) = 2. 
因此 ， 如 果 z > 1 ， 那 么 











(3) 

















2wW2r 十 1 _3Yr+rvVr 2 
dlr)< 27 < 27 Vr 一 
这 样 一 来 ， 如 果 
2  _- 4 、 
二 < 六 即 六 和 rz 之 1， 


那么 6 (7) 必 定 小 于 p ,这 就 是 所 要 证 明 的 . 
【证 法 2 】 点 4 或 者 点 8 (图 277) 到 圆 的 距离 可 以 用 
不 同 的 方法 来 计算 . 假设 C 是 线段 48 和 圆 的 交点 ,，D 是 
通过 点 C 所 作 的 圆 的 切线 与 通过 点 8 平行 于 x 轴 的 直线 
了 的 交点 . 点 8 到 图 的 距离 小 于 线段 8D 的 长 ， 因 此 由 
和信 B8CD 和 人 4sOC 相似 ,我 们 得 到 


~ _BD_BD_BD_ 4LC 
$< BD AB ~ BC HAD 


Mr M2 V2r N27r 2w 2 
图 277 a ~ 7 M7 ， 
Se % JE 2 
假若 > > 2 . 因此， 如 果 同 时 有 不 等 式 r .>2 和 7 >87Z "成立 ， 那么 $6(r) < 上 p. 
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【证 法 3 】 因 为 在 直线 *= x (v 是 正 整数 ) 上 ,从 一 个 整 点 到 另 一 个 整 点 的 距离 等 于 1， 
所 以 只 要 证 明 ， 对 于 任 一 二 0 和 充分 大 的 数 >， 可 选取 适当 
”的 wu, 使 得 直线 x 二 w 包 含 在 圆心 在 坐标 原点 半径 为 -和 x 十 p 
的 两 个 圆 之 间 的 线段 〈 例 如 在 第 一 象限 中 的 这 种 线段 ) 的 长 度 
不 小 于 1 (图 278). 事实 上 ， 如 果 这 个 线段 的 长 度 大 于 或 等 于 1， 
那么 它 至 少 含有 一 个 整 点 ， 它 到 圆心 为 坐标 原点 .半径 为 > 的 


圆 的 距离 小 于 p. 
我 们 选取 这 样 一 个 数 x， 使 有 不 等 式 
<7r<zU 十 |. 图 278 


如 果 z 十 1 之 + 十 p， 那 么 点 (x 十 1，0) 在 圆心 为 坐标 原点 ， 半 径 为 x 十 Pp 的 圆 内 或 圆 
上 . 因此， 只 要 研究 
2U< < 十 并 2 十 1 (3) 
的 情况 就 行 了 . 
如 果 p 过 1 ， 不 等 式 ( 3 ) 可 能 成 立 . 
在 直线 x 二 ww 上， 包含 在 圆心 在 坐标 原点 ， 半 径 为 x 和 7 十 2 的 两 圆 之 间 的 线段 的 长 4 
可 以 写成 





(r+ pp) —r’ 
NOTE 

最 后 一 个 等 式 的 右 端 的 分 子 大 于 2rp. 如 果 了 ”二 1 ,那么 分 母 的 二 次 根 式 可 以 变 成 下 面 的 样子 ; 

M THEIRTN (HP riptu LV iri1lir) 3, 
Mr (Fu rte) MI.2r TN2r. 
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~ 2rp 2p /7 
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CH+VS 5+Y/2.1 
- 4p 4 pr 
那么 h > 1 ， 这 就 证 明了 本 题 的 断言 . 
和 218 题 直接 有 关 的 是 下 面 的 问题 ; 对 于 任何 一 个 自然 数 N , 找 出 这 样 一 个 数 MCN)， 使 
得 在 入 和 NN 十 MW ) 之 间 ， 总 有 整数 可 以 表示 成 丙 数 的 平方 和 的 形式 . 
仿照 证 法 ] ， 我 们 取 圆 的 半径 > 等 于 VN ( 即 取 rr 二 N). 没 2 一 2 十 人 十 1) ?是 与 NN 
最 接近 的 可 以 表示 成 两 个 整数 的 平方 和 的 形式 的 整数 ， 这 时 
nN 二 Ww 二 (vv 十 1) 一 < 2v 十 1， 
又 因为 xn 一 NN 是 整数 ， 所 以 : 
n—N<2v “2/7=V/ .NN. 
这 样 一 来 ， 在 数 入 和 NN 十 V8 VN 之 间 总 包含 得 有 这 样 的 整数 , 它 可 以 表示 成 两 个 整 数 
的 平方 和 的 形式 . 








219， 在 空间 中 给 定 x 个 平面 (n> 5), 其 中 任何 三 个 平面 都 有 一 个 公共 点 ,但 没有 任何 
三 个 以 上 的 平面 通过 一 个 点 . 


» 308 。 





证 明 ， 在 这 ?个 平面 将 空间 分 成 的 部 分 中 ， 有 不 少 于 221 3 个 四 面体 . 


【 证明】 为 了 简 音 起见， 我们 把 同时 属于 三 个 平面 的 点 叫做 顶点 .根据 本 题 条 件 ，z 个 
给 定 平面 中 的 任意 三 个 平面 确定 一 个 且 仅 仅 一 个 顶点 . 

我 们 还 可 注意 到 ，z 个 给 定 平面 中 的 任意 四 个 平面 确定 一 个 〈 且 仅仅 一 个 ) 四 面体 .这 个 
断言 的 证 明 我 们 留 给 读者 去 做 当然 ， 由 某 四 个 平面 确定 的 四 面体 可 以 被 其 它 的 平面 切 开 ， 
因此 并 不 是 每 一 个 这 样 的 四 面体 都 包含 在 4 个 给 定 的 平面 把 空间 所 划分 成 的 那些 部 分 里 . 

假设 5 是 任何 一 个 给 定 的 平面 ， 它 把 整个 空间 分 成 两 个 半空 间 ， 假设 P 是 在 同一 侧 的 项 
点 中 最 接近 5 而 又 不 属于 5 的 顶点 ， 而 5,, 52, 5; 是 确定 顶点 了 的 平面 . 这 时 ,平面 9 ,3 5， 
5; 从 空间 中 切 出 一 个 四 面体 7. 我 们 断言 ， 其 它 4 一 4 个 平面 中 的 任何 一 个 平面 都 不 和 四 面 
体 T 相 交 ， 即 本 是 个 给 定 平面 将 空间 划分 成 的 部 分 中 的 一 个 . 

我 们 假设 某 个 给 定 的 平面 5’ 和 四 面体 7 相交 . 假设 4, 3, C 是 四 面体 了 的 异 于 项 点 刀 
的 顶点， 顶点 4, 8, C 属于 平面 5， 显然 平面 5 "和 线段 4P, 8P, CP 中 的 某 一 个 相交 .， 例 
如 ， 假 设 平面 5' 和 线段 4P 相交 于 点 Q. 这 时 Q@ 也 是 顶点 ,因为 4P 是 寞 于 平面 9 的 两 个 给 
定 平面 的 交 线 ， 因 此 点 Q 同时 属于 三 个 给 定 的 平面 . 但 是 点 Q 到 平面 5 的 距离 比 点 P 更 近 ， 
这 与 点 了 的 选取 相 了 矛盾 .从 而 断言 获 证 . 

”我 们 的 论证 可 对 每 一 个 给 定 的 平面 来 应 用 ， 因 此 ， 任 何 一 个 给 定 的 平面 都 确定 一 个 四 面 
体 ， 这 个 四 面体 是 7 个 给 定 平面 将 空间 所 划分 成 的 一 个 部 分 ， 不 仅 如 此 ， 如 果 顶 点 不 光 是 在 
平面 5 的 一 侧 ， 而 是 在 5 的 两 侧 ， 那 么 这 样 的 平面 确定 的 不 是 一 个 ， 而 是 两 个 四 面体 ， 这 两 
个 四 面体 都 是 给 定 平面 将 空间 所 划 成 的 部 分 ， 

我 们 断言 : 在 给 定 的 平面 中 ， 具 有 下 面 性 质 的 平面 不 多 于 三 个 ， 所 有 不 属于 这 个 平面 的 
顶点 分 布 在 它 的 同一 侧 . 假设 有 四 个 这 样 的 平面 5， 2, 93, Sa. 假设 ABCD 是 平面 人 $2, 53, 
3 所 构成 的 四 面体 .平面 9 和 平面 4B8C 重合 ,平面 8: 和 平面 48D 重合 , 平面 9 和 平面 
ACDD 重合， 平面 9%, 和 平面 8CD 重合 . ) 因 为 n 之 5， 所 以 在 给 定 的 平面 中 ， 至 少 有 一 个 不 


同 于 51,5z, 55, 54 的 平面 5. 显然 S 不 可 能 Kk 

和 四 面体 483CD 的 所 有 六 个 楼 同时 相交 ， 

因此 ,例如 平面 了 和 校 48 所 在 的 直线 相交 。 | 
于 线段 48 之 外 的 点 £. 假 设 点 BE 在 楼 4B 4 

的 延长 线 上 项 点 4 的 外 面 . 这 时 顶点 E 和 8B : 

在 平面 5;( 和 平面 4C 重合 ) 的 不 同 的 两 侧 ， nD 1 : 

这 和 我 们 早先 作 的 假设 相 违背 (图 279). 279 


现在 我 们 来 计算 个 给 定 的 平面 将 空间 划分 成 的 部 分 中 含有 多 少 个 四 面体 . 为 此 ,我 们 来 
计算 位 于 每 一 个 给 定 平面 上 的 四 面体 的 个 数 .前 已 证 明 , 除 了 不 多 于 三 个 的 平面 以 外 ,在 任 一 给 
定 的 平面 上 的 四 面体 不 少 于 2 个 .而 在 每 一 个 “例外 的 ”平面 上 的 四 面体 不 少 于 1 个 . 因此 , 在 
所 有 给 定 平面 上 的 四 面体 的 个 数 不 少 于 22”-- 3 个 .但 是 由 于 在 作 这 种 计算 时 ,每 一 个 四 面体 算 
了 4 次 (对 每 一 个 界面 算 了 一 次 ) ,所 以 四 面体 的 总 数 不 小 于 (2n 一 3)/4, 这 就 是 所 要 证 明 的 . 

关于 219 题 以 及 它 的 可 能 得 到 的 答案 必须 注意 下 面 几 点 ; 

1)》 和 和 四 面体 相交 的 平面 把 这 个 四 面体 分 成 的 两 个 部 分 不 一 定 都 是 四 面体 ， 如 果 作 一 个 
平面 把 四 面体 的 不 通过 一 个 项 点 的 两 个 棱 隔 开 ， 但 又 不 和 这 两 个 棱 相 交 ， 那 么 所 得 到 的 两 个 
“屋顶 ”是 两 个 五 面体 (图 280). 
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2) “本题 断言 在 平面 情形 的 类 比 要 简单 得 多 如果 在 平面 
上 给 定 “条 直线 ， 其 中 任何 两 条 直线 都 不 平行 县 任何 三 条 直线 
都 不 通过 同一 点 ， 那 么 在 这 些 直 线 把 平面 划分 成 的 部 分 中 ， 有 
不 少 于 (2n 一 2 ) /3 个 三 角形 ， 


220 .为 了 统计 到 图 书馆 去 的 读者 人 数 ， 挂 了 两 块 黑板 . 门 | 
每 一 个 读者 必需 在 一 块 黑板 上 写 上 当 他 进入 阅览 室 时 他 看 兄 有 。 全 | 
多 少 读者 ; 而 在 另 一 块 黑板 上 写 上 当 他 离开 图 书馆 时 ， 阅 览 室 
还 剩 下 多 少 读者 . 证明， 在 一 天 之 内 ， 两 块 黑板 上 出 现 同样 的 
数 〈 可 能 次 序 不 同 ) . 图 280 

【证 明 】 基 读者 进入 图 书馆 以 后 ， 他 以 后 的 去 向 可 以 是 不 同 的 ， 而 且 这 一 点 对 本 题 来 说 
是 重要 的 .首先 ， 他 可 能 发 现 自己 的 阅览 证 仿 在 家 里 而 立即 离开 图 书馆 ， 显 然 ， 在 这 种 情况 
下 ， 坐 在 阅览 室 里 的 人 数 不 变 而 且 这 个 健忘 的 读者 在 两 块 黑板 上 写 上 相同 的 数 . 其 次 ， 读 者 
进入 图 书馆 以 后 ， 可 以 在 图 书馆 停留 一 段 时 间 ， 存 这 种 情况 下 ， 新 的 读者 来 了 以 后 ， 阅 览 室 
里 的 人 数 增加 了 

我 们 比较 详细 地 研究 第 二 种 情况 ， | 

如 果 我 们 说 出 一 个 意见 ， 忠 实 遵 守 图 书馆 的 奇怪 的 规章 的 读者 未 必 会 反对 的 ， 这 个 意见 
对 本 题 来 说 ， 什 么 也 没有 改变 ， 但 可 以 简化 我 们 的 证 明 ， 可 以 不 管 读 者 的 个 人 特征 ， 因 为 在 
给 定 的 时 刻 ， 哪 一 个 读者 进入 阅览 室 ， 哪 一 个 读者 离开 阅览 室 ， 没 有 什么 不 一 样 .特别 是 ， 
我 们 可 以 认为 ， 从 阅览 室 出 来 的 人 总 是 最 后 进去 的 人 . 

我 们 研究 一 个 例子 .假设 我 们 在 一 个 有 涵养 的 读者 的 背 上 用 红颜 色 写 上 一 个 大 字母 4. 
进入 图 书馆 时 ， 读 者 4 在 “入 馆 黑板 ”上 写 上 他 出 现在 阅览 室 时 阅览 室 里 有 个 读者 .然后 
读者 4 坐 下 并 开始 工作 ， 而 其 余 的 读者 继续 走 来 走 去 ， 我 们 假设 过 了 一 段 时 间 以 后 ， 阅 览 室 
里 增加 了 个 读者 .读者 4 从 自己 的 坐位 上 站 起 来 并 向 门口 走 去 ， 但 是 图 书馆 的 副 馆 长 挡住 
他 的 去 路 并 且 坚 持 请 他 留 下 ， 副 馆 长 建议 最 后 入 馆 的 读者 代替 4 离开 图 书馆 ， 这 个 读者 在 
“入 馆 黑板 ”的 最 下 边 写 的 数 是 x 十 k, 对 本 题 来 说 ,读者 4 被 迫 在 阅 览 室 待 了 一 整 天 是 无 关 
紧要 的 .何况 馆 长 知道 副 馆 长 擅自 乱 来 后 把 他 免职 

由 于 我 们 所 说 的 关于 对 读者 不 加 区 别 的 意见 以 及 关于 离 馆 的 总 是 最 后 进 馆 的 读 者 的 候 
设 ， 所 以 所 有 离 馆 的 读者 在 “ 离 馆 黑板 ”上 所 写 的 数 和 他 们 写 在 “入 馆 黑板 ”上 的 数 是 一 样 
的 .如 果 从 某 个 时 刻 开始 ， 没 有 读者 再 进 馆 了 ， 那 么 离 馆 的 次 序 和 入 馆 的 次 序 正好 相反 .无 
意 之 中 成 为 擅自 乱 来 的 辆 牲 品 “ 与 其 说 是 副 馆 长 的 牺牲 品 ， 不 如 说 是 我 们 的 牺牲 品 ) 的 疲惫 
不 堪 的 读者 4 等 待 着 轮 到 自己 出 馆 ， 所 有 的 读者 这 样 一 个 一 个 地 离开 图 书馆 ， 因 此 ， 每 一 个 
读者 可 以 和 一 个 数 对 一 一 对 应 ， 因 为 由 我 们 带 来 的 改变 对 本 题 来 说 是 无 关 紧 要 的 ， 所 以 我 们 
所 得 到 的 结果 和 不 加 进 这 种 变化 的 结果 是 一 样 的 ， 这样 一 来 ， 在 两 块 黑板 上 〈“ 入 馆 黑 板 " 
和 “ 离 馆 黑板 ”) ，- 天 之 内 出 现 同样 的 数字 ， 尽 管 次 序 不 同 ， 





221 .给 定 边 长 为 1，1/2，1/3， ee 1/n,，… 的 正方 形 的 无 穷 序 列 . 证 明 : 存在 这 样 一 
个 正方 形 ， 可 以 把 序列 中 所 有 的 正方 形 互 不 重 登 地 放 在 这 个 正方 形 内 ， 并 且 确 定 ， 能 将 序列 
中 所 有 的 正方 形容 纳 下 的 最 小 正方 形 的 边 长 等 于 多 少 ? 

攻 解 】 我 们 将 题解 分 成 两 部 分 ， 首 先 证 明 : 边 长 为 1，17/2，1/3，…，L/2，… 的 所 有 

. 310 : 








正方 形 可 以 互 不 重合 地 放 在 边 长 为 1.5 的 正方 形 内 ， 然后 证 明 ; 不 能 把 这 些 正 方形 放 在 边 长 更 


小 的 正方 形 内 而 使 边 长 为 1 和 1/2 的 正方 形 互 
不 重 苍 . 

现在 来 证 明 : 给 定 的 无 穷 序 列 所 相应 的 正 
方形 可 以 互 不 重合 地 放 在 边 长 为 1,5 的 正方 形 

在 边 长 为 1 的 正方 形 的 旁边 放 边 长 为 172 
的 正方 形 ， 在 它们 所 构成 的 角落 上 放 边 长 为 
1/3 的 正方 形 (图 281) ， 在 单位 正方 形 上 面 的 
边 上 放 边 长 为 1/4，1/5，1/6，1/7 的 正方 形 . 
在 边 长 为 1/k (k=4，5，6，7) 的 正方 形 上 面 
并 排放 边 长 为 1/2k 和 1/ (2* 十 1) 的 正方 形 . 因 
而 放 好 了 边 长 为 1/8,…, 1/15 的 正方 形 . 就 这 
样 放 ， 下 一 排放 的 是 边 长 为 1/16, …，1/31 的 
正方 形 ， 等 等 . 图 281 

边 长 为 1/% 的 正方 形 的 上 面 “ 能 放下 ” 边 长 为 1/2k 和 1/ (2# 十 1) 的 正方 形 ， 因 为 
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边 长 为 1/4，1/5，1/6，1/7 的 正方 形 不 超过 单位 正方 形 的 “ 宽 ”， 因 为 
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放 在 单位 正方 形 上 面 的 正方 形 的 “高 ， 和 
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因此 ， 请 天 施放 贡 罗 二 的 乓 用 上 放 县 林 避 下 丰 各 地 大 在 边 长 为 1 的 正 帮 形 内 
于 是 ， 本 题 断 言 的 第 一 部 分 得 证 . 

为 了 证 明 本 题 断 言 的 第 二 部 分 ， 我 们 把 边 
长 为 1 的 正方 形 NN, 和 边 长 为 1/2 的 正方 形 N; 
放 在 某 一 个 正方 形 入 内 使 正方 形 N, 和 NN, 没 
有 公共 点 (图 282)， 这 时 存在 一 直线 e 将 正方 
形 N ,和 NN; 隔 开 . 如 果 直 线 e 平 行 于 正方 形 和 N 
的 一 条 边 ， 那 么 它 将 正方 形 分 成 两 个 和 矩形. 这 
两 个 矩形 和 直线 e 垂 直 的 边 不 小 于 这 个 矩形 所 
包含 的 正方 形 的 边 长 . 因此 ， 在 这 种 情况 下 ， 
正方 形 N 的 边 长 不 小 于 正方 形 N, 和 Ns 的 边 
长 之 和 . 

如 果 直 线 e 和 正方 形 w 的 边 不 平行 ( 即 和 
正方 形 广 的 边 或 它 的 延长 线 相交 ) ， 那 么 在 e 

由 282 的 两 出 有 一 个 最 远 的 顶点 C, 和 Cs (图 283). 由 
顶点 C, 和 C ; 沿 着 正方 形 N 的 边 发 出 的 射线 和 直线 e 交 成 两 个 直角 三 角形 妇 , 和 要 2， 它 们 包 
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图 283 图 284 


含 了 正方 形 N ,和 WN ,， 如 果 能 证 明 下 面 的 引 理 那 么 问题 的 断言 就 证 明了 : 包含 在 给 定 的 直角 
三 角形 内 的 所 有 正方 形 中 ， 两 条 边 在 直角 边 上 且 一 个 顶点 在 斜 边 上 的 正方 形 是 最 大 的 . 

事实 上 ， 如 果 引 理 是 对 的 ， 那 么 包含 在 直角 三 角形 石 ,和 五 ;内 的 最 大 的 正方 形 N ,和 NN， 
的 对 角 线 在 正方 形 N 的 对 角 线 C,C; 上 ， 又 因为 正方 形 N ,和 N ;不 重大 ， 所 以 它们 的 对 角 线 “ 
之 和 等 十 正方 形 入 的 对 角 线 ， 它 们 的 边 之 和 等 于 正方 形 N 的 边 ， 由 此 推出 本 题 断 言 的 第 二 
部 分 . 

现在 ， 我 们 证 明 关 于 直角 三 角形 内 的 最 大 正方 形 的 引 理 . 

包含 在 直角 三 角形 48C 内 的 正方 形 XLMN (图 284) 可 以 这 样 移动 ， 使 正方 形 的 项 点 
和 工 落 在 直角 边 4C 和 BC 上 ， 而 项 点 下 落 在 斜 边 B4 上 (在 必要 的 时 候 ， 将 原 正 方形 
KZLMN 关于 直角 三 角形 的 顶点 .C 作 相似 系数 大 于 1 的 同位 相似 变换 ) . 如 果 正 方形 XLMN 
按 我 们 所 说 的 方式 分 布 在 直角 三 角形 48C 内 ， 那 么 正方 形 的 中 心 在 直角 的 平分 线 上 .事实 
上 ， 将 正方 形 绕 中 心 旋转 90"， 那 么 属于 边 5C 的 顶点 工 和 属于 边 4C 的 顶点 及 重合 . 因为 这 
时 边 BC 变 到 4C， 所 以 正方 形 的 中 心 到 4C 与 
BC 是 等 距离 的 ， 因 而 中 心 在 直角 ACB 的 平 
分 线 上 . 

在 所 有 那些 一 个 项 点 和 直角 项 点 CC 重合 的 
正方 形 中 ， 这 个 顶点 C 和 相对 的 顶点 之 间 的 距 
离 不 小 于 (等 于 ) 线段 CP 的 长 ， 这 里 P 是 直 
角 的 平分 线 和 边 MN 的 交点 . 因此 ,只 要 让 明 : 
若 正 方形 的 顶点 KK 和 工 都 不 和 直角 项 点 C 重 合 ， 
那么 CP>>KM. 

将 线段 CP 平行 移动 到 KP, 的 位 置 (图 
285)， 癌 题 化 为 比较 人 KP1M 的 边 . 我 们 研究 
这 个 三 角形 的 角 . 边 KM 所 对 的 <KP,M 和 边 图 285 
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KP 所 对 的 人 KMP, 大 于 45°. 
假设 是 线段 KP 和 MN 的 交点 ，5 是 由 点 R 到 线段 PP, 的 垂 线 的 垂 足 . AP RS 是 等 
腰 直 角 三 角形 ， 此外， 点 3 在 直线 PP 上 的 点 2 和 Pj 之 间 ， 因此 
LZPRP>LZSRP= /PPR, 
由 此 得 到 
PP,>PR. 
因为 KRI CP, 所 以 由 CP 将 线段 KM 分 成 两 等 分 , 从 而 也 将 线段 MR 分 成 两 等 分 ， 因此 
MP=PR<PP, 和 -~MPiIP< 二 -PHMHP. 
同时 ， 我 们 得 到 不 等 式 . 
LMPIK= /MPP+45°< LPMPI+A45°=ZKMP,, 
”由 此 推出 所 要 证 明 的 不 等 式 
KM<KP,=CP. 
注 信 ， 下 面 我 们 用 较 简 单 的 办 法 来 证 明 CP>>KM. 
由 于 <PCK=LPMK=45"， 所 以 P、M、C、KK 四 点 共 圆 ， 设 圆心 为 Q.， 假若 CP 和 KM 的 交点 为 
0， 那么 QOLKM， 因 为 O 是 KM 的 中 点 . 显然 Q@ 到 CP 的 距离 小 于 QO. 我 们 知道 ， 在 同一 个 圆 内， 
弦 心 距 小 的 弦 比 弦 心 距 大 的 纺 要 长 ， 所 以 CP> 天 M 


222 . 证明; 对 所 有 的 蜂 数 4 一 1 和 训 数 x， 有 不 等 式 


2 2k 
1 一 x+ -一 -林寺 二 (DT 十 … + 之 0. 


【证 法 1 】 我 们 用 Pz (x) 未 所 要 证 的 不 等 玉生 过 到 砚 式 我 们 来 证 明 更 强 的 不 


等 式 ， 即 对 所 有 的 实数 x， 有 不 等 式 
Pr CX) >0. 

如 果 x 取 负 值 或 为 零 ， 那 么 Pz (x) 的 任何 一 项 都 是 非 负 的 , 而 常数 项 等 于 1， 因此， 当 
Xx 之 0 时， 多 项 式 Pa xz) 满足 不 等 式 Pz (x) >1. 不 难看 出 ， 当 xX+ 之 2 时 ，Pa Cx) 也 满足 同 
样 的 不 等 式 ， 事 实 上 ， 当 x 之 2 时， Pax 好 的 项 可 以 组 合 ,使 得 所 得 到 的 和 的 所 有 被 加 项 都 
是 非 负 的 ， 


了 at) 一 1 十 3 2)+ -车 -xz 4) 十 … 十 -二 一 一 言 ir 


在 闭 区 间 (0, 2); 上， 多 项 式 Px (xz) 是 连续 图 数 ， 因而 达到 它 的 最 小 值 

加 果 Pz《x) 在 区 间 (0,2k) 的 一 个 端点 达到 最 小 值 ， 那 么 根据 上 面 所 证 明 的 ， 这 个 值 是 
因此 对 于 区 间 [0, 2*) 的 所 有 其 它 的 x+ 值 ， 多 项 式 Px (x) 都 取 正 值 . 

如 果 P 了 zx(x) 在 区 间 [0, 2%) 的 某 一 个 内 点 xv 达 到 最 小 值 , 那么 对 于 点 x。 的 某 个 邻 域 中 的 
-有 不 等 式 Py (xX) 之 Pa(xo)， 因 此 ， 多 项 式 Pa lx) 在 点 zo 的 导数 为 0: 


(XxX—2 >1. 


x2*-! 





J 一 一 XZ 一 一 
Pz (Xo) 一 1 十 Yo 一 十 *… + air = i Pyar (Xo) = 0. 
因为 
x 
Par (Xo IR)? 0 
中 译 者 所 亲 者 所 加 . 
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所 以 多 项 式 Px(z) 在 整个 x 轴 上 都 是 正 的 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 
【证 法 2 ]】 将 Px(xz) 乘 以 


Pl—x)= 1 十 工 十 而 + “十 一 一 i . 


当 j 忆 2k 时 ,在 村 积 Pl. Pa( 一 加 中 ， i 的 系数 等 于 
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六 
当 2k 十 1 之 /之 4k 时 ，x/! 的 系数 等 于 
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我 们 研究 方 括 弧 中 的 表达 式 ， 与 两 端 等 远 的 项 其 绝对 值 相等 ， 因此 ， 当 7 是 奇数 的 时 候 ， 
整个 表达 式 变 为 0， 这 样 一 来 ， 对 于 满足 不 等 式 24 十 1 < <<4k 的 奇数 j, x’ 的 系数 为 0. 
当 7 为 偶数 时 ， 方 括 弧 中 的 表达 式 是 交替 变 号 的 二 项 式 系数 的 和 ， 它 可 以 从 所 有 / 阶 的 交 壹 
变 号 的 二 项 式 系数 的 和 中 去 掉 前 (7 一 28) 项 的 和 

CI— CI+ CH— CP tC— 1) CH 1 
以 及 与 此 相等 的 最 后 (j 一 2 项 的 和 来 得 到 ， 所 去 掉 的 项 的 和 是 负 的 ， 因 为 项 的 总 个 数 是 偶 
数 且 小 于 7/2, 二 项 式 系数 将 随 着 它 的 上 面 的 附 标的 增加 而 增加 ， 而且 它们 的 符号 是 交替 改变 
的 .因此 ， 方 插 弧 中 的 表达 式 是 正 的 ， 因 为 它 加 上 所 去 掉 的 前 (一 2 项 之 和 的 二 倍 等 于 0， 
而 前 (一 2*) 项 之 和 古 负 的 . 

这 样 一 来 ， 多 项 式 的 乘积 Pa(x) x Pax( 一 z) 仅 包含 带 有 正 系 数 的 zx 的 偶 次 寡 ， 因 而 在 
整个 数 轴 上 取 正 值 ， 如 果 上 过 0 ， 那 么 因子 Pai( 一 x) 之 0. 因为 对 所 有 的 x, Pak(z)Px( 一 2) 
之 0， 所 以 当 x 之 0 时 ，Pzax(x) 之 0. 当 Y<0 时 ， 不等式 PCGxz)>0 显 然 成 立 〈 因 为 
Petz) 中 地 的 偶 次 笑 的 系数 为 正 ， 奇 次 宫 的 系数 为 负 ) 内 此 ，PesCz) 和 Pu( 一 x*) 在 整个 数 
轴 上 仅 取 正 值 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 

不 难 证 明 

CP— Ci+ C++ (1)C/=(—1) CI. 
因此 


x x 
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